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du  pendule  composé  au.  pendule  simple  ,        n^'  394  et  395 

fiéfinlUon  du  centre  ^oscillation;  réciprocité  du  centre  d'os- 
ciUation  et  du  centre  de  suspension  ;  médiode  fondée  sur 
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cette  réciprocité  ,  pour  dëterminer  la  longueur  du  pendule 

simple  9  correspondant  à  un  pendule  donné  ;  on  fait  yoir  que 

peur  un  même  corps,  il  y  a  une  infinité  d^xes  autour  desquels 

les  petites  oscillations  ont  la  même  duréey  n*"  3g6,  397,  3^ 

Mouvement  d'un  pendule  composé,  dans  un  milieu  résistant  ; 

;    la  longueur  du  pendule  simple  qui  a  le  même  uioaTement , 

.    ne  dépend  pas  de  la.  résistance,  ^^^99 

Mouvement  d'un  treuil  et  de  deux  corps  pesans ,  suspendus  au 

cylindre  et  à  la  roue  ;  application  à  la  miicbine  A*Âthooâp 

n^4^^^4^' 
Pendule  de  Robins/  usage  de  ce  pendule  pour  déterminer  les 

vitesses  initiides  des  projectiles  de  rartillerie,  n***  4oa  et  4û3 

OIAPITRE  IV.  Du  mowemerU  dtun  corps  soMde 
autour  dun  point  fixe  ^  page  i  ^  i 

^  I".  Formules  préliminaires ,  ibid. 


Le  mouvement  de  rotation  d'un  système  de  forme  invariable  , 
autour  d'un  point  une  y  a  lieu  autour  d'une  droite  variable 
d'un  instant  à  l'autre ,  que  l'on  appelle  axe  instaniané  de 
rotation,  n*  4^4 

Détermination  de  la  direction  de  cet  axe;  soit  par  rapport  à 

•  des  droites  fixes  dans  l'intérieur  du  corps,  soit  par  rapport 
à  des  droites  fixes  dans  l'espace ,  n^'  4o5 

Expression  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  corps  autour 
de  l'axe  instantané  ;  décomposition  de  cette  vitesse  en 
trois  autres,  autour  de  trots  axes  rectangulaires,  fixes  ou 

.    mobiles  ;  la  composition  et  la  decompoôtien  des  vitesses 

'  de  rotation  se  font  suivant  les  mêmes  règles  que  celles  des 
vitesses  de  translation ,  n^'  4^  ^^  4^7 

Composantes  de  la  vitesse  absolue  d'ij^n  point  quelconque  du 

•  corps,  par  rapport  à  trois  axes  fixes  dans  son  intérieur; 
^    composantes  de- la  force  accélératrice^   par  rapport  aux 

mêmes  axes ,  n^  fyA 

Momens  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du 
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^  corps  à  un  iBstaiit  quelconque,  par  rapport  à  trôk  sxea 

passant  par  le  point  fixe  \  cas  où  ces  trois  droites  sont  les 

axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  point;  signe  de  chacun 

'  de  ces  momens ,  d'après  le  sens  de  la  rotation  autour  de 

l'axe  correspondant  ;  moment  principal  de  ces  mêmes  quan^ 

titës  de  mouvement,  et  direction  de  son  axe,  n^4^ 

Équations  diifëre&tieUes  qui  ont  lieu,  entre  les  trois,  angles. 

-   du  n^  3^8 ,  d'où  dépend  la  position  du  mobile  à  chaque 

'  instant,   et  les  trois  composantes  de  sa  vitesse  angulaire 

•  par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  ,  n^  4^^ 

Antres  formules  qui  pourront  être  utiles  dans  la  suite,  n?  4'  ^ 

§  If.    Équations  différeniielleâ^%U  mouvement   dp  rotation 
autour  et  un  point  fi;pe ,  P&ge  1 36 

Ces  équations ,  au  nombre  de  ti*ois ,  s'obtiennent  très  facile- 
'  ment  \  au  moyen  des  formules  du  n®  4^^  ^^  ^^  principe 
de  lyAlembert  ;  on  les  réduit  à  leur  forme  la*  plus  simple,, 
-en  rapportant  les  composantes  de  la  force  accélératrice 
'  d'au  point  quelconque  du  mobile,  à  ses  trois  axes  prin- 
cipaux ;  le  problème  général  du  mouvement  de  rotation 
''  dépend  de  six  équations .  du  premier  ordre ,  savoir,  celles 
'    qu'on  vient  de  former,  et  celles  du  n**  4'^>  ^^^  où  lai 
pesanteur  est  la  seule  force  qui  agit  sur  les  points  du 

mobile ,  u?*  4i2  et  4 1 3 

Quand  ce  mobile  n'est  soumis  à  aucune  force  motrice ,  ou 
bien ,  quand  il  s'agit  d'un  corps  pesant ,  et  que  le  point 
'   %t!t  est  son  centre  de  gravité ,  on  parvient  à  intégrer  les  six 
'   équations  du  'mouvement  de  rotation  ^  et  à  faire  dépendre 
:  les  inconnues,  de  deux  fonctions  elliptiques  ;  datis  ce  mou- 
yemeot  ^  produit  par  des  percussions  initiales,  les  momens 
'    des  quantités  du  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  ^ 
par  rapport'  à  des  axes  passant  par  le  point  fixe,  sont 
'    construis  ;  leur  moment  principal  et  sa  direetioxi  sont  in- 
variables, et  cette  considération  facilite  l'intégration  des 
•    équations  du  problème  ,  n~  4i4  »  4>^  i  4^^  ^^  4' 7 

Déterminalion  complète  de»  cQuèiaates  arbitraires  ^coiiteniiei*  * 
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dans  les  iatë(;iiile8  de  ces  ëquatiam,  en  supposant^  pour 
fixer  les  idées,  que  le  mobile  a  éU  frappé  »  à  TorigiAe  du 
mottremeiity  par  un  autre  corps  qui  y  est  resté  attaché, 

n«»4i8 

Diirerses  propriétés  générales  du  mouvement  de  rotation  d'un 
cpfps  qui  n'est  soumis  à  aucime  force  motrice ,  4>9 

]>étermination  4e  ce  mouvement ,  plus  simple  que  la  précé^* 
dente ,  mais  seulement  approchée  |  lorsque  Taxe  instantané 
de  rotation  s'écarte  constamment  très  peu  de  l'un  des  troia 
axés  principaux  du  mobile^  et  qui  se  coupent  au  point  fixe  ; 
on  retn)ttve  la  propriété  des  axes  principaux  déjà  démontttSé 
dans  le  n^  889;  on  faitwiry  de  plus,  que  le  mouvement 
est  stable  autour  des  axeS'  du  plus  grand  et  du  plus  petit 
moment  d'inertie,  et  seulement  instantané  autour  du  pre*- 
Éûer  axe  principal  ;  détermination  des  constantes  aii>itraired 
dans  le  cas  de  là  stabilité ,  n^  4^0  ,  4^1  et  4212 

Le  mouvement  de  rotation  produit  par  des  percussions  ini- 
tiales, devient  plus  simple  ,  quand  le  mobile  est  un  solide 
de  révolution ,  et  que  Botk  axe  de  figure  passe  par  le  point 
fixe  )  les  inconnues  se  déterminent  alors  sans  le  secours  des 
fonctions  elliptiques  ,  n^  4^3 

Autre  démonstration  de  la  stabilité  du  mouvement  autour 
de  deux  dei  axes  principaux,  n®  4^4 

f  tll.  Sotution  é^un  cas  particulier  du  mouvement  de  rota^ 
tien  d'un  corps  pesant ,  page  162  ' 

Le  mobile  est  un  solide  de  révolution  dont  l'axe  de  figure 
passe  par  le  point  fixe;  on  appelle  équateur  la  sectîOB  de 
ee  eorps  fsite  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  cette  droite  ; 
k  mouvement  parallèle  à  l'équaleur  est  uniforme  ;  Tinter* 
seetion  de  l'équateur  et  du  plan  horizontal  passant  pair  le 
point  fixé,  s'appellera  la  ligne  des  noeuds  ;  définition  du 
Hû^ud  oscenAm  ;^t  distinction  de  son  mouvement  direct 
et  de  son  mouvement  rétrograde  sur  le  plan  hotizontal , 

n~  4a5  et  4a6 

Dbus  ce  cas,  les  six  équations  du  mouvement  de  rotatton  s'intè- 
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grent ,  et  lesiac^niuies  da  problème  s^exprimeiit  etactBmeiit 
par  des  fonctionf  elliptiques  (  détetmtiiaiion  des  eomteiites 
arbitraires  ^  eontcnues  dans  les  intëgraliss  y     n**  4^7  ^  4^^ 

Cas  ùk  le  mobile  se  réduit  à  un  point  matériel ,  dont  la 
distance  an  point  fixe  est  eonsfante  ;  on  retrotrre  alors  les 
formules  du  n^  ao5 ,  relatires  au  pendule  simple ,     n^  4^9 

Lorsque  Taxe  de  figure  a  été  écarté  de  la  verticale ,  et  qu'a- 
près avoir  imprimé  au  mobile  une  vitesse  de  relation  autour 
de  cette  droite  inclinée  ,  il  est  ensuite  abandonné  A  lui- 
inème ,  on  démontre  que  le  mouvement  du  nœud  aseen*- 
dant  sera  direct  on  rétrograde ,  selon  que  le  Centre  dé 
gravité  du  corps  sera  situé  au«*dessus  ou  aunlessous  du 
plan  horisontal,  passant  par  le  point  .fixe  ;  quand  la  vi* 
tasse  de  rotation  est  nulle,  le  mouvement  du  corps  se 
réduit  à  celui  d'un  pendule  composé  ^  n*  4^^ 

On  applique  les  formules  du  numéro  précédent ,  au  cas  où 
Talc  de  rotation  a  été ,  primitivement ,  très  peu  écarté  de  la 
verticale  9  et  Toti  détermine  de  cette  manière  les  valeutâ 
approchées  des  angles  d'oà  dépend  la  position  du  mobile  à 
uu  instimt  quelconque ,  n^  4^i 

On  applique  les  mêmes  foramles  au  caa  ou  l'inclinaison  de 
réquateur  demeure  à  peu  près  Invariable;  il  faut  pour 
cela  que  la  vitesse  de  r0tati6n  soit  très  rapide  ;  on  déler«- 
mine,  dans  cette  hypothèse ,  les  petites  variations  de  Fin- 
clioaiBan  de  Téquateur  ^  et  le  mouvement  de  la  ligne  des 
Msuds  I  qui  est  trèe  lent  par  rapport  an  mouvement  de 
rotation  ^  et  è  peu  près  uniforme  ;  ce  cas  est  celui  de  la  ma- 
chine de  Bohnenberger,  n®  4^^ 

CHAPITRE  y.  Du  mouvement  ctwi  corps  solide 
entièrùmeni  Ubre,  page  179 

Décomposition  de  ce  mouvement  en  deux  autres  ^  l'un  de 
/visiion  autour  d'un  point  du  o^rps,  l'autre  de  translation, 
conuaun  à  tous  ses  points  ;  cas  oà  le  second  mouvement 
est  révolutif  y  et  où  chaque  révolution  s'achève  dans  le 
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-  mAme  temps'  qne  chaque  rotation;  ce  cas  a  lieu,  dans  le 
»  mouyement  des  satellites ,  et ,  en  particulier,  dans  lé  mou- 
vement de  la  lune  y  qui  tourne ,  en  conséquence,  constam- 
ment la  même  &ce  vers  la  terre ,  n^  4^3 

Délerminatipn  de  la  vitesse  que  prend  le  centre  d'un  corps 
solide,  .sur  lequel  on  exerce  une  ou  plusieurs  percussions 
déterminées  ;  réciproquement,  cetle  vitesse  fiiit  connaître  li^ 

'-  direction  et  l'intensité  de  la  percussion,  soit  que  le  coi^ 

-  qui  a  frappé  celui  que  Ton  considère  y  soit  resté  attaché  , 
ou  qu'il  s'en  soit  séparé  après  le  choc,  n*  4^4  ^^  4^^ 

Gomment  on  pourrait  déterminer  le  mouvement  initial  de  ro- 
tation autour  d'un  point  quelconque  du  mobile,  si  l'on 
connaissait,  en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  initiale 
de  ce  point  ;  quand  ce  point  est  le  centre  de  gravité ,  cette 
connaissance  est  inutile ,  et  le  mouvement  de  rotation  ini- 
tial est  le  même  que  si  le  centre  de  gravité  demeurait  en 

•  '  repos ,  n^  4^6 
Détermination  de  l'axe  instantané  initial  qui  passe  jmr  le 

centre  de  gravité ,  et  de  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet 

•  axe  ;  cas  où  cette  droite  est  un  des  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  au  centre  de  gravité ,  n*  4^7' 

Équations  différentielles  du  mouvement  du  centre  de  gravité  ; 

•  comment  on  formerait  celles  du  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  point ,  n*  4^^ 

Ces  deux  systèmes  d'équations  différentielles,  ainsi  que  les  deux 
mouvemenscorrespondans,  sontindépendans  Tuii  de  l'autre, 
dans  le  cas  d'un  corps  sonmÀs  à  la  seule  action  de  la  pesan- 

;  teur;  détermination  complète  du  mouvement  d'un  ellip- 
soïde pesant,  frappé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  de 
ses  trois  axes  de  figure,  n*  4^ 

La  même  indépendance  a  lieu  dans  le  cas  d'une  ephère  com- 
posée de  couches  concentriques  et  dont  tous  les  points  sont 
soumis  à  des  attractions  dirigées  vers  des  centres  fixes  ou 

,  mobiles  ;  quand  le  mobile  s'écarte  de  la  forme  sphérique, 
ces  attractions  influent  sur  son  mouvement  de  l'Otatîon  ; 
perturbations  du  mouvement  de  la  terre^  autour  de  son 
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.    centre  «le  grayité ,  dues  à  sa  non-spfaéricite' ,  et^rodnîtef  par 

.  le»  actions  du  soleil  et  de  la  lune  ;  ces  forces ,  qui  donnent 
lieu  à  la  préceMon  âes  équinoxes^  et  à  là  nutoUon  de  Taxe 
de  la  terre  y  n'ont  cependant  aucune  influence  sènsilde  sur 
la  direction  de  cet  axe  dans  l'intérieur  du  globe  y  ni  sur 

.  la  durée  de  sa  rotation  autour  de  cette  droite  mobile 
dans  l'espace ,  n**  44^  et  44^ 

L'înyariabilité  du  jour  sidéral  et  du  jour  moyen  est  confirmée 
par  les  éclipses  queles  ChàU^en*  ont  observées;  calcul  qui 
fiiit  voir  que  la  durée  du  jour  moyen  n'a  pas  varié  d'un  cen- 
tième de  seconde  en  sSoo  ans ,  n^';^44^  ^^  44^ 

Examen  des  diffiérens  effets  qui  peuvent  être  produits  par  le 
frottement  de  la  surface  d'un  projectile  contre  l'air  dans 
lequel  il  se  meut ,  et  par  la  résistance  proprement  dite  de  ce 

.    fluide,  n**  444,  445  et  446 

CHAPITRE  VL  Du  mouvement  dun  corps  solide 
pesant  sur  un  plan  donné,  page  ^07 

\V\  Cas  où  ton  n'a  pas  égard  au  frottement,  ibid. 

On  supposera  que  le- mobile  touche  le  plan  donné  par  un  seul 

^    point  de  sa  surface ,  pendant  toute  la  durée  dti  mouvement  ; 

équations  différentielles  du*  mouvement  du  centre  de  gra- 

vite  et  du  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point, 

«•44? 

Équation  résultante  du   contact   du  mobile  avec  le  plan 
donné,  qui  peut  être  fixe  ou  avoir  un  mouvement  donné  ; 
■    distinction  entre  le  cas  où  le  point  de  contact  se  déplace  à 
la  surface  du  mobile ,  et  le  cas  où  ce  point  est  constamment 
.    l'extrémité  d'une  pointe,  comme  dans  le  jeu  de  la  tou- 
pie, n'448 
Cas  où  le  plan  donné  est  fixe  et  horizontal  ;  on  indique , 
.    comme  exemples,  les  petites  oscillations  d'un  ellipsoïde 
-  homogène  ou  d'une  sphère  hétérogène  ;  on  obtient  deux  in- 
,   tégrales  premières  des  équations  différentielles  du  n*  44?  9 
.  qui  suffiront  pour  la  solution  rigoureuse  du  problème,  au 
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moyen  des  foncUons  elliptîqaes,  quand  le  mobile  est  utr 
solide  de  rëTolnlion ,  n^  449  ^^  4^^ 

Mottvelneiit  d'un  solide  de  révolution  ^  terminé  par  une  pointe, 
et  qtii  s'appuie  »  par  son  extrémité ,  sur  un  plan  dont  les  os- 

.   cillâtious  sont  connues  9  n®  4^' 

Quand  lemolnle  â  une  vitesse  de  rotatîmi  très  rapide  par  rap- 
port aux  divers  mouvemens  du  plan  donné,  on  réduit  les 
équations  différentielles  du  problème  à  la  forme  linéaire, 
par  la  transformation  dont  Lagitenge  a  fait  usage  dans  le 
cas  de  la  Ubtiuicn  de  la  lune ,  n^  4^2  et  453 

lAté^ration  de  ces  équations  linéaires;  leurs  intégrales  font 
voir  que  les  oscillations  du  plan  sur  lequel  le  corps  s'appuie, 
s'affaiblissent  dans  le  mouvement  de  son  axe  fie  figure,  et 
deviennent  insensibles  quand  la  rotation  autour  de  cette 
droite  est  suffisamment  rapide  ;  moyen  fondé  sur  ce  résul- 
tat, qui  a  été  proposé  pour  obtenir  à  la  mer  un  hori- 
zon  artificiel   propre   aux    observations  astronomiques , 

tC^  454  et  455 

%  II.  Cas  oà  Fon  a  égard  aufrotêtmen^ ,  page  229 

Lois  du  frottement  d'un  corps  en  mouvement,  données  par 
Texpérience ,        .  .  n**  ^56 

Mouvement  d'un  tcorps  glissant  sut  un  plan  fixe  horizontal ,  et 
.   entraîné  par  un  poids  donné ,  n^  4^7  et  4^8 

Intégrale  de  l'équation  de  ce  mouvement,  dans  le  cas  où  l'on 
iait  abstraction  de  la  résistance  de  l'air  ;  détermination  du 
coefficient  du  frottement  par  deux  moyens  différons  f  quand 
ce  coefficient  est.connu,  et  que  Ton  incline  le  plan,  on  dé- 
termine immédiatement  le  mouvement  du, même  corps  sur 
.    ce  plan  ,  n""'  4^9  et- 460 

Conséquence  de  cette  proposition ,  que  le  frottement  est  indé- 
peikdant  de  l'étendue  de  la  snaCatce  frottante ,  et  proportion-* 
nel  à  la  .pression  totale  ;  en  quoi  cette  loi  du  frottement 
•   consiste  réellement  ;  examen  de  ce  qui  arriverait  si  la  ma- 
tière de  la  suriace  ftx>ttante  n'était  pas  partout  la  mèuàej. 

n®4'^ 
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&0nble  mouvement  d'un  corps  qui  glisse  sur  nu  plan  horixon* 
tal^  et  qui  tourne  en  même  temps  autour  d'un  axe  ver- 
tical ,  n^"  46a  et  463 

Énoncé  des  diffiârens  cas  que  ipeut  présenter  le  mouvement  d'un 
corps  solide  qui  roule  sur  uq  plan  ;  frottement  de  la  pre^ 
mière  et  de  la  seconde  espèce,  n®  4^^  ^^  C*) 

Mouvement  d'une  sphère  qui  roule  sur  un  plan  horizon- 
tal, n«  464 

CHAPITRE  VIL  Du  choc  des  corps  de  forme  quel-^ 
conque  y  page2|54 

En  quoi  consiste  le  problème  du  choc  des  corps,  dans  le  cas  le 
plus  général ,  n»  465 

Équations  fournies  par  le  principe  de  D'Alembert,  dana  le  cas 
de  deux  corps  de  forme  quelconque  et  entièrement  libres» 

n«*  466  f  1467 

Indétermination  du  problème,  quand  on  n'a  pas  égard  à  la 
compressibilité  des  mobiles  ;  équation  nécessaire  à  sa  so- 
lution, et  qui  résulte  de  cette  compressibilité,  quelque 
petite  qu'elle  soit ,  n"^  468 

Modification  des  formules  du  n^  Ifi'jj  provenant  du  degré 
d'élasticité  des  mobiles  ;  le  problème  est  complètement  ré- 
solu dans  les  deux  cas  des  corps  entièrement  dénués  d'é- 
lasticité ,  et  des  corps  parfaitement  élastiques  ,        n*^  4^ 

Le  choc  de  deux  corps  n'altère  pas  les  vitesses  de  leurs  cen- 
tres de  gravité ,  parallèlement  au  plan  tangent  à  leurs  sur- 
faces, mené  par  leur  point  de  contact,  non  plus  que  les 
momens  de  leurs  quantités  de  mouvement ,  rapportés  4 
leur  nonnale  commune,  n®  47^ 

Quand  cette  normale  pasàé  par  le  centre  de  gravité  de  l'un  des 
deux  corps,  son  mouvement  de  rotation  autour  de  ce 
point  est  le  même  avant  et  après  le  choc  ;  cas  où  cette 


•^— •— ^iiW«*— ^i*^— ■••^-^•i 


(*)  Le  noméro  qoi  devrait  se  trouver  an  bas  de  la  page  14?  ^  ^^^  <>™î^  par 
eireùr ,  et  Ton  Mt  oblige  de  rt«péter  le  numérp  préoëdenC. 
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droite  passe  par  les  deux  centres  de  gravite;  cas  où  ces  points 
se  mouvaient ,  en  outre  j  sor  cette  normale  avant  le  choc , 

n*47i  et  47SK 

Cboc  de  denx  corps  élastiques  ^ux  en  masse  ;  cboc  d*an 
corps  parfritement  élastique ,  contre  un  obstacle  ûxe; 
égalité  de  Tangle  d'incidence  et  de  Tangle  de  jréflexion  ; 
cette  ^lité  n'a  plus  lieu ,  .quand  on  a  égard  au.  frottement 
du .  mobile  contre  le  plan  fixe ,  n^  47^  ^^  474 

On  explique  comment  on  peut  tenir  compte  du  frottement 

>  d'un  mobile  contre  un  autre ,  pendant  la  durée  du  choc  de 
ces  deui  mobiles,  n®  47^ 

Influence  du  frottement  et  de  la  rotation  dans  le  choc  d'une 
sphère  contre  un  plan  fixe,  tel  que  le  choc  d'un  boulet 
contre  le  terrein  ;  examen  des  diverses  circonstances  qui 
peuvent  se  présenter,  n^  47^  ^^  477 

Application  des  foitaules  générales  à  un  exemple  ou  la  nor- 
male commune  aux  deux  mobiles  ne  passe  pas  par  leur 
centre  de  gravité  ;  calcul  de  la  quantité  de  mouvement 
imprimée  à  chacun  d'eux,  et  qui  mesure  l'intensité  du 
choc,  n®47S 

Modification  des  formules  générales,  dans  les  différens  cas  où 
les  deux  corps  qui  se  choquent  ne  sont  pas  entièrement 
libres,  n*  479 

Extension  de  ces  formules  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
de  mobiles  qui  se  choquent  simultanément.  Exemple  re- 
latif à  une  sphère  en  repos,  choquée  par  deux  autres  sphères 
en  mouvement ,  n^  4^  ^^  4^^ 

CHAPITRE  VIII.  Ejremples  du  mouvement  d'un 
corps  flexible  ,  p^c  ^92^ 

%  I**.  Vibration  d*une  corde  flexible  ,  ibid. 

Hypothèses  que  l'on  fait  sur  cette  corde  ;  équations  diffé> 

rentielles  de  son  mouvement ,  n*  tfi% 

Réduction  de  ces  équations  A  la  forme  linéaire ,  dans  le  cas 
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des  TibralionB  txèi  petites  ;  les  vibrations  traruvenàlcê  ei  le« 
vibrations  longitudinales  coexistent  daqs  une  même  corde, 
et  sont  indépendantes  les  nues  des  autres  ;  ces  deux  sortes 
de  mottvemens  dépendent  d'une  équation  de  même  forme, 
aux  différences  partielles  du  second  ordre,  n*  4^3 

Inl^ration  de  cette  équation  sous  forme  finie ,  n*  484 

Détermination  des  deux  fonctions  aAitraires  contenues  dans 
cette  intégrale,  pour  toute  la  longueur  de  la  corde ,  et  pour 
toutes  les  valeurs  du  temps,  d'après  la  figure  initiale  de  la 
corde  vibrant  transversalement,  et  les  vitesses  initiales  de 
tous  ses  points  ,  n*  4^^ 

Coastmction  géométrique  de  la  figure  de  cette  corde  k  nu 
instant  quelconque ,  n*  4^ 

Lois  des  vibrations  transversales  qui  résultent  de  cette  cons^ 
tmction ,  et  qui  ont  été  confirmées  par  Texpérience ,  soit 
par  rapport  à  la  tension  de  la  corde,  soit  par  rapport  à  son 
poids  et  à  sa  longueur  ;  Vélévation  du  ton  est  mesui::ée'par 
le  nombre  des  vibrations  dans  l'unité  de  temps ,       n*  4^7 

Discontinuité  des  lignea  employées  dans  la  construction  pré-^ 
cédente  ;  restriction  qu'on  doit  apporter  à  la  discontinuité 
de  la  courbe  qui  représente  la  figure  initiale  de  la  corde  ; 
cette  condition  restrictive  subsiste  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement ,  et  fournit  une  des  équations  nécessaires  au 
problème,  dans  le  cas  d'une  corde  composée'de  deux  parties 
de  matières  différentes,  ,       n**  488 

Autre  solution  du  problème  des  cordes  vibrantes,  dans  la* 
quelle  l'ordonnée  courante  de  la  corde  est  exprimée  par 
une  série  de  quantités  périodiques  ,  n**  489 

Cas  particuliers  où  le  ton  d'une  corde  s'élève  au-dessus  du 
ion  fondamental ,  et  répond  à  une  partie  aliquote  de  sa 
longueur;  nœuds  de  vibrations  qui  ont  lieu  dans  ces  sortes 
de  cas ,  n""  490 

Lois  des  vibrations  longitudinales  d'une  corde  tendue ,  n*"  49* 
Bapport  très  jiimple  entre  leur  nombre  et  celui  des  vibrations 
traiisversales  de  la  même  corde ,  n*  49^ 
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^  II.  T^ibrations  longitudinales  dune  verge  élastique ^  page  3 16 

Hypothèses  qae  Toa  fait  sur  cette  verge;  son  mouyement 
longitudinal  dépend  de  U  mêine  équation  aux  différences 
partielles  que  celui  de  la  corde  tendue ,  et  ne  diffore  de 
eelui-ci  que  par  fes  ix^nditions  relatives  aux  extrémités  de  la 

vci«e,  i>*^  49^^  494 

Solution  du  problème  ,  analogue  à  celle  du  n**  Ifi^  ;  lois  des 
vibraUons  dans  les  diffi^rens  cas  relatifis  aux  extrémités  ; 
élévation  du  ton  fondamental»  à  raison  des  nœuda  de 
vibrations  ,  n^  49^ 

Cas  où  la  verge  s'élîend  indéfiniment  ;  inropagation  des  oodes 
songes  dans  une  barre  homogène»  «ylindriqtie  om  pris- 
matique I  conditions  pour  qu'une  onde  aoncwe  ne  se  par* 
tage  .pas  en  deux  antres  ;  comment  la  vitesse  constante  de 
cette  propagation  se  conclura  du  ton  longitudinal  d'une 
verge  élaatique  de   la   même    matière   que    la    barre , 

n»*  4g6  et  497 

Cas  où  la  barre  est  terminée  d'un  c6te  ;  réflexion  du  son  à 
cette  extrémité;  les  lob  de  la  propagation  et  de  la  ré» 

.  flexion  du  son  dans  un  canal  cylindrique  vempli  d'air» 
d'un  gas  quelconque  ^  ou  d'un  liquide  ^  sont  les  mêmes  que 
dans  une  barre  solide;  celles  des  vibraâont  des  vtti|^  élas- 
tiques conviennent  aussi  aux  sons  à&^ft(Ues,  €t  des  tuyaux 
ai  orgues,  sauf  les  modifications  relatives  à  l'embouchure  | 

n^498 

^  III.  Choc  longitudinal  des  verges  élastiques  ,      page  33 1 

Conuniait  on  pourra  appliquer  les  formules  du  n®  40$  ^^ 
choc  longitudinal  des  vei|;es  élastiques  ;  ce  phénomène 
consiste  dans  l'action ,  à  distance  insensible ,  des  points 
extrêmes  des  deux  verges  ;  les  vitesses  de  ces  points  varie- 
ront très  rapidement ,  et  seront  înoonnues  penduit  la  durée 

du  choc\  >^^499 

Conditions  pour  que  les  deux  veines  se  séparent  apvès  s'être 
rencontrées»  et  que  le  clioc  se  termine  »  n^  5oo  et  5o  i 
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I 

ËqnationA  communes  a  tous  les  points  des  deux  Terges  y  ex- 
cq»te'  les  points  extrêmes  par  lesquels  elles  se  choquent , 

n®5oi 

AppUcaiion  des  formules  du  n"*  49^  ^^  <^o<^  ^^  deux  verges 
entièrement  libres  ;  sommation  des  séries  périodiques 
qu'elles  renferment  ;  on  vérifie  qu'elles  représentent  l'état 
initial  des  deux  ▼ei'ges ,  n^  Sot,  et  5o3 

Les  deux  verges  de  même  matière  et  de  même  diamètre  se 
séparent  dans  le  seul  cas  où  elles  ont  une  même  longueur  ; 
durée  de  ce  choe;  échange  des  vitessea  primitives  ;  cas 
où  Tune  des  deux  verges  est  composée  de  plusieurs  parties, 
dont  une  se  sépare  des  autres  après  le  choc  y  •    n**  5o4 

Cboc  d'une  verge  dont  l'extrémité  est  fixe  y  par  une  verge 
entièrement  libre;  réfiexion  de  celle-ci  avec  une  vitesse 
égale  et  contraire  à  la  vitesse  primitive  y  quelles  que  soient 
les  longueurs  des  deux  verges  ;  durée  du  choc,  n^  5o5  et  5o6 

^  IV.  Digression  sur  les  intégrales  des  équations  aux  dijffè^ 
*    renées  partielles ,  pAge  347 

*  Le  nombre  des  fonctions  arbitraires  que  renferme  Tintégrala 
complète  d'une  équation  aux  différences  partielles,  pe^ 
être  moindre  que  le  nombre  qui  marque  l'ordre  de  cette 
équation  ;  il  peut  dianger  avec  la  variaflle  par  rapport  à 
laquelle  la  série  est  ordonnée  ;  toutes  les  fonctions  arbi» 
traires  peuvent  disparaître ,  et  se  trouver  remplacées  par 
des  séries  infinies  de  constantes  arbitraires;  dans  ce  cas 
singulier,  l'intégrale  complète  est  exprimée  par  la  somme 
d'un  nombre  illimité  d'intégrales  particulières,  n*^  607  et  S08 

Exemples    très    simples  de  ces    diverses    transformations , 

n***  609  et  5io 

Lei  séries  qui  se  présentent  dans  cet  exemple  ,  et  l'intégrale 
de  Téquation  donnée ,  peuvent  s'exprimer  sous  forme  finie, 
au  moyen  d'une  intégrale  défiinie,  n^Sii 

Valeur  d'une  intégrale  définie  qu'on  a  souvent  occasion  d'em- 
ployer, n'*5ia 

Af^cation  de  ces  considérations  générales  aux  équations 

b 
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linéàÎFes  relatives  à  des  problèmes  de  Physique  et  de  Mé- 
canique ;  leurs  intégrales  complètes  s'expriuient ,  généra- 
lement y  par  des  séries  d'esponentielles  ou  de  sinus  et 
cosinus  f  dont  les  exposans  ou  les  arcs  sont  proportionnels 
au  temps  ;  par  la  mamère  dont  elles  sont  obtenues ,  on  ' 
«5t  certain  que  ces  expresMons  en  séries,  des  inconnues  d'un 
problème,  en  renferment  la  solution  la  plus  générale  ;  il  y 
a  un  procédé  uniforme  pour  déterminer  dans  chaque  cas 
les  coefficiens  de  ces  séries,  d'après  i'etat  initial  du  système  ; 
après. cette  détermination ,  si  L'on  fait  le  temps  égal  à  séro 
dans  ces  séries ,  on  obtient  des  séries  particulières  qui  re- 
présentent les  fonctions  arbitraires  relatives  à  cet  état  ini- 
tial ,  mais  seulement  dans  l'étendue  du  système ,  n***  5i3 , 

Si4/5i5et&i6 

Toute  solution  d'un  problème  dans  laquelle  on  n'a  pas  véri«- 

fié,  à  posteriori,  l'exactitude  de  ces  dernières  séries,  ou 

démontré ,  à  priori,  la  généralité  de  l'intégrale  en  série  dont 

on  a  fait  usage,  doit  être  regardée  comme  insuffisante^ 

•     .  n*5i7 

^^Y.  Vibrations  transversales  dune  verge  élastique,  page  368  ^ 

On  énonce  les  diverses  sortes  de  vibrations  dont  une  verge 
élastique  «st  ^ftsceptible ,  et  entre  lesquelles  l'analyse  a  £ût 
connaître  des  rapports  que  l'expérience  a  confirmés ,   n®  5 1 8 

Équation  du  mouvement  transversal,  et  conditions  relatives 
aux  extrémités,  u^Sig 

Calcul  du  coefficient  que  renferme  cette  équation ,  dans  dif- 
férentes hypothèses  sur  la  section  transversale  de  la  verge, 

n*  520 
Intégrale  en  série  de  cette  équation  ,  n^  Sai 

Détermination  des  coefficiens  de  cette  série,  d'après  l'état  ini- 
tial de  la  verge ,  par  le  procédé  indiqué  dans  le  n®  5i5; 
formules  du  n^  5i6,  relatives  à  l'état  initial  de  la  verge; 
cas  où  elle  doit  prendre  un  mouvement  de  translation  ou  de 
rotation ,  n^'  522  et  523 

On  démontre ,  dans  le  cas  de  la  veiige  libre  par  ses  deux  bonis. 
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1a  rëàlîtë  des  racmes  de  Téquatioa  transcendante  qui  sert  à  . 
délerrainer  les  coefficiens  du  temps  sous  les  sinus  et  cosinus 
contenus  dans  l'intégrale  en  série ,  n®  Sn^ 

Condition  pour  que  la  vei^e  exécute  des  vibrations  isochrones; 
les  difFcrens  tons  que  la  verge  libre  peut  faire  entendre,  dé- 
pendent des  racines  de  Téquation  précédente  ;  toutes  choses 
d'ailleurs  égales ,  ils  varient  avec  la  figure  de  la  section  trans* 
versale ,  et  leur  élévation  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  longueur  ;  détermination  des  nœuds  de  vibration  qui  leur 
correspondent  y  n^  5a5  et  626 

Vibrations  isochrones  d'une  verge  encastrée  par  une  extrémité, 
et  libre  à  l'autre  bout ,  n*^  627 

Calcul  du  nombre  de  vibrations  correspondant  au  ton  fonda- 
mental et  aux  tons  plus  élevés ,  dam  le  cas  de  cette  dernière 
verge  élastique ,  et  dans  le  cas  de  la  verge  libre  aux  deux 
extrémités ,  n**  5^8 

Comparaison  des  nombres  de  vibrations  transversales  et  lon- 
gitudinales d'une  même  verge',  n^  529 

CHAPITRE  IX.  Équations  et  propriétés  générales  du 
mouvement  cPun  système  de  corps ^  page  SgS 

^  I".  Equations  généreUes  du  mouvement,         .  ibid. 

Combinaison  du  principe  de  B'Alembert  et  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles ,  n°  53o 

Elle  conduit  à  tme  formule  générale,  d'où  Ton  déduira ,  par 
un  procédé  uniforme,  toutes  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  système  de  points  matériels,  dont  la  liai-r 
son  mutuelle  est  exprimée  par  des  équations  données  ;  ce 
procédé  fera  aussi  connaître  les  tensions  des  liens  physi- 
ques ,  et  les  pressions  sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes 
données,  qui  auront  lien  pendant  le  mouvement,      n<*  53i 

On  indique  l'usage  de  la  méthode  fondée  sur  la  variation  des 
constantes  arbitraires  pour  la  résolution  des  équations  pré* 
cédentes ,  n^  53a 

b.. 
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GasoùrunedesëquationSy  qui  expriment  la  liaison  des  point» 
du  syfitème,  est  une  suite  d'une  ou  de  plusieurs  autres  de  ces 
équations;  exemple  d'un  problème  indélerminë,  quand -on 
jbit  abstraction  de  l'extensibilité'  des  liens  physiques ,  et 
détermine',  quand  on  y  a  égard ,  quelque  petite  qu'elle 
soit ,  -  M«*  533  et  S34 

Formule  analogue  à  celle  du  n*^  53 1,  et  relative  aux  change- 
mens  brusques  de  vitesse  ,  n**  535 

Considération  essentielle  à  laquelle  il  faudra  avoir  égard  dans 
les  usages  qu'on  fera  de  cette  formule  ;  comment  ou  tiendra 
compte,  dans  cette  formule,  de  l'effet  du  frottement  pen-^ 
dant  la  durée  des  changemens  brusques  ;  ce  serait  une  er- 
reur d'y  introduire  les.  effets  des^brce^  moléculaires,  qui  y 
sont  déjà  compris  in^icitement ,  n*"  536  et  537 

Équations  différentielles  du  mouvement  de  translation  d'un 
système  entièrement  libre,  qui  sont  celles  de  son  centre  de 
gravité ,  n*»  538 

Équations  différentielles  du  .^nouvement  de  rotation  du  même 

'  système  ;  elles  conservent  la  même   forme  ,  soit  que  le 

centre  du  mouvement  soit  un  point  fixe ,  ou  qu'il  soit  le 

centre  de  gravité  du  système,  n°*  539  ^'  ^4^ 

Les  sommes  des  quantités  de  mouvement  de  tous  lès  point» 
d'un  systènUe  libre,  suivant  trois  axes  rectangulaires,  et 
leurs  momens  par  rapport  à  ces  axes ,  ne  varient  pas  dans 
les  changemens  brusques  de  vitesse  ;  équations  du  mouve-^ 
ment  initial  de  translation  et  de  rotation  du  système;  com- 
ment on  peut  les  déduire  des  équations  de  ces  mouvemens  k 
un  instant  quelconque  ,  i^**  ^4'  ^^  ^4^ 

On  retrouve ,  d'une  autre  uianière ,  les  formutes  du  n^  4^^'  ^^' 
latives  aux  vitesses  de  rotation  ;  la  similitude  de  la  compo- 
sition de  ces  vitesses  et  de  la  compositioB  des  vitesses  de 
translation ,  peuft  conduire  à  l'analogie  entre  la  composition 
des  momens  et  celle  des  forces ,  n*  543 

%  II.  Lois  générales  des  petites  oscillations,  page  4^4 

Développeniens  en  séries  des  coordonnées  des  points  du  sys- 
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tèrae ,  et  des  expressions  des  forces  qui  leur  sont  appli- 
que^, n®  544 

Formation  des  équations  différentielles  linéaires  et  du  second 
ordre  y  d'où  dépendent  les  valeurs  approchées  des  inconnues 
du  problème  y  auxquelles  valeurs  on  s'arrête  toujours  dans 
les  questions  de  ce  genre  ;  le  nombre  de  ces  équations,  é|>al 
à  celui  des  inconnues  indépendantes  entre  elles ,  peut  s'éle- 
ver depuis  un  jusqu'à  trois  fois  le  nombre  des  mobiles  ; 
quand  les  mobiles  sont  des  points  matériels  en  nombre  in- 
fini ,  les  équations  différentielles  se  changent  en  équations 
aux  différences  partielles ,  n°  545 

Intégration  générale  de  ces  équations  différentielles  ;  consc- 
quances  qui  s'en  déduisent;  principe  de  la  coexistence  des 
petites  oscillations^  »«•  546  et  547 

Cas  où  les  oscillations  ont  lieu  dans  un  milieu  résistant, 

n*»  548 

Exemples  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  ;  applica- 
tion du  principe  précédent  au  zûouircment  d'un  point  pe- 
sant sur  un  ellipsoïde ,  n**  549 

Antre  théorème  général,  distinct  du  précédent,  et  qu'on  peut 
9tpfe\eT  principe  de  la  superposition  des  petits  mouvemcns; 
applications  nombreuses  de  ce  principe,  n®"  55o  et  55 1 

5  111.  Principes  de  la*conservation  du  moui^ement  du  centre 
de  gravité  et  de  la  conservation  des  aires,  page  44? 

Loi  générale  de  V égalité  de  V action  à  la  réaction ,  11"  552 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vite  y  fondé  sur  cette  loi  de  la  nature  ;  conscqu.cn ces  diverses 
de  ce  principe ,  n^  553 

Ban^  le  mouvement  d'un  système  de  points  qui  ne  sont  soumis 
qu  a  leurs  actions  mutuelles ,  les  momens  de  leurs  quanti- 
tés de  mouvement  sont  constans,  par  rapport  à  trois  axes 
qui  se  coupent ,  soit  en  un  point  fixe ,  soit  au  centre  de  gra  - 
vite  du  système,  soit  en  un  point  animé  d'un  mouvement 
rcctfligne  et  uniforme  ;  le  même  tlicorènie  a  encore  lieu ,  par 
rapport  à  un  point  fixe ,  quand  les  mobiles  sont ,  en  outre ^ 
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sollicités  par  des  forces  dirigées  vers  ceiioint,  n^'  554 «  ^^^ 

et  556 
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vement y  et  de  la  direction  de  son  axe ,  .    n°  SSy 
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plosîons  volcaniques ,  du  souffle  des  vents  ^  etc.  ;  consé^ 
quence  qui  en  résulte  relativement  à  la  durée  du  jour, 

n«558 

Autre  énoncé  des  théorèmes  précédens  ;  principe  delà  corner» 
vation  des  aires,.  n*  559 

Théorème  An  plan  invariable,  dans  toute  sa  généralité,  n*  56o 

Usage  de  ce  plan  et  d'une  droite  ins^ariable  dont  il  est  ac- 
compagné dans  le  système  solaire ,  n**  56i 

Formules  pour  déterminer  ce  plan  à  un  instant  quelconque , 
en  ayant  égard  au  mouvement  de  translation  et  au  mouve- 
ment de  rotation  des  corps  célestes  ;  les  termes  qui  provien- 
nent du  mouvement  de  rotation  dépendent  de  la  constitu* 
lion  intérieure  de  ces  corps,  et  Uemeureront  toujours 
inconnus;  on  fait  voir  qu'en  négligeant  la  partie  variable 
de  ces  termes ,  il  n'en  résultera  aucune  erreur  que  les  ob- 
servations puissent  jamais  rendre  sensible ,  n®  562 

Formules  du  plan  invariable,  rapportées  au  centre  du  so- 
leil, n»563 

%  IV.'  Principes  des  forces  vives  et  de  la  moindre  action^ 

page  475 

Équation  et  énoncé  du  principe  des  forces  vives ,  n*  564 

Conséquences  immédiates  de  c^  principe  ,  n^  565 

Calcul  des  forces  vives  dues  aux  forces  qui  émanent  de  cen- 
tres fixes,  aux  attractions  et  répulsions  mutuelles  des  corps 
du  système ,  et  à  leurs  poids ,  n®  566 

Variation  des  forces  vives  dues  aux  pressions  contre  des  sur- 
faces mobiles,  et  aux  frottemens  ;  à  l'égard  de  ces  forces ,  le 

théorème  du  n®  564  ^^^  P^^^  '^^^  »  ^^  '^^^  ^^^^  4^^  ^^  frot- 
temens et  les  résistances  des  milieux  produisent  toujours  des 
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diminnUoTM  de  force  TÎve  y  qui  finissent  par  anéantir  le 
mouYeinent  du  système,  quand <es  pertes  ne  sont  pas  répa- 
rées par  d'autres  forces ,  n^'  567  et  56ft 
Comment  la  force  Tire  absolue  d'un  système  se  déduit  de  la 
force  vive  due  aux  vitesses  de  ses  différentes  parties  dans  leur 
mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité;  application 
de  l'équation  générale  du  principe  des  forces^vives  au  système 
solaire  ;  usage  de  cette. équation  pour  reconnaître  si^  l'action 
des  comètes  a  une  influence  sensible  sur  les  mouvemens  des 
autres  corps  célestes ,  ,     n**  56g 
La  proposition  relative  à  la  stabilité  de  l'équilibre  qu'on  a 
supposée  dans  le  n*  347,  est  maintenant  démontrée,  à  l'aide 
du  principe  des  forces  vives ,  n*  670 
Équation  relative  aux  cfaangemens  brusques  de  vitesse,  et 
analogue  à  l'équation  du  principe  des  forces  vives  ;  vérifica- 
tion de  cette  équation  dans  le  mouvement  initial  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe  ,  n®  $7 1 
Au  moyen  de  cette  équation ,  on  démontre  qu'il  y  a  toujours 
perte  de  force  vive  dans  le  choc  des  corps  dénués  d'élasti-^ 
cité,  augmentation  dans  les  explosions  qui  séparent  les  pai*- 
ties  des  corps,  et  invariabilité  dans  le  choc  des  corps  par- 
Êdtement  élastiques,  n"*  S^a 
Énoncé  général  du  principe  de  la  moindre  action  ;  ce  prin- 
cipe, en  cela  différent  des  précédens,  ne  fait  connaître  au- 
cune intégrale  des  équations  différentielles  du  mouvement  ; 
résumé  des  intégrales  qui  sont  fournies  par  les  principes  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  de  la 
conservation  des  aires  et  des  forces  vives ,                   n**  $73 
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leurs  actions  mutuelles;  pai'nii  ces  forces,  on  #e  doit  pas  te- 
nir compte  de  celles  qu'on  appelle  proprement/brce^  mole-' 
cif/a/re5,etqui  produisent  la  pression  à  laquelle  on  a  déjà  en 
égard  dans  les  équations  générales  de  l'Hydrostatique  ;  ces 
équations  sont  nécessaires  et  siiffisantes  pour  l'équilibre  des 
fluides ,  n»  588 

Figure  constante  d'un  fluide  qui  tourne  autoRir  d'un  axe  fixe , 
ou  équilibre  des  forces  qui  le  sollicitent  et  des  forces  cen- 
trifuges provenant  de  la  rotation ,  n°  689 

Figure  d'un  liquide  pesant ,  contenu  dans  un  yase  qui  tourne 
autour  d'un  axe  vertical ,  n^  690 

La  figure  elliptique  de  révolution  satisfait  à  l'équilibre  d'utt 
liquide  homogène  ^  tournant  autour  d'un  axe  fixe  et  soumis 
à  l'attraction  mutuelle  de  ses  points  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  ,  pourvu  que  la  vitesse. de  rotation  ne. 
dépasse  pas  une  certaine  limite;  en  deçà  de  cette  li- 
mite il  y.  a  toujours  .deux  aplatissemens  de  l'ellipsoïde , 
qui  répondent  à  une  vitesse  donnée  ;  au -^ delà,  la  figure 
elliptique  est  impossible  ;  mais  ce  n'est  que  quand  on  sup- 
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pression  constante  par  le  thermomètre  à  air  ;  coefficient  de 
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Remarques  relatives  à  la  densité  et  à  la  force  élastique  ou 
tension  des  vapeurs'  ;  formule  qui  donne  la  densité  de  l'air 
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rature d'un  gaz  ,  correspondant  à  une  petite  condensation 
sans  perte  de  chaleur  ;  calcul  numérique  de  cet  accroisse- 
ment de  température  ,  qui  peut  aussi  se  déduire  de  la 
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nées .  considérées  comme  des  fonctions  du  temps ,  n^  646 

Équations  différentielles  du  mouvement  de^  fluides  qui*  se 
déduisent  de  celles  de  leur  équilibre,  par  le  principe  de 
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D'Aleinbert  ;  équation  relative  à  la  surface  libre  d'un  fluide 
«n  mouvement ,  n®  647 

<Jaatrième  équation  du  mouvement  des  fluide^  ;  sa  décompo- 
sition en  deux  autres ,  dans  le  cas  des  liquides  ;  valeur  de 
la  pression  en  fonction  de  la  température  et  de  la  den-* 
site  ,  dans  le  cas  des  fluides  élastiques ,         n*^  648  et  649 

Oéns  un  liquide  en  mouvement  dont  la  température  varie 
d'un  point  à  un  autre  et  avec  le  temps ,  la  distribution 
de  la  chaleur  dépend  de  la  ijtiéme  équation  que  dans  un 
corps  solide  bétérogène  ;  dans  un  fluide  élastique ,  cette 
équation  doit  être  remplacée  par  une  autre ,  dont  on  in- 
dique la  formation  ,  >  n**  65o 

Oo  explique  pourquoi  la  quatrième  équation  du  mouvement 
4les  fluides  s'appelle  équation  de  la  coniinuitéj  exemples 
de  mouv«mens  dans  lesquels  elle  n'a  pas  lieu  ,  n^  65i 

Conditions  relatives  à  la  superficie  des  fluides,  que  l'on  a 
coutume  d'ajouter  aux  équations  de  leur  mouvement,  dans 
les  di£férens  problèmes  d'hydrodynamique,  6S% 

Réduction  des  équations  du  mouvement  des  fluides  à  un 
moindre  nombre  et  à  un'e  forme  plus  simple ,  dans  un 
cas  très  étendu  ,  n®  653 

On  démontre,  en  général]^  que  si  la  condition  nécessaire  pour 
que  cette  réduction  ait  lieu  ,  se  vérifie  à  l'origine  du  mou- 
vement, elle  sera  satisfiaite  pendant  toute  sa  dui-ée  ,  n**  654 

Mouvement  d'un  liquide  qui  tourne ,  sans  changer  de  figure , 
autour  d'un  axe  fixe  ;  on  retrouve ,  d'après  les  équations 
générales  de  l'hydrodynamique ,  l'équation  de  la  surlace 
qu'on  avait  déduite  précédemment  (n**  689)  de  l'équi- 
libre des  forces  centrifuges ,  jointes  aux  forces  motrices  des 
points  du  fluide  ,  n®  655 

CHAPITRE  W.  De  la  propagation  du  son^  page  693 

Indication  des  ouvrages  où  l'on  trouvera  les  principaux  résuK 
tats  qui  ont  été  déduits,  jusqu'à  présent^  des ,  équations 
générales  du  mouvement  des  fluides  ,  n®  656 

Équation  générale  aux  difliérences  partielles,  d'où  dépend  !a 
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théorie  du  son ,  dans  la  supposition  du  n**  653 ,  qni  con* 
vient  aux  deux  cas  particuliers  qu'on  va  considérer ,  n®657 

Cas  où  Tair  est  contenu  dans  un  tuyau  cylindrique;  le 
mouvement  est  le  même  que  suivant  la  longueur  d'nne 
verge  élastique  ;  comment  les  différens  tons  d'un  instru- 
ment à  vent  peuvent  servir  à  déterminer  le  rapport  des 
chaleurs  spécifiques  à  volume  constant  et  sous  une  pre^ion 
constante ,  pour  les  différens  gaz  que  l'on  fait  vibrer  dans 
cet  instrument ,  n^  658 

Propagation  du  son  à  l'air  libre ,  dans  le  cas  où  le  mouve- 
ment est  semblable  en  tous  sens  autour  du  centre  de  l'é- 
branlement 7  intégration  y  sous  forme  finie ,  de  l'éqnation 
relative  à  ce  mouvement  ;  détermination  des  deux  fonc- 
tions arbitraires  qu'elle  renferme ,  n^  65g  et  66o 

La  vitesse  de  cette  propagation  est  la  même  que  dans  un 
tuyau  cylindrique;  intensité  du  son  à  une  grande  distance 
'du  lieu  de  l'ébranlement  ;  elle  dépend,  toutes  choses  d!ail- 
km's  égciles ,  de  la  densité  de  l'air  en  cet  endroit;  à  quoi 
Ton  doit  attribuer,  suivant  Euler,  la  différence  d'une 
syllabe  à  une  autre ,  chantées  avec  la  même  force  et  sur  le 
même  ton  ,  n*  66i 

Coexistence  des  sons  dans  un  air  ébranlé  simultanément  en 
plusieurs  endroits,  n*  662 

Réflexion  du  son  sur  un  plan  fixe  ,  qui  s'étend  indéfiniment 
en  tous  sens ,  no  653 

Calcul  numérique  de  la  vitesse  du  son  dans  l'air;  comparaison 
du  résultat  de  ce  calcul  à  celui  de  l'observation ,        n*  664 

Différence  entre  les  formules  de  la  vitesse  du  son ,  données 
par  Newton  et  par  Laplace  ;  cause  de  la  propagation  du 
son  dans  les  vapeurs  an  maximum  de  densité ,         n^  665 

Vitesse  de  la  propagation  du  son  dans  l'eau ,  n^  666 

CHAPITRE  III.  Du  mouwment  des  Jkddes  dans  laie 
hypothèse  particulière,  page  721 

On  explique  en  quoi  consiste  cette  hypothèse,  qui  ne  peut 
conduire  qu'à  une  solution  approximative  ;  elle  est  connue 
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sous  la  déaomioation  A'hjrpothhse  du  parallélisme  des 
tranches^  elle  réduit  le  problème  à  la  détermination  de 
deux  inconnues ,  savoir ,  la  pression  et  la  vitesse  de  chaque 
tranche ,  n**  667 

Formules  qui  feront  connaître  ces  deux  inconnues ,  en  un 
point  quelconque  du  vase  d'où  le  liquide  s'écoule  par  un 
orifice  horizontal  j  lorsque  Ton  connaîtra  la  vitesse  qui  a 
lieu  à  cet  orifice  ^  n***  668  et  669 

Équations  différentielles  d'où  dépend  cette  vitesse  et  la  hau- 
teur du  niveau  du  liquide  au-dessus  de  Torifice,         n^  670 

Solution  complète  du  problème ,  et  calcul  de  la  dépense  du 
fluide,  dans  le  cas  où  le  niveau  du  liquide  est  entretenu  à 
une  hauteur  constante  y  n^  67 1 

Cas  où  le  niveau  est  variable  ;  application  au  mouvement  de 
Teau  qui  sort  d'un  cylindre ^  par  un  orifice  horizontal, 

n«'  672  et  673 

Examen  particulier  du  cas  où  l'oriQce  est  très  petit  ;  théo-r 

rème  relatif  à  la  vitesse  du  fluide  à  cet  orifice ,  horizontal 

.  ou  incliné ,  n**'  674  et  676 

La  dépense  observée  s'écarte  beaucoup  de  celle  qui  résulterait 
de  ce  théorème ,  dans  le  cas  de  l'orifice  en  mince  paroi; 
explication  qu'on  donne  de  cette  différence  ;  contraction 
de  la  veine  fluide;  augmentation  de  la  dépense  produite 
par  un  ajutage,  n**676 

Mouvement  d'un  fluide  élastique  qui  sort  d'un  vase  par  un 
orifice  j  dans  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  ; 
vitesse  de  l'écoulement;  cas  où   l'orifice  est  très  petit, 

n?*  677  et  778 

ADDITION 

Relative  à  V usage  du  principe  des  forces  vives  dans  le  calcul 

des  machines  en  mouvement. 

Objet  de  cette  addition,  n^  679 

Définition  des  forces  mouvantes  et  des   forces  résistantes; 

équation  différentielle  suffisante  pour  déterminer  le  mouve^ 

C 
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ment  d'une  machine  ;  transformation  de  cette  équMion , 
dans  laquelle  ces  deux  sortes  de  forces  sont  distinguées 
Tune  de  l'autre ,  n~  680  et  68 1 

Équation  du  principe  des  forces  vives ,  sous  la  forme  où  on 
l'emploie  dans  le  calcul  des  machines  en  mouvement  ;  défi- 
nition de  la  quantité  de  tras^ail  élémentaire ,  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant,  n^682 

Quantité  de  travail  due  à  la  chute  ou  à  l'élévation  d'un  poids  ; 
unité  djrnamiquej  mesures  d'une  quantité  de  travail  et 
d'une  force  viv6   quelconques ,  eu  unités    dynamiques, 

ii»68S 

jÈquations  qui  ont  lieu  quand  une  machine  part  du  repos 
et  quand  elle  est  parvenue  à  un  état  permanent;  consîdé^ 
ration  du  frottement  et  des  autres  r^istances  ;  effet  gér 
néral  d'une  nuichine^  .  n®  684 

Définition  et  usage  du  volant  dans. les  machines^        n^685 

Effets  nuisibles  des  chocs  et  des  changemens  brusques  de 
vitesse  dans  les  machines ,  n*  686 

La  diminution  graduelle  de  la  force  vive ,  due  aux  frattemens 
et  aux  résistances  des  milieux ,  peut  aussi  être  produite 
par  la  communication  d'une  partie  du  mouvement  aux 
supports  de  la  machine  *  exemple  de  cet  effet  ;  ces  diverses 
causes  détruisent  totalement  la  force  vive ,  et  finissent  par 
réduire  les  machines  au  repos ,  quand  les  forces  m<mvilntesf 
ont  cessé  d'agir  ,  nf  667 

Kotion  relative  à  la  quantité  de  travail  d'un  homme  ou  d'un 
animal  marchant  et  portant  ou  traînant  un  fardeau^  sur 
une  route  horizontale  ou  inclinée,  n^688 

Distinction  des  vitesses  communes  et  des  vitesses  relatives 
des  différens  points  d'une  machine  en  mouvement ,    n*'  689 

Transformation  de  la  fok*mule  générale  du  tl^  53  i  ,  dans 
laquelle  on  distingue  entre  elles  les  différentes  sortes  de 
forces  qui  agissent  sur  les  points  d'un  système  quel- 
conque ,  n®  690 

Application  de  cette  formule  transformée  aux  caè  où  Ton 
prend  successivement  pour  les  déptaceniens  de  ces  points  , 
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ceux  qui  vésnlteul  de  leurs  titeasea  absolues,  et  ceux  qui 
résultent  de  leurs  vitesses  relatives  y  n®'  691  et  6ga 

Équation  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  relatives  des  poiQjts 
d'une  machine;  équation  résultante  de  la  combinaison  de 
celle  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  absolues  y  et  de  celle 
des  forces  vives  dues  aux  vitesse»  relatives  ;  autre  équation 
qui  se  dédoit  de  la  précédente  dans  un  cas  particulier,  et 
qu'on  peut  regarder   comme  évidente  en   elle-même  , 

n«*  693  et  694 

Application  de  cette  dernière  équation  au  choc  d'un  corps  so- 
lide contre  un  plan ,  et  à  la  pression  d'un  corps  pesant  contre 
un  plan  animé  d'une  vitesse  donnée,  n**  695 

Uaage  de  cette  même  équation ,  pour  déterminer  la  pression 
d'une  veine  fluide  en  mouvement  contre  uja  plan  îiioliné 
on  perpendiculaire  à  sa  direction.,  en  mouvement  Ou  en 
repos ,  n^  696 
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Page  ziTi,  lignes  7  ec  8,  chemins  de  fer,  lisez  poou  suspendus 
i3,  ligne    4»  les  perpendiculaires, /cies  la, perpendicnlaîrv 
17,  8y  x=o, /îsesx^a 

]57y  i>^  en  remontant,  he,,  Usez  ^Sc 

'  i8oy  lOy  Taxe  Ox,  lUet  Taxe  Dx 

i86y  a  en  remontant,  u,  lisez  r  (dans  les  trois  ëqnations) 

348,  6  en  remontant ,  C=  ;  «  9  lisez  C  ^  ^  «* 

4iOy  9  en  descendant,  et  i'*  en  remontant ,  cosC  doit  être  au  no- 

m^ratenr,  au  lien  d'être  an  dénominateur. 
4*7f  5y  ■!  f>at  excepter  la  planète  Meccnre ,  dont  rcxoentcicité 

surpasse  un  cinquième. 
4>99  l'^f  ^*»>^^79  'ûes  5o',a34a7 

4^4,  cos  /,  Ustsz  sin  / 

436,  4»  n%^%yliseznl^%^-^m 

5io,  ir«  en  remontant,  o*  sujt  ^m'h*  a6i 
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PRINCIPE  GENERAL   DE  LA.  BTNAjaQUE. 

35o.  Lorsque  des  points  matériels^  soumis  à  des 
forces  données,  sont  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  ils  prennent,  à  chaque  instant,  des  vi- 
tesses itifîniment  petites,  différentes  de  celles  que  ces 
forces  leur  imprimeraient  s'ils  étaient  libres.  Ces 
forces  étant  connues,  ces  dernières  vitesses  le  sont 
aussi;  et  le  problème  général  de  la  Dynamique 
consiste  à  en  déduire,  eu  grandeur  et  en  direction, 

2.  I 
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les  accroissemens  de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu. 
Sa  solution  dépend  d'un  principe  très  simple  que  Ton 
doit  À  D'ÂIembert  ^  et  d'après  lequel  on  ramène  toutes 
les^  questions  relatives  au  mouvement^  a  de  simj^es 
questions  d'équilibre ,  toujours  résolubles  par  les  rè- 
gles exposées  dans  le  livre  précédent. 

Pour  éi^oncer  ce  principe  d'une  manière  précise , 
soient  m  la  masse  d'ua  des  points  matériels  que.  l'on 
considère ,  et  ut  la  vitesse  que  la  force  qui  le  soUi* 
cite  lui  imprimerait,  s'il  était  libre,  dans  un  temps  r 
infiniment  petit.  Appelons  ^r  l'accroissement  de  vi- 
tesse qui  aura  également  lieu  pendant  ce  même  ins- 
tant ,  et  dont  la  direction  différera ,  en  général  y  de 
celle  de  la  vitesse  donnée  utk  Par  la  règle  du  parai* 
lélogramme  des  forces^  qui  s'applique  également  aux 
vitesses  (n*  i45),  décomposons  ut  en  deux  autres  vi- 
tesses ,  dont  l'une  soit  qr ,  et  l'autre  sera  représentée 
par  pT.  La  force  motrice  appliquée  au  mobile  aura 
le  produit  mu  pour  mesure  ;  celles  qui  seraient  capa- 
bles des  vitesses  /jt  et  pT^  auront  pour  valeurs  mq 
et  mpi  et  nous  pourrons  regarder  la  force  donnée 
mu  comme  la  résultante  de  la  force  mq^  à  laquelle  est 
du  l'accroissement  de  vitesse  qui  a  réellement  lieu  , 
et  de  la  force  mp,  dont  l'efiRst  est  détruit  par  la  liaison 
des  points  du  système.  Nous  appellerons  cette  der- 
nière la  force  perdue. 

Désignons  par  les  mêmes  lettres  avec  des  accens , 
savoir^  m',  u',  q',  p' ;  m",  u",  q",  p",  etc.,  les  quan- 
tité analogues  à  m,  u,  q,  p,  qui  répondent  aux  au- 
tres points  du  système.  Quels  que  soient  leur  nombre 
et  leur  liaison  mutuelle^  il  est  évident  que  les  forces 
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perdues  mp ,  m'/?',  m'y,  etc. ,  devront  se  faire  équi- 
-libre  ;  car  si  cet  équilibre  nWait  pas  lieu  ^  ces  forces 
produiraient  de  certaines  vitesses  infiniment  petites 
pendant  l'instant  r  ^  et ,  par  conséquent ,  qr ,  ^ V^ 
^V't  eic.f  ne  seraient  plus^  contre  l'hypothèse,  les 
accroissemens  de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  D'Âlem* 
bert.  Au  lien  des  forces  mp  ^  m!p'y  ml'p*\  etc.,  on  peut 
mettre  I  dans  les  équations  d'équilibre  du  système 
que  l'on  considère ,  les  quantités  de  mouvement  mjrr, 
m'p'r,  Tn!'p"ry  qui  leur  sont  proportionnelles,  et 
alors  on  dit  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  quantités  de 
mouvement  infiniment  petites,  perdues  dans  chaque 
instant  par  tous  les  points  du  système,  en  ver  tu  de 
lenr  liaison  mutuelle. 

35 1.  On  peut  changer  cet  énoncé  général  en  un 
autre  qui  sera  souvent  plus  commode. 

Observons,  pour  cela,  que  mu  étant  la  résultante 
de  mq  et  mp^  chacune  de  ces  composantes,  la  se* 
coude  par  exemple ,  est  aussi  la  résultante  de  nui  et 
de  Tautre  composante  mq ,  prise  en  sens  contraire  de 
sa  direction;  en  remplaçant  ainsi  chacune  des  forces 
perdues  mp ,  m'p',  m*'p^*,  etc.,  par  les  deux  forces  dont 
elle  est  la  résultante ,  nous  voyons  que  le  principe  de 
D'Âlembert  revient  à  dire  qu'il  y  a  constamment  équi- 
libré entfîe  les  forces  données ,  qui  agissent  sur  tous 
les  points  d'un  système  de  points  matériels  en  mou* 
vement,  et  les  forces  auxquelles  sont  dus  les  accrois* 
«emens  infiniment  petits  de  vitesse  qui  ont  Heu  à 
chaque  instant,  ces  dernières  forces  étant  prises  en 
sens  contraire  de  leurs  directions.  On  remplacera ,  si 
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l'on  reut ,  les  premières  forces  par  les  quantité  de 

mouyement  mur ,  m'u'r,  m^i^'r,  etc.,  et  les  dernières 

par  mqr ,  m'q'r,  m!'q''r,  etc. ,  en  donnant  à  chacune 

des  vitesses  q ,  q',  q",  etc. ,  une  direction  contraire  à 

la  sienne ,  et  laissant  a  Uf  u',  li'^  etc. ,  leurs  propres 

directions. 

Ce  second  énoncé  a  Tayantage  de  conduire  immé- 
diatement à  des  équations  entre  les  inconnues  q ,  q', 
<l\  etc.  y  et  les  données  du  problème ,  qui  sont  les  vi- 
tesses u  ^  Uf  d*j  etc.  Ces  équations  résulteront ,  soit 
des  conditions  d'équilibre,  soit  des  liaisons  qui  au- 
ront lieu  y  dans  chaque  cas ,  entre  les  points  du  sys- 
tème; elles  seront  toujours  en  mêmç  nombre  que  les 
coordonnées  de  tous  ces  points  (n*  34a),  et,  consé- 
quemment ,  en  même  nombre  que  les  composantes 
des  vitesses  q ,  9',  (('y  etc. ,  parallèles  aux  axes  de  ces 
coordonnées  ;  en  sorte  qu'elles  feront  connaître ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  les  accroissemens  de  vitesse 
de  tous  les  mobiles  à  chaque  instant;  ce  qui  est, 
comme  nous  l'avons  dit,  la  solution  générale  du  pro- 
blème de  la  Dynamique.  Remonter  ensuite  de  ces  ac- 
croissemens infiniment  petits  aux  vitesses  et  aux 
coordonnées  du  mobile  en  fonctions  du  temps,  est 
une  question  de  calcul  intégral. 

553.  Loi'sque  les  forces  my,  m^,  m'y,  etc.,  au- 
ront été  déterminées ,  si  on  les  prend  en  sens  con- 
traire de  leurs  directions ,  et  qu'on  les  compose  avec 
les  forces  données  mu ,  mV,  m V,  etc. ,  on  aura  les 
forces  perdues  mp ,  nlp\  ml^p'\  etc.  C'est  à  ces  der- 
nières forces  que  sont  dues  les  tensions  des  fils ,  des 
verges  élaslîques  et  de  tous  les  liens  physiques  qui 
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peuvent  exister  entre  les  différens  points  du  système^ 
ainsi  que  les  pressions  exercées  sur  les  surfaces  et  les 
courbes  données  qu'ils  peuvent  être  obligés  de  par- 
courir; et^  d'après  le  premier  énoncé  du  principe  de 
D'Alembert^  ces  pressions  ou  tensions  se  détermine* 
Tont,  dans  l'état  de  mouvement  de  sjstème  ^  par  les 
règles  de  la  Statique  appliquées  aux  forces  per-* 
dues  (no  545). 

'  Pendant  le  mouvement^  une  partie  de  la  force 
donnée,  qui  agit  sur  chaque  mobile,  est  donc  em- 
ployée à  faire  varier  sa  vitesse,  et  n'a  aucune  in- 
fluence sur  les  pressions  ou  tensions  dont  il  s'agit;  et 
l'autre  partie,  qu'on  regarde  comme  détruite  ou  per- 
due, produit  ces  tensions  ou  pressions,  et  n^'influe 
nullement  sur  la  vites&.  Lorsque  le  système  est  par- 
venu a  un  état  permanent  dans  lequel  tous  lés  points 
qui  le  composent  se  meuvent  uniformément,  la  pre- 
mière partie  de  chaque  force  est  nulle ,  et  la  force  en- 
tière est  détruite ,  c'est-à-dire ,  employée  à  produire 
les  pressions  contre  les  obstacles  fixes ,  et  les-  ten- 
sions des  liens  physiques  ,  comme  si  ce  système 
était  en  équilibre. 

>  Supposons,  d'après  cela,  qu'une  corde  soit  en 
mouvement  suivant  sa  longueur ,  et  que  des  forces 
données  agissent  à  ses  deux  bouts  suivant  ses  prolon- 
gemens.  Si.  ce  mouvement  demeui^  uniforme ,  les 
deux  forces  seront  égales,  et  leur  valeur  commune 
exprimera  la  tension  de  la  corde  ;  si,  au  contraire , 
les  deux  forces  sont  inégales,  l'excès  de  la  plus  grande 
sur  la  plus  petite  sera  employé  *à  accélérer  ou  à  re- 
tarder le  mouvement  de  la  corde ,  et  sa  tension  aui^ 


6  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE., 

pour  mesure  la  partie  de  la  plus  grande  force  de-» 
truite  par  la  plus  petite,  ou  ^ale  et  coutraire  à  celle* 
ci.  Par  exemple ,  lorsqu'un  cheval  traîne  un  fardeau 
sur  une  roiite,  et  que  le  mouvement  du  système  d^ 
meure  uniforme >  l'effort  du  cheval,  parallèlement  à 
la  route,  est  égal  au  poids  du  fsirdeau  décomposé 
suivant  cette  direction ,  plus  le  frottement  du  fardeau 
contre  la  route;  il  est  constant  quand  l'état  de  la 
route  et  son  inclinaison  ne  varient  pas;  si  on  le  sup- 
pose transmis  au  fardeau  par  le  moyen  de  plusieurs 
cordons  parallèles  entre  eux  et  à  la  route ,  TefEort  to-^ 
tal  sera  égal  à  la  somme  des  tensions  de  tous  cea 
cordons;  et,  dans  la  pratique,  on  mesure  l'effort 
exercé  suivant  chaque  cordon  par  l'extension  d'un 
ressort  interposé  suivant  sa  Ibngueur.  L'inclinaison 
et  l'état  de  la  route  ne  changeant  pas,  si  les  efforts  de 
l'animal  augmentent  ou  diminuent,  le  mouvement 
du  système  s'accélère  ou  se  ralentit,  sans  que  les 
tensions  éprouvent  aucune   variation.   Lorsque  la 
route  est  horizontale,  le  frottement  insensible,  et 
le  mouvement  uniforme ,  le  cheval  n'a  d'antre  force 
à  développer  que  celle  qui  est  nécessaire  pour  sa 
propre  marche;  il  n'exerce  aucun  effort  suivant  les 
cordons  attachés  au  fardeau,  et  leurs  tensions  sont 
constamment  nulles. 

355.  Le  principe  de  D'Alemhert  a  aussi  lieu  rela<- 
tivement  aux  quantités  de  mouvement  finies,  per- 
dues par  des  corps  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  et  sur  lesquels  on  exerce  des  percus- 
sions simultanées ,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des 
forces  motrices  agissant  sur  les  mobiles  avec  de  très 
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gcfiades  intensités  et  peodant  de  très  courts  intervalles 
de  temps  (n**  1  a6). 

Ainsi ,  supposons  qu'une  force  de  cette  nature  agisse 
sur  le  point  dont  la  masse  est  m,  pendant  un  temps 
fini  f  mais  assez  petit  pour  que  le  point  m  et  tous  les 
autres  points  du  système  ne. changent  pas  sensible- 
ment de  position  dans  cet  intervalle  de  temps.  Re- 
présentons-le par  é,  et  par  U  la  vitesse  de  grandeur 
finie  que  cette  force  imprimerait  au  point  m ,  s'il 
était  libre  y  et  soit  aussi  Q  la  vitesse  qu'elle  lui  im- 
prime réellement ,  de  sorte  qu'au  bout  du  temps  6  il 
se  trouve  animé  de  la  vitesse  qu'il  avait  auparavant  ^ 
de  la  vitesse  Q,  et  de  jcelle  qui  lui  est  communiquée, 
pendant  le  même  temps,  par  les  forces  motrices 
qui  peuvent  agir  sur  le  sytème,  indépendamment  des 
percussions.  Décomposons  la  vitesse  U  en  deux  autres, 
lune  égale  à  Q,  et  l'autre  que  je  représenterai  par  P. 
Faisons  des  suppositions  semblables  à  l'égard  des  au- 
tres points  m',  m",  etc. ,  du  système ,  et  désignons , 
par  rapport  à  ces  points,  par  U',  Q',  P';  U'',  Q'', 
P" ,  etc. ,  les  quantités  analogues  à  U,  Q ,  P.  L'équi- 
libre existera  dans  le  système,  soit  au  commence- 
ment, soit  k  la  fin  du  temps  e ,  entre  les  quantités  de 
mouvement  perdues  mP,  in'F,  m'T'',  etc. 

En  efl^t ,  décomposons  la  durée  e  des  percnssions 
en  un  nombre  infini  d'instans  infiniment  petits.  Soient 
rl'un  de  pes  instans,  mTsrr ,  m'na^'r^  twWt",  etc., 
les  parties  infiniment  petites  de  mP,  /nT',  w"P'',  etc., 
perdues  pendant  cet  instant,  et,  comme  précédem- 
ment, mpr,  m'p'r^,  m!'p^'T^',  etc.,  les  quantités  infini- 
ment petites  de  mouvement,  provenant  des  forces 
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motrices^  et  perdues  dans  ce  même  instant*  D'après 
renoncé  du  n*  35o  ^  il  y  aura  équilibre,  dans  le  sys-t 
tème,  entre  ces  deux  groupes  de  quantités  de  mou- 
vement ;  chacune  des  équations  relatives  à  cet  équi- 
libre sera  de  la  forme  : 

Amvr  +  klm'^'r  +  AW^"t  4-  etc. 
-h  Bmpr  -H  Vm'p'r    H-  Vni'p'W    +  etc-  =  o, 

en  désignant  par  A ,  A',  A'',  etc.,  B,  B',  B",  etc.,  des 
coefEciens  dépendans  des  positions  des  mobiles  ;  et 
cette  équation  subsistera  pendant  toute  la  durée  £  des 
percussions.  La  somme  des  valeurs  de  son  premier 
membre  qui  répondent  à  tous  les  instans  de  cette  du- 
rée ,  sera  donc  égale  à  zéro  ;  mais ,  dans  cette  som- 
mation, on  pourra  regarder  les  coefficiens  comme 
invariables,  puisque,  par  hypothèse,  les  positions  des 
points  m,  m',  m'',  etc.,  ne  changent  pas  sensiblement 
pendant  toute  la  durée  des  percussions  ;  de  plus ,  les 
sommes  des  valeurs  de  m^r ,  ml^'r^  ?»  Vt,  etc. , 
seront  les  quantités  de  mouvement  m2 ,  m'P' , 
m"P",  etc.  ;  celles  de  mpr,  nip'Xf  ni^p^^x  ^  etc;,  pour- 
ix>nt  être  négligées  par  rapport  aux  premières,  parce 
que  les  effets  des  forces  motrices,  telles  que  des  poids 
et  des  attractions  dirigés  vers  des  centres  fixes  ou  mo- 
biles, pendant  les  durées  des  percussions,  sont  géné- 
ralement insensibles  par  rapport  aux  effets  de  ces 
autres  forces  ;  par  conséquent ,  nous  aurons 

AmP  +  AWP'  +  A'WT"  +  etc.  =i  o. 

Il  en  sera  de  même  à  Tégard  de  toutes  les  équations 
d'équilibre  du  système,  qui  subsisteront  toutes  entre 
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les  quantités   de   mouvement    perdues  mP,   tw'P, 
wl'V'y  etc. }  ce  qu'il  s'agissait  de  faire  voir. 

A  cause  de  l'invariabilité  des  coefficiens  A ,  A', 
h!\  etc.,  pendant  la  durée  des  percussions,  ces  équa- 
tions se  rapportent  indifféremment  au  commence 
ment  ou  à  la  fin  du  temps  €.  Pour  plus  de  commo* 
dite,  on  a  supposé  cette  durée  la  même  pour  toutes 
les  percussions  ;  ce  qui  est  permis  évidemment , 
pourvu  que  £  soit  la  durée  la  plus  longue  des  percus- 
sions que  Ton  considère  en  même  temps. 
-  Ces  percussions  proviendront ,  en  général,  des 
chocs  des  mobiles  entre  eux  ou  contre  des  obstacles 
fixes.  U  pourra  arriver  que  pendant  le  temps  € ,  ces 
corps  glissent  un  tant  soit  peu  l'un  contre  l'autre  ou 
contre  ces  obstacles;  ils  éprouveront  alors  des  frotte*- 
mens  qui  leur  enlèveront  de  certaines  quantités  de 
mouvement  :  or,  on  ne  peut  pas  négliger  ces  quan- 
tité comnie  celles  qui  proviennent  de  la  pesanteur  et 
des  attractions;  car  le  frottement  est  une  force  pro-^ 
portionnelle  à  la  pression,  c'est-à-dire,  une  force 
qui  enlève  aux  mobiles,  dans  chaque  instant,  des 
quantités  de  mouvement  infiniment  petites,  propor- 
tionnelles à  celle  que  la  pression  pourrait  leur  impri- 
mer dans  le  même  instant  ;  d'où  il  résulte  que  les  ef- 
fets des  frottemenSy  pendant  le  temps  €,  peuvent  être 
comparables  à  ceux  des  percussions.  Ainsi ,  quand  il  y 
aura  un  glissement  des  mobiles  pendant  la  durée  des 
percussions,  il  faudra  établir  l'équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  perdues  par  les  frottemens 
et  celles  que  nous  avons  représentées  par  mP ,  m'P', 
iîiT%  etc.  On  pourra,  si  l'on  veut,  remplacer  les  vi-- 
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tesses  P,  P'y  V,  etc.,  par  leurs  composantes,  c'est-à-* 
dire,  par  des  vitesses  égales  et  contraires  à  Q,  Q'y 
Q'',  etc.,  et  par  les  vitesses  U,  U'^  13%  etc.,  prises  dan3 
leurs  propres  directions. 

Cette  extension  du  principe  général  de  la  Djna-^ 
mique  aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur  fi«* 
nie,  servira  à  déterminer  les  vitesses  des  corps  d'uu 
système ,  soit  à  Torigine  du  mouvement,  soit  pendant 
sa  durée,  quand  ils  se  rencontrent  ou  qu'ils  viennent 
y  choquer  des  obstacles  fixes,  et,  généralement,  lors«^ 
que  les  vitesses  des  mobiles  éprouvent  ce  qu'on  ap- 
pelle des  chcÊngemens  brusques. 

354*  Les  différentes  applications  du  principe  géné^ 
rai  de  la  Dynamique,  que  nous  aurons  à  faire  dans 
la  suite  de  ce  Traité ,  seront  relatives  à  des  mobiles 
entre  lesquels  il  existe  des  liens  physiques  queleon'- 
ques ,  qui  agirent ,  en  outre ,  l'uo  sur  l'autre  par 
voie  d attraction  ou  de  répulsion  à  distance,  et  qui 
éprouvent  des  percussions  à  des  instans  particuliers. 
Mais  avant  d'aller  plus  loin ,  je  crois  utile  de  don- 
ner, dans  ce  chapitre,  un  exemple  simple  de  cha-» 
cune  de  ces  trois  circonstances,  pour  servir  de  Aé* 
veloppement  aux  généralités  qu'on  vient  d'exposer. 

Considérons  d'abord ,  comme  dans  le  quatrième 
cas  du  n*  ^39,  deux  corps  pesans,  attachés  aux  ex- 
trémités d'un  fil  qu'on  regarde  comme  inextensible, 
et  posés  sur  deux  plans  inclinés,  adossés  l'un  à 
l'autre.  Soient  h  la  hauteur  commune  de  ces  deux 
plans ,  Z  la  longueur  de  l'un  d'eux ,  V  celle  de  l'au^ 
tre,  m  la  masse  du  corps  posé  sur  le  premier,  ni! 
celle  du  corps  posé  sur  le  second ,  et  g  la  gravités 
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Si  Ton  fait  abstraction  du  frottement ,  la  force  ac- 
célératrice du  premier  mobile  sera  égale  a  la  com- 
posante de   la  pesanteur  suivant  le  premier  plan, 

laquelle  est  égale  ^  y  ^  et  la  force  accélératrice  du 

second  mobile  sera  de  même  C-.  Désignons,  au  bout 

da  temps  t,  par  v  la  vitesse  commune  h  tous  les 
points  de  7n,  et  par  p'  celle  de  tous  les  points  de  m'; 
et  convenons  de  regarder  ces  vitesses  comme  posi- 
tives oa  comme  négatives ,  selon  que  les  mobiles 
descendent  ou  s'élèvent.  Pendant  l'instant  dt,  v  et  s/ 
augmenteront  de  di^  et  di/-,  mais ,  pendant  ce  même 
instant ,  les  forces  accélératrices  imprimeraient  aux 
mobiles,  s'ils  étaient  libres,  les  vitesses   positive^ 

^  di  et^dt:  en  vertu  de  la  liaison  des  deux  corps, 

les  vitesses  qu'ils  perdent  pendant  l'instant  dt  sont 

donc  ^dt  —  dv  et  ~fdt  —  dv^.  Or ,  pour  que  les 

deux  quantités  de  mouvement  correspondantes  se 
fassent  équilibre  (n°  35o) ,  il  faut  évidemment  qu'elles 
soient  égales  ;  par  conséquent ,  on  aura 


m 


Ç^dl  —  di^)=m'  (^fdt  -dv').       (.) 


De  plus ,  les  deux  vitesses  v  et  s/  sont  égales  et  de 
signe  contraire;  car,  dans  le  mouvement  dont  il 
s'agît ,  Tune  des  deux  masses  descend  et  l'autre  s'é- 
lève ,  en  parcourant  des  espaces  égaux  sur  les  plans 
inclinés.  On  a  donc 


V 


'  =  —  i^,       di/  zs.  —  rft^. 
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Je  substitue  cette  valeur  de  ds^  dans  Fëquation  (i); 

d'où  je  déduis  ensuite 

(mr  —  m'I)  h      , 
(m-^-  m)  If    ^     ' 

et ,  en  intégrant , 

(mV  ■-  m't)  h 

c  étant  la  constante  arbitraire* 

Si  Ton  multiplie  par  dt  et  qu'on  intègre  de  nou- 
veau, on  aura  l'espace  parcouru  par  m  sur  son 
plan  incliné  j  mais  cette  valeur  de  p  suffit  pour  mon- 
trer que  sou  mouyement  est  uniformément  accéléré 
ou  retardé ,  selon  qu'on  a  mP  >  m'I  ou  rnH  <  m'L 
En  vertu  de  l'équation  i*'  =  —  i^,  le  contraire  a 
lieu  à  l'égard  de  m\ 

J  appelle  T  la  tension  du  fil  auquel  les  deux  mo- 
biles sont  attachés ,  laquelle  est  due  à  la  force  per- 
due à  chaque  instant  par  chacun  de  ces  deux  corps. 
Cette  force  motrice  a  pour  valeur  l'une  des  quanti- 
tés de  mouvement  qui  forment  les  deux  membres 
de  l'équation  (i),  divisée  par  dt;  par  conséquent, 
on  a 

et ,  en  mettant  pour  dif  sa  valeur  précédente ,  il 
vient 

T  — .  (/  +  n  ntm'hg  ^ 
(m  +  m)  IT    ' 

valeur  qui  se  réduit  à  ~it  comme  cela  devait  êlre^ 
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dans  le  cas  de  ml'  =  m'iy  qui  est  celui  de  Téqui- 
libre.  Quant  à  la  pression  exercée  sur  chaque  plan 
incliné,  elle  est  due  à  la  composante  perpendicu- 
laire à  ce  plan,  du  poids  du  corps  qu'il  supporte ^ 
et  la  même  que  dans  Tétat  d'équilibre. 

355.  La  constante  c  est  la  vitesse  initiale  de  m; 
si  les  deux  corps  sont  partis  de  l'état  de  repos,  on  a 
c  =  o;  mais  si  l'un  d'eux,  ou  tous  les  deux,  ont 
éprouvé  une  percussion  à  l'origine  du  mouvement^ 
il  faudra  en  déduire  leurs  vitesses  initiales. 

Supposons  donc  qu'à  l'origine  du  mouvement  les 
mobiles  m  et  m!  ont  éprouvé  simultanément  des  per- 
çassions qui  auraient  imprimé,  suivant  les  prolon- 
gemens  du  fil  auquel  ils  sont  attachés ,  une  vitesse 
a  à  tous  les  points  de  m  ^  et  une  vitesse  af  k  tous  les 
points  de  m',  si  ces  deux  corps  eussent  été  libres* 
G>mme  leurs  vitesses  initiales  sont  c  et  —  c ,  il  s'en- 
suit qu'à  cette  origine  les  quantités  de  mouvement 
perdues  ont  été ,  en  grandeur  et  en  direction , 
^m{a —  c)  et  m'(a'H-c);  pour  qu'elles  se  fassent 
équilibre,  d'après  le  n*  355,  il  faudra  qu'elles  soient 
égales;  on  aura  donc 

m  {a  —  ^)  =  fn!  {a!  -|-  c); 


d'où  Fou  lire 

ma  —  m'a 

m  '¥-m: 

La  percussion  que  le  fil  a  subie  à  cet  instant ,  sui- 
vant chacun  de  ses  prolongemens ,  est  due  à  l'une  ou 
l'autre  de  ces  quantités  de  mouvement  perdues^  dont 
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la  Yaleur  commune  ef(t 

mm*  (a  «f-  d) 

._  • 

m  ^  mi'      ' 

en  sorte  que  la  percussion  initiale  du  fil  est  la  même 
que  s'il  était  suspendu  verticalement  à  un  point  fixe, 
et  qu'un  corps  attaché  k  son  extrémité  inférieure  fût 
frappé,  dans  le  sens  de  la  pesanteur ^  par  un  second 
corps  animé  de  cette  quantité  de  mouvement  et  qui 
se  réunit  au  premier. 

556.  Au  lieu  de  deux  corps  pesans ,  on  en  pour^ 
rait  considérer  trois  ou  un  plus  grand  nombre  ^  posés 
sur  une  suite  de  plans  inclinés  >  et  dont  chacun  se- 
rait lié  au  suivant  par  un  fil  inextensible  :  le  mou* 
yement  de  ce  système  de  corps  serait  de  la  même 
nature  et  se  déterminerait  de  la  même  manière  que 
précédemment. 

On  peut  aussi  remplacer  les  deux  corps  que  Ton 
vient  de  considérer,  par  une  chaîne  pesante,  posée 
sur  les  deux  plans  inclinés.  En  la  supposant  homo- 
gène et  d'une  épaisseur  constante ,  et  désignant ,  au 
bout  du  temps  t,  par  x  et  a:'  les  longueurs  de  ses  deux 
parties,  leurs  masses  seront  entre  elles  comme  ces 
quantités,  de  sorte  qu'il  faudra  d'abord  remplacer, 
dans  l'équation  (i),  m  et  m'  par  jc  et  os'.  De  plus, 
pendant  l'instant  ^ ,  la  première  de  ces  deux  parties 
augmente  de  l'élément  dx ,  qui  prend  la  vitesse  v 
commune  à  tous  ses  points  ;  pour  cette  raison ,  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  cette  partie  sera 
diminuée  d'une  quantité  positive  ou  négative,  et 
égale  à  s^dx.  Par  une  raison  semblable ,  la  quan- 
tité de  mouvement  perdue  par  la  seconde  partie 
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de  la  chaîne  pendant  le  même  instant ,  devra  être  di- 
minuée d'une  quantité  égale  à  s/dxli  il  faudra  donc ^ 
en  outre  y  retrancher  \}dx  et  ^ébcf  du  premier  et  du 
second  membre  de  cette  équation  (i),  qui  deviendra, 
de  cette  manière, 

Si  Ion  appelle  A  la  longueur  constante  de  la  chaîne 
entière,  on  aura 

X  -+-  j/  =  A ,       rfo:  +  dx'  =:=  o  ; 
les  vitesses  p  et  /  de  ses  deux  parties  seront  d'ailleurs 


dx  f  do/ 

^  =  57'    ^  =-5rî 


d'où  il  résulte  rfa:'= — dx  et  vdx  =:  if'dx^;  et,  en  éli- 
minant x'  et  di>'  de  réquation  du  mouvement,  il  vient 

CL*X   H-  b  =  o, 


dt* 
où  Ton  a  fait ,  pour  abréger , 

w      ~  *  '      7-  —  b. 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  linéaire  est 

V 


X  :r:2  ae     -^  be        -f- 


/  +  f' 


en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens, et  par  aei  b  les  deux  constantes  arbitraires, 
dont  on  déterminera  les  valeurs  d'après  celles  de  x  et 
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dix 

-j- ,  qui  répondent  à  /  t=:  o.  Lorsque  toute  la  chaîne  se 

trouvera  sur  un  même  plan ,  c'est-à-dire ,  lorsque  la 
diffeVence  jc — jc'  sera  devenue  égale  à  rh  A,  le  mou- 
vement changera  de  nature ^  et  deviendra  uniforme- 
ment  accéléré. 

Pour  que  la  chaîne  demeurât  en  repos ,  il  faudrait 
qu'on  e&t  a=iO  et  b^=zo;  d'où  l'on  conclut 

kl  ,  aT 


ce  qui  fait  voir  que  dans  l'état  d'équilibre  les  deux 
parties  x  et  x'  de  la  chaîne  sont  entre  elles  con^me 
les  longueurs  Z  et  f  des  plans  inclinés  sur  lesquels 
elles  sont  posées;  en  sorte  que  ses  deux  extrémités  se 
trouvent  dans  une  même  droite  horizontale.  Récipro- 
quement ,  si  cette  condition  est  remplie  à  un  instant 
déterminé ,  et  qu'à  cet  instant  les  points  de  la  chaîne 
ne  reçoivent  aucune  vitesse ,  l'équilibre  aura  lieu  ; 
car  la  proportion 

donnant  .      -,  pour  la  valeur  de  x,  on  aura,  à  l'ins- 
tant dont  il  s'agit, 

ae     +  be       s=s  o; 

et  la  vitesse  étant  supposée  nulle,  on  aura,  en  même 

temps, 

dx  ««         -     —Al 

r-  =  acLB    —  oeie        =  o  ; 

d'où  il  résulte  a=  o  et  6  =  o* 
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357.  Pour  second  exemple  de  lapplication  du 
principe  général  de  la  Dynamique,  considérons  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  soumis  à  leur 
répulsion  mutuelle  ;  et ,  pour  réduire  la  question  au 
cas  le  plus  simple  j  supposons  qu'on  ne  leur  imprime 
aucune  vitesse  initiale  j  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  va  de  Tun  à  l'autre;  en  sorte  que  leurs  mouve*- 
mens  aient  lieu  sur  une  même  ligne  droite  y  donnée 
de  position. 

Soient  772  et  nï  leurs  masses  ;  au  bout  du  temps  t  ^ 
désignons  par  x  et  x'  leurs  distances  à  un  point  fixe , 
pris  sur  cette  ligne ,  et  par  s^  et  s/  leurs  vitesses ,  de 
sorte  qu'on  ait,  à  cet  instant , 

dx  f  ^__^    ela/ 

^  —  dî'        ^  ~  W 

En  même  temps  ^  soil  R  la  force  répulsive  agissant  en 
sens  opposés  sur  m  et  m\  et  qui  tendra ,  pour  fixer 
les  idées ,  à  augmenter  la  distance  x'  et  à  diminuer 
la  distance  x.  Pendant  l'instant  dt,  cette  force  mo- 

trice  imprimera  une  vitesse  — r  à  la  masse  m';  et, 

comme  l'augmentation  de  vitesse  de  mf  est  réelle- 
ment dsf'  ^  il  s'ensuit  que  sa  vitesse  et  sa  quantité 
de  mouvement  pettlues  pendant  cet  instailt  seront 

— -f  —  ci\}'  et  Kdt  —  m^dv'.  La  quantité  de  mouve- 
ment perdue  par  m,  dans  le  même  sens  et  dans  le 
même  instant,  sera  aussi  —  Kdt  — »  mdi^.  Ov,  ces 
deux  points  matériels  étant  d'ailleurs  entièrement 
libres,  il  faudra,  pour  l'équilibre  de  ces  quantités 
de  mouvement  ;  qu'elles  soient  séparément  nulles  ; 
2.  2 
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par  conséqaenty  on  aura 

mds^  +  Hdt  =  o ,     mW  —  Rdt  =  o. 

,  ..  r  ,        / 

Soit  r  la  distance  comprise  entre  les  deux  points 
matériels  m  et  m!^  de  sorte  qu'on  ait 

x'  —  a:  z=z  r,    dx'  —  J^  =  dr. 

Â  cause  de  djt  =  s^dt  et  dx'  ==  if^dt ,  on  tirera  des 
équations  précédentes 

mdç  +  m'ds/  =  o ,     ami^dv  4-  :knis/ds/  =  2Rdr. 

En  intégrant  et  désignant  par  c  et  c'  les  deux  cons- 
tantes arbitraires I  on  aura  donc 

mif  +  mV  =  c,     mp*  +  mV^=i2/Rdr'^  c\ 

La  force  R  sera  une  fonction  donnée  de  r;  on  pourra 
donc  obtenir  l'intégrale  fRdr  exactement  ou  par  ap^ 
proximation  ;  et  si  l'on  désigne  par  a  la  valeur  de  r 
à  l'origine. du  fnouyement ,  et  quW -suppose  cette 
intégrale  nulle  quand  rs9  «e,  sa  valeur^  à  un  insiEant 
quelconque^  sera  une  fonction  de  r  et  a  que  je  re- 
présenterai par  y(r,  a).  Soient  aussi  a  et  a'  les  vi-  ^ 
tesses  initiales  de  m  et  m\  on  aura^  à  la  fdis,    ''   *  *  ^ 

et,  conséquemment , 

c  =  ma  +  m  V,     c'  =  ma*  -f-  m  V^  ; 
d'où  il  résultera ,  à  un  instant  quelconque , 

mi'  +  mV'  =  ma  +  m V,  )  -  . 


; 
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Ces  dernières  équations  feront  connaître,  à  cha* 
que  instant,  les  vitesses  des  deux  mobiles  en  fonc- 
tions' de  leur  distance  mutuelle  :  on  en  conclut  que 
toutes  les  fois  que  cette  distance  redeviendra  la 
même  ,  les  carres  v^  et  v'^  reprendront  aussi  les 
mêmes  valeurs,  et  que  chaque  mobile  reprendra  tine 
^ale  vitesse,  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con« 
traire. 

G>nnai86ant  i^  et  p'  en  fonctions  de  r,  on  aura 

pour  déterminer,  par  une  nouvelle  intégration,  la 
valeur  de  t  en  fonction  d^  r,  ou  réciproquement. 
D'ailleurs,  en  multipliant  la  première  des  équations  (  i  ) 
par^/^  inté|;rant  et  désignant  |>ar  b  la  constante  w^ 
bitraire,  il  vient 

« 

On  connaîtra  b  d'après  les  positions  initiales  des  deux 
mobiles/  et  cette  équation,  jointe  à  x^  —  x^=»r^ 
femconnaltre  leurs  positions  à  un  instant  quelcon- 
que ,  c^est'à^re ,  les  valeurs  de  x  et  x'  en  fonctions 
de  r  oo  de  i;'ce  qui  sera  la  solution  complète  du 
problème^ 

Si  l'action  mutuelle  des  deux  mobiles  était  attrac- 
tive, il  faudrait  cbanger  le  signe  de  R,  et  par  suite 
celui  de  /{r^  a) ,  dans  les  formules  précédentes.  Si 
cette  force  était  une  répulsion  à  certaines  distances , 
et  une  attraction  à  d'autres  clistances,  on  prendrait 
pour  R  uoe  fi>nction  de  r  qui  changerait  de  signe 

a.. 
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dans  retendue  des  valeurs  de  la  variable\  Daixs  tous 
les  cas  f  il  résulte  de  l'équation  précédei;ite  que  l'ac- 
tion mutuelle  des  deux  mobiles  n'altère  pas  le  mou- 
vement de  leur  centre  de  gravité;,  car  son  premier 
membre ,  divisé  par  m  +  m',  exprime  la  distance.de 
ce  centre  à  Tprigine  fixe  des  a:  et  a:^  ;  en  sorte  que 
le  mouvement  du  centre  de. gravité  est  uniforme  et 
indépendant  de  la  force  R. 

55â.  Les  équations  (i)  conviennent  aussi  au  mou- 
vement de  deux  corps  solides^  de  grandeur  quelcon- 
que ,  soumis  à  la  force  R ,  et  dont  les  masses  sont  m 
et  772^  pourvu  que  les  vitesses  de  tous  les  points  de 
ces  deux  corps  soient  constamment  parallèles  à  une 
droite  donnée.  Cette  force  R^  répulsive  ou  attractive, 
peut  alors  provenir  d'un  ressort  qui  se  dilate  ou  se 
contracte  entre  les  deux  mobiles  contre  lesquels  il 
est  appuyé  par  ses  extrémités  ;  ou  bien  encore ,  on 
peut  supposer  que  la  force  R  provient  d'un  fluide 
élastique  qui  se  développe  entre  ces  deux  corps ,  et 
les  repousse  en  sens  contraire  l'un  de  Fautive. 

Ce  dernier  cas  est  celui  du  mouvement  du  boulet 
et  du  canon ,  pendant  que  le  premier  parcourt  Vdme 
do  la  pièce.  On  prendra  alors  pour  m  la  masse  du 
boulet;  et  pour  m'  celle  du  canon.  Il  faudra ,  pour 
faire  usage  des  formules  précédentes,  supposer  que 
la  totalité  de  la  poudre  se  réduit  en  gaz  à  l'origine 
du  mouvement.  La  longueur  de  la  charge  sera  la 
distance  initiale  cl  des  deux  mobiles;  et  quand  cette 
distance  sera  devenue  /*,  la  force  R  exprimera  la  près* 
sion  que  le  gaz,  ainsi  dilaté,  exercera  sur  chacun  de 
ces  deux  corps.  Il  faudra,  en  outre,  faire  une  suppo- 
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sîtion  snr  la  valeur  de  R  en  fonction  de  r.  Or,  si  la 
température  du  gaz  demeurait  constante  pendant  sa 
dilatation ,  la  force  R ,  d'après  la  loi  de  Mariotte ,  se- 
rait en  raison  inverse  des  espaces  qu'il  occuperait 
dans  l'intérieur  du  canon.  Soit  donc  fc  la  pression 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  exercée  par  le  gaz  à 
l'instant  où  la  poudre  vient  de  s'enflammer  et  où  il 
occupe  encore  le  même  espace  que  la  charge.  Dési- 
gnons par  a>  la  section  de  la  charge  perpendiculaire 
à  sa  longueur,  qui  est  aussi  la  section  intérieure  de  la 
pièce;  kiD  sera  la  valeur  de  R  à  l'origine  du  mouve- 
ment; et,  dans  le  cas  de  la  température  constante, 
on  aurait 

r    ' 

à  l'instant  qui  répond  à  la  distance  r  des  deux  mo- 
biles; car,  à  ces  deux  époques,  les  espaces  occupés 
par  le  gaz  sont  entre  eux  comme  les  longueurs  cl 
et  r. 

Cette  expression  de  R  est  celle  qu'on  a  générale- 
ment adoptée ,  quoiqu'elle  soit  fondée  sur  deux  hy- 
pothèses inexactes  :  la  totalité  de  la  charge  ne  se  ré- 
duit pas  en  gaz  avant  le  départ  du  boulet;  et  pendant 
sa  dilatation  dans  Tàme  de  la  pièce ,  le  gaz  formé  doit 
éprouver  de  très  grandes  diminutions  de  température. 
Mais  ces  deux  causes  influent  en  sens  contraire  sur  le 
décroissement  de  la  valeur  de  R  :  la  seconde  tend 
évidemment  à  rendre  ce  décroissement  plus  rapide  ^ 
tandis  que  l'effet  de  la  première  doit  être  de  le  ralen- 
tir, à  raison  des  nouvelles  quantités  de  gaz  qui  vien- 
nent successivement  s'ajouter  à  la  quantité  initiale* 
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On  suppose  que  ces  deux  causes  coatrairès.se  com- 
pensent à  peu  près ,  et  l'on  fait  abstraction  de  leur 
'influence  sur  l'expression  de  R.en  fonction  de  r. 

Cela  étant,  d'après  la  valeur  de  R  qu'on  vient 
d'écrire,  on  aura 

en  observant  que  l'intégrale  f(r,  a)  est  supposée 
Atille  pour  r  =  ot.  On  regarde  comme  nulles  les 
vitesses  initiales  du  boulet  et  du  canon  (^)  j  en  fai- 
sant donc  a  =  o  et  ^'  =  o  dans  les  équations  (i), 
et  y  substituant  cette  valeur  de /(r,  cl),  nous  au- 
rons 

mv  +  mV  =  o ,     mp*  +m'i/^  =  2kc»a  log  -. 

Soient  l  la  longueur  de  l'âme,  V  la  vitesse  du 
boulet  à  la  bouche  du  canon  ^  V  la  vitesse  corres- 
pondante du  recul;  on  aura,  à  la  fois, 

et  Ton  déduira  des  équations  précédentes 

V7.7nkmA      m       l 
=  —f — i — r.  log  -  : 
m  (m  +  m)      ^  a* 

ce  qui  fera  connaître  la  vitesse  de  projection  V. 
Abstraction  faite  du  signe,  celle  du  recul  sera  égale 

à  cette  vitesse  V  multipliée  par  le  rapport  — ?. 


(^  i^qfex  IVxamen  de  ce  point  de  la  question  dans  le 
ai*  cahier  du  Journal  de  V École  Poljr technique,  page  191 , 
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En  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  Y*  par  rap- 
port k  et,  ou  déterminera  la  longueur  de  la  charge 
qui  répond,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  au  maxi" 
mwn  de  la  vitesse  de  projection.  On  a,  de  cette 
manière, 

et  comme  ce  logarithme  est  népérien,  il  s'ensuit 
qu'en  désignant ,  à  l'ordinaire,  par  e  la  base  de  ces 
logarithmes ,  on  aura  Z  s=  64  ;  de  sorte  que  la  va- 
leur de  a  dont  il  s'agit  surpassera  un  peu  le  tiers 
de  là  longueur  l  de  la  pièce.    , 

359.  La  masse  m'  comprenant  celle  de  la  pièce 
et  de  l'affiCit,  est  toujours  très  grande  par  rapport  à 
celle  du  boulet;  en  réduisant  donc  à  m!  le  divi- 
seur  Tit  -f-  m'  de  la  valeur  de  Y*,  on  aura  sim- 
plement 

V  =  ^  log  L      la) 

m  ^  et,  ^    ^ 

Pour  &ire  usage  de  cette  formule ,  il  sera  néces^ 
saire  de  connaître  la  constante  k,  qui  représente  la 
force  élastique  de  la  poudre  réduite  en  gaz ,  à  l'ins- 
tant de  sa  plus  grande  intensité.  Soit ,  pour  cela , 
D  la  densité  de  la  poudre  dans  son  état  naturel  ; 
la  masse  de  la  charge  sera  Dâ»a  ;  en  supposant  son 
poids  égal  au  tiers  du  poids  du  boulet ,  on  aura 

donc 

m  =  SDfSêct; 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (2) 
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.  ___     3DV 
alog- 

\ 

Cette  quantité  k  sera  la  pression  maxima  du  ga^ 
de  la  pondre,  rapportée  à  Funité  de  surface;  pour^ 
la  comparer  à  la  pression  atmosphérique,  soient  '29* 
cette  autre  pression ,  h  la  hauteur  barométrique , 
fjL  la  densité  du  mercure ,  et  g  la  gravité  ;  on  aura 

Soient  aussi  M  le  module  des  tables  de  logarithmes 
ordinaires,  et  A  le  logarithme  de  -  pris  dans  ces 
tables,  de  sorte  qu'on  ait 

A  =  Mlog^-; 
il  résultera  de  ces  valeurs 

k  _  3MDV* 

A  la  température  ordinaire  d'environ  i8*,  je  prends 
pour  les  densités  de  la  poudre  et  du  mercure 

D  =  o,8555,      fJL  =  1 5,548; 

on  a  aussi 

g  =  9-,8o896,      h  =  o™,76f 

et  k  cause  de 

M  =  0,4342945, 

la  formule  précédente  deviendra 

-  =  (0,0053761)  \\ 
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Dans  lé  cas  de  la  pièce  de  24 ,  chargée  au  tiers  du 
poids  du  boulet^  on  a 

et  il  en  résulte 

Relativement  à  la  pièce  de  1 2  ^  on  a  de  même 

V  =  493»,        L^    l^; 

^^  «  99 

ce  qui  donne 

Al  =  uSj.^. 

En  prenant  la  moyenne  de  ces  deux  valeurs  de  A* , 
qui  devraient  être  égales  si  la  théorie  était  rigoureuse 
et  que  les  données  fussent  exactes^  nous  aurons  donc 

A  =  I  i65.'sr. 

Telle  serait  la  valeur  de  A  qu'il  faudrait  employer 
dans  la  formule  (3);  mais  cette  expression  de  Y*  ne  peut 
être  regardée  que  comme  une  formule  empirique  , 
d'abord  à  raison  des  hypothèses  sur  lesquelles  elle  est 
fondée ,  et  ^  en  outre ,  parce  que  dans  le  calcul  direct 
du  mouvement  du  boulet  dans  Tâme  de  la  pièce ,  il 
aurait  fallu  avoir  égard  à  la  masse  de  la  poudre  ré- 
duite en  gaz.  En  même  temps  que  ce  fluide  pousse 
en  sens  opposés  le  boulet  et  le  canon  ^  une  partie  de 
là  force  qu'il  développe  est  employée  à  transporter 
sa  propre  masse ,  qui  n'est  pas  négligeable  par  rap- 
port à  celle  du  projectile;  et  Ion  conçoit  qu'il  en 
doit  résulter  une  vitesse  de  projection  moindre  que 
si^  la  force  élastique  de  la  poudre  restant  la  même , 
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sa  masse  était  insensible,  comme  le  saf^Mise  Fanalysé 
précédente.  Cette  remarqne ,  dne  à  Lagrange,  proave 
la  nécessité  de  considérer  à  la  fois  les  mouTcmens  de 
ta  pondre  et  des  deux  masses  m  et  m',  pendant  que  le 
bonlet  est  dans  la  pièce;  mais  alors  la  question  se 
complique ,  et  la  difficulté  du  calcul  ne  permet  guère 
d'arriver  à  aucun  résultat  utile  pour  la  pratique.  C'est 
donc  k  l'expérience  qu'il  vaudra  mieux  recourir  pour 
déterminer  les  vitesses  de  projection  des  corps  l*océs 
par  les  bouches  à  feu.  Indépendamment  de  la  consi- 
dération des  portée,  que  nous  avons  déjà  indiquée 
(n*  3i6),  il  existe  un  autre  moyen  d'obtenir  ces  vi- 
tesses, dont  il  sera  question  dans  un  des  chapitres 
suivans. 

36o.  Appliquons  encore  le  principe  de  D'Alembert 
au  cas  le  pins  simple  du  choc  des  corps ,  et  suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  deux  sphères  homogènes ,  dont 
les  centres  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite  , 
et  dont  tous  les  points  décrivent  des  parallèles  à  cette 
droite. 

Soient  ht  et  m' les  masses  de  ces  deux  corps;  dési- 
gnons par  c  et  t/  leurs  vitesses,  lorsqu'ils  commen- 
cent à  se  toucher,  c'est-à-dire,  au  premier  instant  du 
choc  :  V  et  v'  seront  de  même  signe  ou  de  signes  coo- 
tires ,  selon  que  les  deux  mobiles  iront  à  la  suite  on 
-devant  l'un  de  l'antre.  Dans  les  deux  cas,  nous 
garderons  la  vitesse  v  comme  poûtive;  et ,  après  le 
oc,  la  vitesse  de  chacun  desdeux  mobiles  sera  po- 
ivë  ou  négative ,  suivant  qu'elle  sera  dirigée  dam  le 
as  de  cette  vitesse  de  m  avant  le  choc  ou  en  sens 
ntraire. 
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Quelque  dors  que  soient  les  deux  mobiles^  ils  sont 
toujours  plus  ou  moins  compressibles;  à  raison  de  la 
différence  de  leurs  -vitesses  (^  et  </ ,  ils  vont  -donc  se 
CQmprimery  en  s'appuyant  Tun  contre  l'autre;  et; 
pendant /cette  compression,  la  vitesse  de  Tun  desrdeux 
corps,  de  m^  par  exemple,  diminuera  par  degrés  in- 
finiment petits,  et  celle  de  m' augmentera  de  tnéme, 
jusqu'à  ce  que  ces  deux  vitesses  soient  devenues  égales. 
Or,  a  partir  de  cet  instant ,  il  y  aura  deux  cas  distincts 
à  considérer. 

1^.  Si  les  deux  sphères  sont  entièrement  dénuées 
d'élasticité,  elles  cesseront  tl'agir  l'une  sur  l'autre  à 
rinstaqt  où  leurs  vitesses  se  seront  ainsi  nivelées ,  et 
continueront  de  se  mouvoir  avec  une  vitesse  com- 
mune ,  en  restant  juxtaposées  et  conservant  les  formes 
que  la  compression  leur  aura  données. 

2^  Si ^  au  contraire,  les  deux  sphères  soAt  élasti- 
ques, elles  tendront  à  reprendre  leur  forme  natu- 
relle; eu.  y. revenant,  et  s'appuyant  toujours  Futie 
contre  l'autre ,  la  vitesse  de  m  continuera  de  décroître 
graduellement ,  et  celle  de  m' continuera^  d'augm^eh- 
ter  :  il  y  aura  enfin  un  instant  où  ces  deux  corps  se 
sépareront ,  et  ce  sera  la  fin  du  dioc.  Or,  dans  le  cas 
d  une  parÊiite  élasticité ,  on  suppose  que  la  secdnde 
partie,  du  choc  est  tout*à-fait  semblable  k  la  première; 
qu'àxla  fin  du  choc ,  les  deux  corps  ont  repris  exacte- 
ment leur /orme  sphérique,  et  une  vitesse  commune 
a  tous  les  points  de  chacun  d'eux  ;  et  que ,  pendant  sa 
seconde  partie ,  ils  perdent  ou  gagnent  des  quantités 
de  mouvement  égales  à  celles  qu'ils  ont  déjà  perdues 
ou  gagnées  pendant  la  première. 
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Le  problème  du  choc  de  deux  sphères  ne  présen- 
terait aucune  difficulté  nouvelle^  et  rentrerait  dans 
celui  du  n°  55^,  si  leurs  rayons  étaient  infiniment 
petits.  Pour  le  résoudre  complètement^  lorsque  leurs 
rayons  ont  une  grandeur  finie ,  il  faudrait  avoir  égard 
à  la  propagation  du  mouvement  dans  leurs  masses , 
et  déterminer  Fétat  des  deux  corps  à  un  instant  quel- 
conque de  la  durée  du  phénomène;  ce  qu'on  peut 
i^garder  comme  impossible ,  <^an^  Tétat  actuel  de  la 
science.  Nous  admettrons  donc  les  suppositions  qu^on 
vient  d'expliquer  comme  étant  les  données  de  la 
question  dont  nous  allons  nous  occuper  ;  et  en  com- 
binant ces  données  avec  le  principe  de  D'AIembert, 
appliqué  aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur 
finie ^  il  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  les  vitesses 
des  deux  sphères  à  la  fin  du  choc ,  d'après  leurs 
masses  et  leurs  vitesses  primitives,  soit  quand  ces 
deux  corps  sont  entièrement  dénués  d'élasticité ,  soit 
quand  ils  sont  parfaitement  élastiques.  Il  n'y  a  que 
les  corps  mous  qui  n'aient  pas  d'élasticité  sensible; 
la  plupart  des  corps  durs  reviennent  à  leur  forme 
primitive  y  lorsqu'ils  ne  sont  paâ  brisés  par  le  choc. 
36 1.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  soit  u  la  vi- 
tesse après  le  choc,  laquelle  est  commune  aux  deux 
sphères;  la  vitesse  per'due  par  m  sera  i^  —  u,  et  la 
vitesse  gagnée  par  m'  sera  u  —  i^'.  Si  donc  ces  deux 
corps  allaient  aunievant  l'un  de  l'autre  avec  ces  vi- 
tesses p  —  u  et  w  —  /,  il  faudrait ,  d'après  le  prin- 
cipe du  n**  353 ,  qu'ils  se  fissent  équilibre  ;  ce  qui 
exige  (n*  127)  que  les  quantités  de  mouvement  cor- 
respondantes à  ces  vitesses  soient  égales.  Nous  au- 
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rons  donc 

m{s^  —  u)  =z  m' (ju  —  s/); 

d'où  Ton  tire 


pour  la  valeur  de  u  qu'il  s'agissait  d'obteuir* 

Si  m!  est  en  repos  avant  le  choc,  et  qu'à  raison 
de  sa  densité ,  cette  masse  soit  extrêmement  grande 
et  comme  infinie ,  par  rapport  à  m^  on  aura  sen- 
siblement u=2  0,  La  masse  m!  représentera  alors  un 
obstacle  £xe  ;  et  le  corps ,  dénué  d'élasticité ,  sera 
réduit  au  repos  par  le  choc  contre  cet  obstacle. 

On  appelle  force  vwe  d'un  point  matériel ,  ou , 
plus  généralement,  d'un  corps  dont  tous  les  points 
ont  la  même  vitesse ,  le  produit  xle  sa  masse  par  le 
carré  de  cette  vitesse.  La  somme  des  forces  vives  de 
m  et  m!  est  donc  mi^*  -f-  7»V*  avant  le  choc ,  et 
mu^  -^m'u*  après  le  choc.  Or,  il  résulte  de  la  for- 
mule (a)  que  la  seconde  somme  est  toujours  moin- 
dre que  la  première*  car^  sans  altérer  leur  différence 

on  peut  en  retrancher  la  quantité 

iiu(mv  +  wV  —  mu  —  m'w), 

qui  est  nulle,  en  vertu  de  l'équation  (a);  et  cette 
différence  devient  alors 

m  {v  ~  uY  +  ///  (^/  —  vy, 
qui  est  une  quantité  positive. 
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Il  y  a  donc  toujours  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  dont  la  matière  est  dénuée  de 
toute  élasticité  ;  et  cette  perte  est  égale ,  comme  On 
voit ,  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses 
9^^  u  et  u  —  i^',  perdue  et  gagnée  par  ces  deux 
corps.  Ce  résultat  est  un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème général  qui  est  du  à  Camot,  et  que  nous  dé- 
mcmtreKOtts  par  la  suite.  -      ' 

36a*  Dans  la  première  partie  du  choc^  c'est-à-dire, 
ju^u  a  l'instant  de  la  plus  grande  compression  ,^  les 
4e,ux  sphères  se  comportent  toujours  de  mâme ,  quel 
que  soit  leur  degré  d'élasticité  ;  en  sorte  que  la  vî- 
tes^ u  qu'on  vient  de  déterminer ,  est  toujours  cdlie 
qui'  Içur  est  commune  à  cet  instant*  Pendant  cette 
première  partie ,  la  diminution  de  la  vitesse  de  m  et 
l'augmentation  de, celle  de  m'  sont  donc  v—- z^  et 
li,— *y«  Or,  si  ces  deux  sphères  sont  parfaitement 
élastiques,  m  épvouvera*,  dans  la  seconde  pàrùè  du 
choc^  une  seconde  diminution  de  vitesse  égale  à  la 
première^  et^  conséquemment,  sa  vitesse  k  la  fin  du 
choc  sera  u  —  2  (t'  — '  w)  ou  aw—  u.  En  même  temps, 
m'  éprouvera  une  seconde  augmentation  de  vitesse 
égale  k  u^^i^',  et  sa  vitesse  finale  sera  i^'  +  2 (z£  — •  u) 
ou  2U  —  v\  Si  donc  on  appelle  V  et  Y '  les  vitesses  de 
m  et  m',  après  le  choc ,  on  aura 

V  =  2W  —  ^f,       V  =  Qw  —  p'; 

la  valeur  de  u  étant  toujours  donnée  par  la  for- 
mule {a). 

En  retranchant  ces  vitesses  l'une  de  l'autre,  on  a 

V  —  V  =  P  —  i;'  ; 
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ce  qui  montre  que  dan^cfs  choc  la  vitesse  relative  d^ 
deux  mobiles  change  de  signe  et  conserve  la  même 
grandeur.  . 

Si  la  masse  m'  est  regardée  conune  infinie,  à  rai- 
son de  sa  densité ,  par  rapport  à  la  masse  m,  et  qu'on 
ait  f^'ss  6,  on  aura  u  ^::i  o ,  et,  par  conséquent, 
y  ss  -*-  i^;  d'où  il  résulte  que  quand  une  sphère, 
douée  d'une  élasticité  parfaite,  vient  frapper  un 
obstacle  fixe,  elle  est  réfléchie  avec  une  vitesse  égale 
et  contraire  à  celle  qu'elle  avait  avant  le  choc.  S'il 
s'a^t,  par  exemple,  d'une  sphère  pesante,  qui  tombe 
dans  le  vide ,  sur  un  plan  horizontal  et  inébranlable^ 
elle  devra  remonter  à  sa  hautçur  primitive.  • 

La  somme  des  forces  vives  sera  la  même  avant  et 
après  le  choc ,  ou ,  autrement  dit ,  on  aura 

É 

mV»  +  mV*  =  m  (att  —  i^)*  +  m' (m  —  p')*  j 
équation  qui  se  réduit  à  , 

4^(m^  +  mrM  —  mi^ — mV)  =  o, 

• 

et^ui  est  identique  ,  en  vertu  de  la  fomrale  (a). 

Il  n'y  a  donc  aucune  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  parfaitement  élastiques  ;  et  ce 
résultat ,  eoi^craié  celui  que  pr^nte  le  choc  de  deux 
sphères  non  élastiques,  est  compris  dans  un  théorème 
général ,  qu'on  démontrera  aussi  dans  un  autre  cha- 
pitre. 

365.  Si  l'on  suppose  m'ss  m,  çn  aura 

Il  y  a  donc  ëdiangv  de  vitesse  dans  le  choc  de  deux 


^ 
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sphères  parfaitement  élastiqu'bs ,  dont  les  masses  sont 
égales;  et  si  l'une  des  deux  est  en  repos  avant  le 
choc  f  l'autre  demeurera  en  repos  après  le  choc ,  et 
la  première  prendra  la  vitesse  primitive  de  la  se- 
conde. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  a  une  série  de  billes  égales 
en  masse ,  et  dont  les  centres  soient  rangés  en  ligne 
droite  ;  que  la  première  soit  seule  en  mouvement  p 
et  que  sa  vitesse ,  qui  sera  désignée  par  i^,  soit  diri- 
gée suivant  cette  droite  et  du  côté  des  autres  billes  ; 
cette  première  bille  sera  rédu^e  au  repos  en  cho- 
quant la  deuxième  ;  celle-ci  prendra  la  vitesse  s^,  avec 
laquelle  elle  ira  choquer  la  troisième,  et  sera  ensuite 
réduite  au  repos;  la  troisième  prendra  la  vitesse  w, 
qu'elle  perdra  en  choquant  la  quatrième  ;  et  ainsi  de 
suite ,  jusqu'à  la  dernière,  qui  conservera  la  vitesse  v. 
Après  cette  suite  de  chocs,  toutes  les  billes  seront 
donc  en  repos,  excepté  la  dernière,  qui  se  trouvera 
animée  de  la  vitesse  que  la  première  avait  primitive- 
ment; et  comme  ce  résultat  est  indépendant  de  la 
grandeur  des  intervalles  compris  entre  les  billes  c^Q'-* 
sécutives,  il  est  naturel  d'en  conclure  qu'il  aura  en- 
core lieu  quand  ces  intei^alles  disparaîtront,  et  que 
les  billes ,  choquées  par  la  première ,  seront  en 
contact. 

Ainsi,  lorsqu'une  série  d'un  nombre  quelconque 
de  billes  parfaitement  élastiques,  en  repos,  juxtapo- 
sées, égales  en  masse,  et  dont  les  centres  sont  en  ligne 
droite,  sera  choquée  par  une  autre  bille  élastique, 
égale  à  chacune  d'elles,  et  en  mouvement  suivant  la 
ligne  des  centres  ;  celle-ci  se  réunii^a  à  la  série  qui 
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demeurera  en  repos,  excepté  la  bille  placée  à  l'autre 
extrémité,  laquelle  se  détachera  seule  avec  la  vitesse 
de  la  bille  choquante  :  c'est,  en  effet,  ce  qu'on  a  sou- 
vent l'occasion  de  vérifier,  avec  des  billes  de  billard, 
par  exemple.  •    • 

En  général ,  les  lois  du  choc  des  corps  sphériques, 
mous  ou  durs ,  qui  sont  les  conséquences  des  hypo-* 
thèses  du  n""  56o,  ont  été  confirmées  par  de  nom- 
breuses expériences  9  faites  sur  des  billes  égales  ou 
inégales,  de  même  matière  ou  de  matière  diffé- 
rente, et  dont  les  vitesses  avaient  entre  elles  diffé- 
rens  rapports. 

364-  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un 
système  de  corps  n'est  jamais  altéré  par  le  choc  ou 
toute  autre  action  mutuelle  des  mobiles.  On  démon- 
trera par  la  suite ,  dans  toute  sa  généralité ,  cette  im- 
portante proposition,  dont  on  a  déjà  vu  le  cas  le 
plus  simple  dans  le  n^  557 ,  et  qu'on  peut  aussi  véri- 
fier dans  le  choc  des  corps  sphériques,  mous  ou  pai^ 
faitemeiit  élastiques. 

Pour  cela,  soient  x  et  x\  au  bout  du  temps  /,  les 
distances  des  centres  de  m  et  m'  à  un  point  fixe  de  la 
droite  sar  laquelle  ils  se  meuvent.  Soit  aussi,  à  cet 
instant ,  x^  la  distance  au  même  point  du  centre  de 
gravité  de  m  et  m';  nous  aurons  (n*  65) 

On  en  déduit ,  en  différentiant , 

1.  3 
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équation  qui  fera  connaître  la  vitesse  -^'  du  centre 

de  gravité,  correspondante  aux  vitesses  des  deux 
spbères.  Or,  avant  le  choc,  on  a 


[dt  '—  ^'        dt 


jt 


^f       -ir^^y 


et,  conséquemment , 

dx^    ^_   my  +  mV 
"ST  "^      m  +  m'  ' 

Après  le  choc,  on  a 

dx  dx    ^_^ 

Tt         "5r        "' 
dans  le  cas  des  corps  mous ,  jet 

dx  dx  , 

_  =  ,„_»,,     _-  =  3«-V, 

dans  le  cas  des  corps  élastiques.  En  substituant  succes- 
sivement ces  valeurs  dans  1  équation  (i),  et  ayant 

égard  à  Féquation  {a) ,  on  en  déduit  -^  =  m  dans 

les  deux  cas  ;  ce  qui  est  la  même  valeur  qu'avant  le 
choc,  en  vertu  de  cette  équation  (a).  Par  conséquent, 
le  choc  de  deux  sphères  ne  change  rien  au  mouve- 
ment de  leur  centre  de  gravité. 

Comme  la  vitesse  de  ce  point  est  toujours  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  des  corps ,  divisée  par 
la  somme  de  leurs  masses,  cela  revient  à  dire  que 
dans  le  choc  de  deux  corps  sphériques,  mous  ou 
élastiques,  la  somme  de^  quantités  de  mouvement 
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ne  cbange  pas,  en  ayant  égard ,  dans  cette  somme , 
aux  signes  des  vitesses. 

Si  la  vitesse  s/  de  ni  est  nulle,  et  que  cette  masse 
soit  très  petite  par  rapport  à  m,  la  quantité  de  mou- 
vement imprimée  à  vnl  et  enlevée  à  m,  sera,  à  très  peu 
près ,  niv  ou  2in'(^,  selon  que  ces  corps  seront  dénués 
d'élasticité  on  parfaitement  élastiques. 

365.  Jusqu'à  présent ,  on  a  assimilé  la  résistance 
des  fluides  à  une  suite  de  chocs  du  mobile  contre  les 
molécules  du  milieu  qu'il  traverse  ;  quoique ,  selon 
moi ,  la  théorie  de  la  résistance  fondée  sur  cette  con- 
sidération doive  être  abandonnée ,  il  es\  bon ,  cepen- 
dant, de  l'expliquer  ici  en  peu  de  mots. 

Supposons  que  le  mobile  soit  un  cylindre  droit 
qui  se  meut  dans  le  sens  de  sa  longueur.  Soit  cù 
l'aire  de  sa  base ,  perpendiculaire  à  cette  dimension 
et  à  la  direction  du  mouvement  ;  soient  aussi  m  la 
masse  du  mobile,  et  p  la  densité  du  fluide,  liquide 
ou  aériforme ,  dans  lequel  il  se  meut.  Au  bout  du 
temps  i ,.  appelons  s^  sa  vitesse ,  et  or  la  distance  de  sa 
base  antérieure  à  un  point  fixe,  pris  sur  la  perpen- 
diculaire à  ce  plan ,  de  sorte  quW  ait  dx  ==  s^du  Dans 
l'instant  dt^  cette  base  parcourra  l'espace  dx\  le  mo- 
bile frappera  donc  tous  les  points  matériels  du  fluide, 
compris  dans  une  tranche  dont  la  base  est  û»,  la  hau- 
teur dx ,  et  la  masse  fodx.  Or,  on  considère  tous  ces 
points  comme  isolés  et  n'ayant  aucune  action  sur  le 
fluide  environnant  ;  et ,  dans  cette  hypothèse ,  ou 
prend  pour  la  diminution  de  la  quantité  de  mouve- 
ment éprouvée  par  le  mobile  pendant  cet  instant  dû, 
le  produit  de  sa  vitesse  ^  et  de  la  masse  frappée 

3.. 
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fcûdx,  ou  le  doubla  de  ce  produit  ^  selon  que  Ton 
compare  ce  choc  à  celui  des  corps  dénués  de  toute 
élasticité»  ou  qu'on  l'assimile  au  choc  des  corps 
parfaitement  élastiques.  La  première  valeur  s^fcaidx 
e&t  celle  qui  s'écarte  le  moins  de  l'expérience;  en 
l'adoptant  donc,  et  obsenrant  que  mdi^  éprouve  la 
yarialion  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse 
nip  dans  l'instant  dty  nous  aurons 

et'  en  mettant  pour  dx  sa  valeur  inlt ,  et  divisant 
par  €k ,  il  en  résulte 

pour  la  force  motrice  provenant  de  la  résistance 
f^xercée  sur  une  surface  plane ,  perpendiculaire  à  la 
direction  du  mouvement. 

Cette  résistance  est ,  comme  on  voit ,  proportion- 
nelle à  la  densité  du  fluide ,  à  la  surface  snc  laquelle 
eUe  s'exerce  y  et  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile. 
En  appelant  h  la  hauteur  due  k  cette  vitesse ,  et  g 
la  gi^vité ,  c'est-indire ,  en  faisant  i^  =  :àgh  ^  sa  va- 
leur devient  agpcoh  ;  en  sorte  qu'elle  est  égale  au 
poids  d'un  cylindre  du  fluide  qui  aurait  pour  base 
la  surface  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  vi- 
tesse, et  pour  hauteur  le  double  de  celle  dont  un 
corps  pesant  devrait  tomber  dans  le  vide,  pour  ae- 
quérir  cette  même  vitesse. 

Si  la  direction  du  mouvement  n'est  pas  perpen- 
diculaire à  la  surface  plane  qui  éprouve  la  résis- 
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tance ,  on  décompose  la  vitesse  du  mobile  en  deux 
autres ,  Tune  perpendiculaire ,  et  l'autre  parallèle  à 
ce  plan;  on  suppose  *que  la  yitesse  parallèle  ne 
donne  lieu  qu'à  un  frottement  dont  on  fait  abstrao- 
tion^  et  que  la  résistance  proprement  dite  est  la 
même  que  si  la  yitesse  normale  existait  seule  :  c'est 
pourquoi  l'on  substitue  cette  composante  h  la  vi- 
tesse p  dans  la  valeur  précédente  de  la  résistance , 
qui  devient  alors  pa>i^  cos*  i  ;  i  étant  Tangle  que 
fait  la  normale  à  la  surface  cof  avec  la  direction  de 
la  vitesse  sf. 

366.  En  admettant  ce  résultat^  et  l'étendant  aux 
élémens  infiniment  petits  des  surfaces  courbes ,  on 
en  conclut  ^  par  le  calcul  intégral  ^  la  résistance 
éprouvée  par  un  corps  solide  de  forme  quelconque. 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  qu'il  s  agisse 
d'un  solide  de  révolution ,  dont  tous  les  points  dé- 
crivent, avec  la  vitesse  (^,  des  parallèles  à  son  axe 
de  figure.  Soient  AB  cet  axe  (fig«  1''),  et  AMB  sa 
courbe  génératrice  ;  prenons  cet  axe  pour  celui  des 
abscisses  ;  et  appelons  x  et  y  l'abscisse  CP  et  l'or- 
donnée PM  d'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe. 
Supposons  que  la  plus  grande  section  du  solide ,  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  figure ,  soit  celle  qui  répond 
au  point  C ,  origine  des  coordonnées,  et  que  CD  soit , 
en  conséquence,  la  plus  grande  ordonnée  de  la 
courbe  AMB.  Le  mouvement  ayant  lieu  de  B  vers 
A ,  la  portion  de  la  surface  qui  éprouvera  la  résis- 
tance du  milieu  sera  celle  qui  répond  à  la  partie 
DMA  de  cette  courbe.  Soit  ds  l'élément  différen- 
tiel de  cette  courbe  au  point  quelconque  M  ;  on 
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aura 

pour  le  cosinus  de  l'angle  que  la  normale  en  ce 
point,  fait  avec  Taxe  des  a:,  c'est-à-dire,  avec  la  di- 
rection du  mouvement;  et  cet  angle  sera  le  même 
dans  toute  l'étendue  de  la  zone  engendrée  par  ds 
en  tournant  autour  de  AB,  dont  la  surface  est  :x7rjrds. 
Chacun  des  élémens  plans  de  cette  zone  éprouvera 
donc  une  résistance  normale  qui  sera  égale  au  pro- 
duit  de  cet  élément ,  multiplié  par  p  i^*  cos*  i.  En 
décomposant  cette  force  en  deux  autres,  l'une  per^ 
pendiculaire  et  l'autre  parallèle  à  l'axe  AB,  il  est 
évident  que  les  composantes  perpendiculaires  à  AB 
se  détruiront  deux 'à  deux;  d'ailleurs,  chaque  com* 
posante  parallèle  à  AB  aura  pour  valeur  la  résis- 
tance normale  à  la  zone,  multipliée  par  cos  i;  par 
conséquent  ;i  la  somme  de  ces  composantes,  pour  la 
zone  entière,  sera  éjgale  au  produit  de  la  surfate 

vfFjrdsj  de  p*cosi,  et  de  cos/,  ou  à  a^TCpi^^—-^, 

d'après  la  valeur  de  cos  /• 

Il  suit  de  là  qu'en  appelant  R  la  résistance  totale 
éprouvée  par  le  solide  en  sens  contraire  de  son  mou- 
vement, et  faisant  CA  =  a,  nous  aurons 

3 


R  =  .^k/>^>        Ce) 


pour  la  valeur  de  cette  force  motrice. 

Si  le  mobile  est  une  sphère ,  le  point  C  sera  son 
centre ,  et  a  son  rayon.  En  désignant  par  8  langle 
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MCÂ,  on  aura  . 

et  il  en  résultera 

R  =  tx'jcps^^a^  r* '  cos'  6  sin  flrffl  =s  \  TTfa^v^ ; 

ce  qui  montre  que  la  résistance  éprouvée  par  une 
sphère  est  la  moitié  de  celle  qui  aurait  lieu  sur  le 
cylindre  circonscrit,  dont  ^TTa*  serait  la  base  per« 
pendiculaire  à  la  direction  du  mouvement. 

567.  Cest  à  Newton  qu'est  dû  ce  premier  es- 
sai sur  la  résistance  des  fluides;  et  c'est  lui  qui  a 
déterminé,  le  premier,  le  mouvement  des  corps 
soumis  à  une  force  dépendante  de  leur  vitesse.  En 
comparant  le  résultat  de  son  calcul  au  temps  observé 
de  la  chute  d'une  sphère  qui  tombe  dans  l'air,  d'une 
grande  hauteur,  il  a  reconnu  qu'il  faudrait,  pour  ac- 
corder l'un  avec  l'autre ,  réduire  à  moitié  la  valeur 
précédente  de  R. 

D'après  d'autres  expériences,  faites  par  Borda ,  cette 
valeur  doit  être  seulement  réduite  aux  trois  cin- 
quièmes; ce  qui  donne 

.    3 

R  =   —TT^^S^. 

Bn  appelant  D  la  densité  de  la  sphère,  sa  masse  sera 

— ô^  ;  et  si  l'on  divise  R  par  cette  ipasse ,  et  quW 

i^ppelle  ^la  force  accélératrice  qui  en  proviendra,  on 
aura 
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ce  qui  est^  effectivement ,  lexpression  de  la  résistance 
que  les  auteui^  de  Balistique  ont  adoptée  le  plus  gé- 
néralement^ et  que  nous  ayons  citée  dans  le  n*  216. 

En  vertu  de  la  formule  (c),  la  détermination  du 
solide  de  révolution  qui  éprouve  la  moindre  résis- 
tance ,  consiste  à  trouver  la  courbe  génératrice  de  ce 

solide  pour  laquelle  Tintégrale    /    ^  5^  est  un  mi'- 

nimum;  problème  qu'on  résoudra  sans  difficulté  par 
les  règles  du  calcul  des  variatioas  ^  et  dont  Newton  a 
donné  la  solution  avant  que  daiitres  géoih  êtres  !  se 
fussent  occupés  de  ce  genre  de  questions ,  mais  sans 
indiquer  la  méthode  qu'il  a  suivie  pour  y  parvenir. 

Cette  théorie  de  la  résistance  repose,  comme  on  l'a 
vju  f  s\\v  une  comparaison  vague  de  l'action  du  fluide 
au  choc  des  corps ,  et  sur  la  supposition  inadmis- 
sible que^  dans  ce  choc,  les  molécules  du  fluide  agis- 
sent isolément  sur  le  mobile  et  nullement  l'une  sur 
l'autre.  Elle  est  démentie  par  l'observation ,  quant  à 
la  grandeur  absolue  que  le  calcul  donne  à  peu  près 
double  de  celle  qui  résulterait  de  l'expérience  ;  elle 
l'est  aussi  par  rapport  à  la  loi  de  la  résistance  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  qui  serait  toujours  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse,  suivant  cette  théorie,  tandis 
qu'il  résulte  du  décroissement  observé  des  ampli- 
tudes, dans  les  très  petites  oscillations  du  pendule 
(n*  187),  que  cette  force  est^*  seulement  proportion^ 
nelle  aux  très  petites  vitesses.  La  résistance  qu'un 
fluide,  liquide  ou  aériforme,  oppose  au  mouvement 
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d'un  corps  solide,  se  compose  d'an  frottement  contre 
la  surface  y  et  de  la  résultante  des  pressions  que  ce 
fluide  exerce  sur  cette  surface  tout  entière.  Pour  dé- 
terminer convenablement  cette  seconde  partie,  qui 
est  la  résistance  proprement  dite ,  il  faut  considérer  à 
la  fois  les  mouvemens  du  corps  et  du  fluide ,  comme 
je  Tai  fait  dans  le  mémoire  déjà  cité  (n*  igi).  Cette 
force  peut  être  difierente  dans  le  mouvement  oscilla* 
toire  et  dans  le  mouvement  progressif,  dans  les  li- 
quides et  dans  les  gaz  ;  et ,  dans  ceux-ci ,  elle  peut  dé- 
pendre de  leur  température ,  et  non  pas  seulement  de 
leur  densité  3  ce  qui  serait  important  à  vérifier  par 
Texpérience. 


TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 


CHAPITRE  n. 

DÉTERKINATION  DES  MOMENS  O'INEHTIE  ET  DES  AXES 
PRIHGIPAUX. 

368.  Dans  les  chapitres  suivans,  dous  consîdëre- 
roas  les  difierens  cas  du  mouvement  d'un  corps  so- 
lide. Pour  former  les  équations  de  son  mouTement , 
nous  le  diviserons  en  parties  insensibles,  mais  de 
grandeur  Gnie ,  comprenant  néanmoins  des  nombres 
immenses  de  molécules.  Quoique  ce  corps  soit  formé 
de  molécules  disjointes ,  les  sommes  relatives  à  ses 
parties  insensibles  pourront  être  changées ,  sans  er- 
reur appréciable ,  en  intégrales  définies,  comme  dans 
le  n"  gB;  et,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  on  pourra 
traiter  les  parties  dont  il  s'agit  comme  des  infiniment 
petits. 

Les  intégrales  définies  que  les  équations  du  mou- 
vement renfermeront  seront  au  nombre  de  neuf, 
savoir  : 

fxdm ,  fj'dm ,  fzdm , 
fxjdniy  Jzxdm,  fjzdrn, 
f%^dm ,    fj'dm ,    fx^âm  ; 

r/m  étant  l'élément  différentiel  de  la  masse,  qui  ré- 
pond anx  trois  coordonnées  rectangulaires  x ,  y,  z, 
et  les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mo- 
bile, que  nous  désignerons  par  M. 
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Les  trois  premières  dépendent  de  la  position  du 
centre  de  gravité  ;  et  si  l'on  appelle  jc, ,  ^, ,  «i ,  ses 
trois  coordonnées,  on  aura  (n**  gi) 

y2rdi?i  =  Mo: , ,  j^^rfm  =  M;^, ,  fzdm^zMz^; 

en  sorte  que  chacune  de.  très  intégrales  sera  nulle, 
lorsqu'on  prendra  ce  poiût  pour  l'origine  des  coor* 
données. 

Quelle  que  soit  cette  origine ,  on  prouvera  plus 
loin  qu'on  peut  toujours  déterminer  la  direction  des 
trois  axes  de  manière  qu'on  ait 

Les  trois  axes  rectangulaires  des  x,  jr^  z,  qui  font 
ainsi  disparaître  ces  trois  intégrales ,  s'appellent  des 
axes  principaua:. 

Quant  aux  trois  dernières  des  neuf  intégrales ,  on 
les  exprimera  au  moyen  de  trois  autres  que  nous  re- 
présenterons par  A ,  By  C ,  et  qui  seront 

d'où  l'on  tire 

a/z^dm  =  A  +  B  — •  C, 
afx^dm  =  C  4-  A  —  B, 
:ifx^dmz=z  B  +  C  —  A. 

On  appelle  ,  en  général ,  moment  d'inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  une  droite  quelconque ,  la  somme  des 
élémens  de  sa  masse ,  multipliés  par  les  carrés  de 
leurs  distances  à  cette  droite.  Ainsi,  A ,  B,  C,  seront 
les  momens  d'inertie  du  mobile  par  rapport  aux  axes 
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des  XfjTp  z;  car,  par  exemple, ^*  ■+-  z*  est  le  carré 
de  la  distance  de  dm  a  l'axe  des  x.  Lorsque  ces  droites 
seront  des  axes  principaux ,  nous  appellerons  A , 
B ,  C ,  des  momens  d'inertie  principaux. 

Le  centre  de  gravité  et  les  axes  principaux  ont 
l'avantage  de  simplifier  les  téquations  du  mouvement, 
en  faisant  disparaître  une*  partie  de  leurs  termes, 
quand  on  les  prend  pour  origine  et  pour  axes  des 
coordonnées;  ils  jouissent,  en  outre,  de  propriétés 
très  importantes  dans  la  Dynamique ,  ainsi  qu'on  le 
verra  par  la  suite. 

56g.  La  détermination  des  momens  d'inertie  est 
un  problème^  de  calcul  intégral,  que  l'on  résoudra 
toujours  exactement  ou  par  la  méthode  des  quadra* 
tures. 

L'exemple  le  plus  simple  est  le  calcul  du  moment 
d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  et  homogène, 
par  rapport  à  l'une  de  ses  arêtes.  Prenons  trois  de  ses 
arêtes  adjacentes  pour  axes  des  or,  ^,  2,  et  désignons 
par  a,  6,  c,  leurs  longueurs  ;  puis  divisons  chacune  de 
ces  trois  droites  en  une  infinité  de  parties  infiniment 
petites.  En  menant  par  tous  les  points  de  division,  de$ 
plans  parallèles  aux  faces  dû  parallélépipède ,  on  aura 
trois  séries  de  plans  qui  le  partageront  en  élémens 
infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Le  vo- 
lume de  l'élément  qui  repond  aux  trois*  coordonnées 
Xy  jy  Zy  sevsi  évidemmciit  dxdj'dz;  on  aura  donc 
pour  sa  masse 

dm  =ss  pdxdjrdz; 
f  étant  la  densité  du  parallélépipède ,  que  Ton  sup^ 
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pose  constante.  Par  conséquent ,  le  moment  d'inertie 
C,  par  rapport  à  larète  qu'on  a  prise  pour  axe  des  z, 
et  ck>nt  la  loQgaeur  est  Cp  sera 

On  étendra  cette  intégrale  triple  à  tons  les  élé- 
mens  du  parallélépipède  donné  »  en  intégrant  ^  dans 
on  ordre  quelconque  ^  depuis  ;r  =  o,  ^ss  o^  z  ss  o, 
jusqu'à  oc^ssUf  jr^ssbf  z^stc;  ce  qui  donne,  sans 
aucune  difficulté» 

OU  y  ee  qui  est  la  même  chose, 

M  étant  la  masse  du  corps ,  de  sorte  qu'on  ait 

M  =  fabc. 
On  aura  de  même 

pour  les  momens  d'inertie  du  même  corps,  par  rap- 
port aux  arêtes  dont  les  longueurs  sont  b  et  a. 

S70.  Pour  second  exemple ,  calculons  le  moment 
dlnertie  d'un  ellipsoïde  homogène  par  rapport  à 
Pnn  de  ses  trois  axes  de  figure. 

L'équation  de  sa  surface  sera 

X*  r*  X* 

S+i;  +  ^=:i,        {a) 
en  désignant  par  aa,  afr,  ac,  les  longueurs  de  ses 
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tFois  diamètres  principaux,  que  Toq  prend  pour 
axes  des  3Cy  j ^  z.  Son  moment  d'inertie,  par  rap- 
port à  Taxe  des  z ,  sera  exprimé  par  la  même  inté- 
grale triple  que  dans  le  problème  précédent  ;  la 
constante  p  étant  toujours  la  densité  du  corps.  Poar 
obtenir  cette  intégrale  triple ,  qui  doit  être  étendue 
à  la  masse  entière  de  lellipsoide ,  j'intégrerai  d a« 
bord  par  rapport  à  z ,  en  '  regardant  x  et  jr  comme 
des  constantes;  ensuite,  par  rapport  à  ^,  en  con- 
tinuant de  regarder  x  comme  constante ,  et ,  enfin , 
par  rapport  à  x.  On  peut  suivre  Tordre  qu'on  veut 
dans  ces  trois  intégrations  successives;  celui  que  je 
choisis  revient  à  concevoir  l'ellipsoïde  partagé  en 
une  infinité  de  tranches  elliptiques,  parallèles 'au 
plan  des^  et  z;  chaque  tranche  partagée  de  même  en 
une  infinité  de  parallélépipèdes  parallèles  à  l'axe  des 
z,  et  terminés  à  la  surface;  et  chaque  parallélépipède 
en  élémens  infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimen- 
sions. Les  limites  de  l'intégrale  relative  à  z  seront  les 
deux  valeurs  de  cette  variable  qui  sont  données  par 
l'équation  {a)  ;  cette  intégrale  définie  exprimera ,  en 
fonction  de  x  et  j- ,  le  moment  d'inertie  de  l'un 
quelconque  des  parallélépipèdes.  L'intégrale  relative 
à  j'  aura  pour  limites  les  deux  valeurs  de  cette  va- 
riable, qui  répondent  à  la  même  valeur  de  x,  dans 
l'équation  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 
des  X  et^;  elle  exprimera  le  moment  d'inertie  de  la 
tranche  parallèle  au  plan  des  j^  et  z,  qui  se  trouve  à 
la  distance  x  de  ce  plan.  Enfin ,  l'intégrale  relative  à 
X  sera  prise  depuis  jc  = —  a  jusqu'à  xs=zap  et  elle 
exprimera  le  moment  d'inertie  de  l'ellipsoïde  entier. 
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En  intégrant  par  rapport  k  z,  il  vient 

(x*  +^)  zdxdjr^  constaDte. 

Les  deux  limites  données  par  Téquation  (a)  sont 

rintégrale  définie  sera  donc 


2fcx^\/i—Ç,—  ^,da:dj+2pcj*^i^Ç^ 


Si  Ton  fait  y  pour  abréger^ 


a-     ='^' 

l'intégrale  relative  à  ^  de  la  première  partie  de  la 
formate  précédente ,  deviendra 

L'équation  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 
des  jc  et  j^ ,  savoir  : 

donne  7-  =  ±  r  pour  les  deux  limites  de  l'intégrale 
relative  kj;^,  comme  on  a 

il  en  résulte,  en  remettant  pour  r*  sa  valeur. 


n^x^dx  fyj  \—^^  —  J  t/r  =  ^  (a*x»  —  x^)  dx. 
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En  intégrant  par  rapport  à  x  depuis  ars::«*ra  jus- 
qu'à x^szUf  on  aura  donc 

sans  nouveaux  calculs,  et  par  de  simples  cbangemens 
de  lettres ,  on  aura  de  même 


par  conséquent ,  le  moment  d'inertie  C  par  rapport 
à  Taxe  des  z ,  qui  est  la  somme  de  ces  deux  dernières 
intégrales ,  aura  p6ur  valeur 

On  obtiendra  de  même  les  momens  d'inertie  B  et 
A  par  rapport  aux  axes  des  jr  et  des  x.  La  masse 
de  l'ellipsoïde  étant  M,  on  aura,  d'après  son  yo« 
lume  (n*.  89) 

M—      3     , 

et  les  trois  momens  d'inertie ,  par  rapport  aux  diamè- 
tres 2a,  2b,  2C,  seront 


Ces  diamètres  sont  les  trois  axes  principaux  du 
corps ,  qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité  ;  car  en 
les  prenant  pour  axes  des  x,jr,  jz,  les  trois  intégrales 
fxfdm^  fzxdmj  fjzdmy  étendues  à  l'ellipsoïde  en- 
tier, sont  zéro,  puisque  chacune  d'elles  se  compose 
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d'élémens  qui  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signe 
coufraire. 

Oq  voit  que  parmi  les  trois  quantités  A,  B,  C ,  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  sont  celles  qui  répon- 
dent au  plus  petit  et  au  plus  grand  des  trois  diamè- 
tres; ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  par  la  définition 
des  momens  d'inertie. 

37 1 .  Dans  le  cas  d'une  sphère ,  on  a  a  :^  6=  c  ;  les 
trois  momens  d'inertie  deviennent  égaux  entre  eux , 

Ci 

et  sont  exprimés  par  -g  pa^.  Si  le  rayon  a  augmente 

d'un  infiniment  petit,  et  se  change  en  a+'da ,  l'ac^ 
croissement  correspondant  de  ce  moment  d^nertie  de 

la  sphère ,  savoir,  -g-  pa^da ,    exprimera  le  moment 

d'inertie  de  la  couche  sphérique,  dont  les  rayons 
intérieur  et  extérieur  sont  a  et  a  -f"  ^*  Maintenant, 
supposons  que  la  sphère  ne  soit  pas  homogène ,  mais 
qu  elle  soit  seulement  composée  de  couches  concen- 
triques et  homogènes ,  de  manière  qu'en  appelant  r 
le  rayon  d'une  couche  quelconque,  la  densité  p  soit 
une  fonction  donnée  de  r.  Pour  avoir  le  moment 
d'inertie  de  la  sphère  entière ,  il  faudra  intégrer  celui 

de  tette  couche  quelconque,  savoir,  -r-  fr^dr,  par 

rapport  à  r,  et  étendre  l'intégrale  au  rayon  entier  de 
la  sphère;  donc,  en  désignant  ce  rayon  par  c,  on 
atii*a 


pour  le  moment  d'inertie  demandé. 


4 
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Si  on  le  compare  a  celui  d'une  sphère  bomogène 
du  même  rayon ,  et  dont  la  densité  soit  égale  à  la 
densité  moyenne  de  celle  que  Ion  considère^  il  est 
aisé  de  voir  qxi*il  devra  être ,  par  la  définition  des 
momcns  d'inertie ,  et  qu'il  sera  effectivement ,  d'après 
3on  expression ,  plus  grand  ou  plus  petit ,  selon  que 
la  densité  /  croîtra  ou  décroîtra  continuellement  du 
centre  à  la  surface. 

5j2.  Le  calcul  du  moment  d'inertie  d'un  corps  ho- 
mogène, terminé  par  une  surface  de  révolution ,  se 
réduit  à  une  seule  intégration  dépendante  de  la  courbe 
génératrice ,  quand  on  le  prend  par  rapport  à  Taxe 
de  figure.  On  décomposera  alors  le  solide  en  anneaux 
circulaires  y  d'une  épaisseur  et  d'une  largeur  infini- 
ment petites,  dont  chacun  ait  son  centre  dans  l'axe  , 
et  soit  compris,  d'une  part ,  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe,  et  d'une  autre  part,  entre  deux 
surfaces  cylindriques ,  dont  cette  droite  sera  l'axe 
commun.  En  appelant  r  le  rayon  de  la  surface  inté- 
rieure ,T-f-  dr  celui  de  la  surface  extérieure,  et  djc  la 
distance  des  deux  plans,  le  volume  d'un  anneau  sera 
'pr(r  +  drydjc  —  "^rr^dx,  ou  nnrrdnlx ,  en  négligeant 
le  terme  infiniment  petit  du  troisième  ordre.  Sa 
masse  sera  donc  27C frdidjOf  en  désignant  par^f  la 
densité  du  corps;  et  comme  tous  les  points  de  cet 
anneau  sont  a  la  même  distance  r  de  l'axe  de  figure, 
le  produit  T^pr^drdjc,  de  cette  masse  et  de  z*,  expri- 
mera son  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe. 
Donc  si  cet  axe  et  la  courbe  génératrice  sont  la 
droite  AB  et  la  ligne  ÂMB  (fig.  i'^^)^  et  qu'on  fasse 

AP  =  a:,       PM— j, 
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on  aura  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  infiniment 
mince  du  solide  de  révolution ,  perpendiculaire  à  AB 
et  correspondante  au  point  P,  en  intégrant  ^wpr^drcbc 
depuis  r=o  jusqu'à  r=zjr,  ce  qui  donne  ^Trpjr^cbc. 
Donc. aussi ^  si  Ton  désigne  par  /  la  longueur  de  Taxe 
AB,  et  par  fJL  le  moment  d'inertie  du  solide  entier,  on 
obtiendra  la  valeur  de  (jl  en  intégrant  cette  difféaen- 
tielle  î  iTfjr^dx,  depuis  j?  =  o  jusqu'à  .r  =: /,  et  il  en 
résultera 

Si  l'on  désigne  par  a  elQ  des  valeurs  données  de 
Xy  telles  que  l'on  ait  a  <  f  et  C  <  /,  il  suffira  d'in- 
tégrer depuis  J7  =  a  jusqu'à  a:=:€,  pour  avoir  le 
moment  d'inertie  de  la  tranche  du  solide  comprise 
entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  dont  a 
et  €  sont  les  distances  au  point  A.  Si  ce  corps  est  un 
solide  creux ,  compris  entre  deux  surfaces  de  révolu- 
tion qui  Ont  le  même  axe  AB ,  on  aura  son  moment 
d'inertie ,  en  regardant  ce  corps  comme  la  différence 
de  deux  solides  de  révolution ,  dont  on  retranchera , 
l'un  de  l'autre,  les  n^omens  d'inertie  i^latife  à  l'axe 
commun.  Enfin,  si  l'oa  demandait  le  moment  d'iner- 
tie d'une  portion  du  sqlide  de  révolution ,  comprise 
entre  deux  plans  menég  par  l'axe  de  «figure ,  il  est 
évident  que  ce  moment,  par  rapport  à  cet  axe,  serait 
à  celui  du  solide  entier  comme  l'angle  des  deux  plans 
est  à  quatre  angles  droits. 

37^.  En  prenant  la  d^mi- circonférence  d'un  cercle 
pour  la  génératrice  AA^B,  et  désignant  le  rayon  par 
a,  ou  aura 

4.. 
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y^  =  lax  —  JC*, 

pour  la  valeur  de  y^  qu'il  faudra  substituer  dans  la 
formule  (()  ;  et  si  Ton  demande  le  moment  d'inertie 
du  segment  sphérique  dont  la  flèche  est  a,  pris  par 
rapport  au  diamètre  perpendiculaire  à  sa  base,  il 
faudra  intégrer ,  dans  cette  formule,  depuis  .r  =  o 
jus<^'à  .r  =  a  ;  ce  qui  donne 

Dans  le  cas  de  la  sphère  entière ,  on  fera  «t  =  :2a ,  et 

il  en  résultera  fx  =  — ^—  >  comme  précédemment. 

^  Si  la  génératrice  est  une  droite  passant  par  le  point 
A,  et  qui  fasse,  avec  l'axe  AB,  un  angle  dont  la  tan- 
gente soit  0,  on  aura 

jr  =  flx. 

Je  substitue  cette  valeur  dans  Téquation  (6),  et  j'in- 
tègre depuis  x=a  jusqu'à  xz=€;  il  vient 

Cette  valeur  sera  celle  du  moment  d'inertie  d'un 
cône  tronqué,  pris  par  rapport  à  son  axe  de  figure. 
En  appelant  a  et  b  les  rayons  de  ses  deux  bases, 
et  h  sa  hauteur,  nous  aurons 

fla  =  a,     ôff  =  i,     ff  —  «•  =  A  ; 

et  nous  pourrons  écrire  la  valeur  de  jj.  sous  la 
forme 

« 

fi  =  -^7Cfh  {a*  ■+■  a?b  +  a*b*  +  ah*  -{-  M).    '  . 
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Dans  le  cas  d'un  cône  entier ,  on  fera  b  =  o;  et 
M  étant  sa  masse ,  on  aura 

Quand  le  cône  tronqué  se  changera  en  uu  cylindre, 
CD  fera  6  =s  it  ;  et  la  niasse  étant  toujours  M ,  il 
en  résultera 

M  =  TTfha^ ,       A*  =  î  Ma*. 

374.  Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un  corps^ 
par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  gra* 
vite  y  on  en  conclut  aisément  le  moment  d'inertie 
du  même  corps,  rapporté  à  tout  autre  axe  paral- 
lèle au  premier. 

En  effet,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité,  et  prenons  le  premier  axe  pour 
celui  des  z.  Soient  a  et  Q  les  coordonnées  du  point 
où  le  second  axe  coupe  le  plan  des  x  et  jr^  auquel 
ce  second  axe  est  aussi  perpendiculaire.  Désignons 
par  a  la  distance  du  centre  de  gravité  au  second 
axe  ;  «par  r  la  distance  d'un  élément  quelconque  dm 
du  corps  au  premier  axe;  par  r^  la  distance  du 
même  point  matériel  au  second  axe.  Le  moment 
d'inertie  connu  sera  fr^dm^  et  celui  qu'on  demande 
sera  fr'^dm;  ces  intégrales  s'étendant  à  la  masse  en- 
tière du  solide.  Or,  nous  aurons 

en  multipliant  par  dm,  intégrant  et  observant  qae 
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CD  aura  donc 

mais  les  intégrales  fxdm  et  fjrdm  sont  nulles ,   à 
cause  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  des  z. 
(n*  568);  de  plus^/î/m  est  la  masse  entière  du  corps> 
que  je  représenterai  par  M;  par  conséquent ,  Téqua-^ 
tion  précédente  se  réduit  à 

f/^dm  =  fr^dm  -f-  Ma*. 

Ainsi  l'on  aura  le  moment  d'inertie  demandé,  en 
ajoutant  à  celui  qui  est  donné  la  masse  du  corps , 
multipliée  par  le  carré  de  la  distance  du  centre  de 
gravité  au  nouvel  axe* 

D'aprà<s  cette  règle,  on  aura  immédiatement  le 
moment  d'inertie  d'une  sphère  homogène  ou  com- 
posée de  couches  concentriques,  par  rapport  à  un 
axe  quelconque ,  puisque  ce  moment  est  connu  par 
rapport  à  tous  les  axes  passant  par  le  centre  de  fi- 
gure, qui  est  aussi  le  centre  de  gravité. 

Dans  un  corps  quelconque,  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  un  axe  passant  par  soci  centre  de  gra- 
vité, sera  plus  petit  que  par  rapport  à  tout  autre 
axe  parallèle  à  celui-là.  Les  momens  d'inertie  d'un 
même  corps  seront  égaux ,  par  rapport  à  tous  les 
axes  parallèles  entre  eux ,  et  également  éloignés  du 
centre  de  gravité  :  leur  valeur  commune  augmentera 
à  mesure  qu'ils  s'éloigneront  de  ce  point. 

575.  Non  -  seulement  le  moment,  d'inertie  d'un 
corps  varie  avec  la  position  absolue  de  l'axe  auquel 
on  le  rapporte,  mais  il  change  aussi  avec  la  direction 
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de  cette  droite.  Pour  montrer  comment  cette  direc* 
tioo  influe  sur  la  grandeur  du  moment  d'inertie  d'un 
corps  quelconque  y  proposons-nous  de  trouver  celui 
de  la  masse  M  par  rapport  à  un  axe  mené  par  lori- 
gine  des  coordonnées ,  et  qui  fasse  avec  les  axes  des 
^>/>  ^9  1^  trois  angles  donnés  cl,  €^  y. 

Soient  p  la  perpendiculaire  abaissée  de  1  élément 
dm$uT  le  nouvel  axe,  D  la  distance  de  ce  point  ma- 
tériel à  Torigine  des  coordonnées ,  J"  l'angle  compris 
oitre  la  ligne  D  et  le  nouvel  axe.  Les  coordonnées 
de  dm  étant  a: ,  jr,  z^  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  direction  de   son  rayon  vecteur  D  avec  les  axes 

de  ces  coordonnées^  seront  g>  n'  D  '  P®^  consé-? 
quent ,  on  aura  (n*  g) 

cos  cT  =  g  cos  «t  +  ^  cos  ^  +  A  cos  y. 

D'ailleurs^  on  a 

p  =  D sin  cf ,      />•  =  D»  —  (D  cos  «T/; 

en  substituant  donc  pour  D  cos  eT  la  formule  précé*^. 
dente,  multipliée  par  D,  et  mettant  x*  +  /'+^* 
an  lieu  de   D'^  il  en  résultera 

p^  =  ar*  sin^  a  +  J^  sin*  S  +  z*  sin*  y 
•^  2xjrcos  a  cos  C  —  2xz  cosoLCOsy —  2/zcos  5cos  ^  j 

d'où  l'on  conclut 

fp'dm  =  sin*  et.Jx^dm  +  sin^C./f^dni'^'Sm^y./z^dm 
-^  2COS  A  co^S .  fxjrdm — 2  cos  A  cos  y.  fxzdn\ 
—  2 cos  Ç  cos y*fjzdm. 
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Au  moyeu  de  cette  formule ,  on  aura  donc  le  mo- 
ment d'inertie  fp^dm ,  relatif  à  un  axe  de  direction 
donnée,  et  passant  par  Torigine  des  coordonnées , 
quand  on  connaîtra  les  six  \t\Xé^rz\e%  fx^dm^  Jj^dnif 
fz^dm  y  fxjrdm  ^  fst:zdmp  fjzdm^  étendues  à  la  masse 
entière  du  corps,  et  relatives  aux  axes  des  coordon* 
nées.  Si  ces  trois  droites  sont  des  axes  principaux, 
les  trois  dernières  intégrales  seront  nulles  (n**  368); 
et  la  formule  précédente  se  réduira  à 

fp^dm  =  sin*ot  .fx^dm  +  sin*^  ./y^dm-^-  sin*y  .fz^dm. 

Mais,  en  vertu  de.Féquation 

cos*  a  +  cos*  G  -f-  cos*  ^  =  i , 

nous  ayons 

sm*  a  =  cos  S  +  cos*y  ^ 
sin*^  =  cos'T'  ■+"  c<>s*«t, 
sin*  y  =  cos*  a  +  cos*  C  ; 

m 

ce  qui  change  la  valeur  de/p^dm  en  celle-ci  : 

fp^dm  =  {fjr^dm  +fz^dm)  cos*  <x , 
4-  {fz^dm  ^fx^dm)  cos*  ^, 
+  {fx^dm  +fj*dm)  cos*  y  ; 

doue  eu  réunissant  chaque  couple  d'intégrales  en  une 
seule ,  et  désignant  par  A ,  B ,  C ,  comme  dans  le 
n*  568,  les  momens  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
des  Xf  jTf  Zj  nous  aurons  finalement 

fp^dm  =  A  cos*  <x  +  B  cos*^  +  C  cos* 3^.     (c) 
Ainsi,  il  suffira  de  connaître  les  trois  moments 
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dlnerlie  relatifs  aux  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  en  un  point  donné,  pour  en  conclure  immé'^ 
diatement  le  moment  d'inertie  corre<^pondant  à  un 
axe  quelconque,  passant  par  ce  point;  et,  en  com- 
binant ce  résultat  avec  celui  du  numéro  précédent , 
on  voit  que  le  calcul  de  tous  les  momens  d'inertie 
d'un  même  corps  se  réduira  à  déterminer  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  qui  répondent  à  son 
centre  de  gravité.  Ayant  calculé,  par  exemple  (n*  570), 
les  valeurs  de  ces  trois  momens  d'inertie,  dans  le 
cas  de  l'ellipsoïde  homogène ,  nous  pouvons  regar- 
der comme  connu  le  moment  d'inertie  de  ce  corps  ^ 
par  rapport  k  un  axe  quelconque. 

576*  Le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  trois  mo- 
mens d'inertie  principaux  A,  B,  C,  qui  entrent  dans 
la  formule  (c),  sont  aussi  le  plus  grand  et  le  plus  pe- 
tit de  tous  les  momens  d'inertie  du  même  corps,  par 
rapport  aux  axes  passant  par  l'origine  des  coor- 
données. 

Soit ,  en  effet ,  A  la  plus  grande  des  trois  quantités 
A ,  B,  C  ;  en  mettant  i  —  cos*  €  *—  ces*  y  h  la  place 
de  cos*  et  dans  l'équation  (c) ,  on  aura 

/p^dm  =  A  —  (A  —  B)  cos»^—  (A—  C)  cos* >; 

d'où  l'on  conclut  que  fp^dm  est  moindre  que  A , 
quels  que  soient  les  angles  C  et  y.  De  même,  C  étant 
la  plus  petite  des  trois  quantités  A,  B,  C,  si  l'on  met 
l'équation  (c)  sous  la  forme 

yji?*^  =  C  +  (A  — C)cos*tt  +  (A  — B)cos*C^ 

on  voit  qu'on  a  constamment  fp^dm  >•  C. 
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Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  quantités  A  , 
B^  C  t  sont  égales,  on  a  aussi  fp^dm  =  A ,  quelle  que 
soit  la  direction  de  l'axe  auquel  le  moment  d'inertie 
fp^dnt  est  rapporta;  donc  alors  les  momens  d'inertie 
sont  égaux  par  rapport  à  tous  les  axes  passant  par 
l'origine  des  coordonnées.  Ce  cas  est  celui  de  la 
sphère  homogène  ou  composée  de  couches  concen-; 
triques,  lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  placée 
à  son  centre  ;  il  a  également  lieu  pour  le  cube ,  roc* 
taèdre  régulier  et  d'autres  corps  homogènes,  dont  les 
trois  momens  d'inertie  principaux  ne  peuvent  différer 
entre  eux ,  en  plaçant  toujours  l'origine  des  coordon- 
nées à  leur  centre  de  figure. 

Si  l'on  a  seulement  A  =  B  ,  l'équation  (c)  se  ré*, 
duira  à 

fp^dm  =  A  sin*  y  +  Q»  cos*  y  ; 

et  cette  valeur  de  fp^dm  étant  indépendante  des  an-i 
gles  CL  éi  Q  f  le^  moment  d'inertie  sera  le  même  par 
rapport  à  tons  les  axes  menés  par  Forigine  des  coor- 
données, qui  font  un  même  angle  y  avec  l'axe  des  z. 
Ce  cas  est  celui  d'un  solide  de  révolution  homogène^ 
quand  cette  droite  est  son  axe  de  figure. 

D'après  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n®  574  9  nous 
pouvons  dire,  maintenant,  que  le  plus  petit  de  tous 
les  momens  d'inertie  qu'un  même  corps  puisse  avoir, 
répond  à  l'un  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
à  son  centre  de  gravité.  Ainsi,  par  exemple,  le  plus 
petit  de  tous  les  momens  d'inertie  d'un  ellipsoïde 
homogène ,  se  rapporte  au  plus  grand  de  ses  trois 
diamètres  conjugués  rectangulaires. 
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377.  Nous  allons  actuellement  démontrer  l'exis- 
tence des  axes  principaux  que  nous  avons  supposée 
jusqu'à  présent,  et  déteroiiner  leur  direction  pour 
chaque  point  d'un  corps  de  forme  quelconque;  mais, 
pour  cela ,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les  formules 
générales  de  la  transformation  des  coordonnées, 
dont  nous  aurons  besoin,  d ailleurs,  dans  d'autres 
occasions. 

Soient  a?,  ^,  2,  les  trois  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M,  rapportées  aux  axes  rectangulaires 
Ox,  Oj",  Oz  (fig.  2).  Désignons  par  a:^,  jr^ ,  z^ ,  les 
coordonnées  du  même  point ,  ayant  la  même  origine, 
et  rappo4*tées  aux  trois  axes  Ox^,  0/^ ,  Oz^ ,  qui  sont 
aussi  perpendiculaires  entre  eux.  Du  point  M ,  abais- 
sons des  perpendiculaires  MP  et  MK  sur  Taxe  Ox  et 
sur  le  plan  des  x^  e^Xtt  ^^  ^^  point  K,  une  perpen- 
diculaire KH  sur  l'axe  Ox^  ;  en  sorte  qu'on  ait 

OP  =  x,    OH  =  a:,,    KH=^^,   MK  =  z,. 

La  projection  sur  l'axe  Ox,  de  la  ligne  brisée  MKHO, 
sera  OP;  les  projections  de  ses* parties  OH,  KH,  MK, 
seront  égales  à  ces  droites,  multipliées  par  les  cosinus 
des  angles  que  les  axes  des  x^jj^^z^j  font  avec  l'axe 
Oo:;  en  en  faisant  la  somme,  on  aura  donc 


x  =  ar^  cos  x^x^  +7*^  cos  oOj^  +  z,  cos  Mz^. 

La  figure  suppose  ces  trois  angles  aigus,  et  les  trois 
coordonnées  x^,  jr^^  z, ,  positives  ;  auquel  cas  leurs 
projections  tombent  sur  la  direction  même  de  Ox , 
et  doivent  s'ajouter  en  grandeur  absolue;  mais  il  est 
facile  de  s'assurer  que  cette  équation  subsistera  dans 
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tous  les  cas  ^  en  ayant  égard  aux  signes  des  cooi  don* 
nées  x^^  jr^f  z^,  des  cosinus,  et  de  Tabscisse  x.  Par 
exemple,  on  verra  aisément  que  si  Tabscisse  x,  est 
négative,  et  l'angle  ûcOx^  aigu ,  ou  bien ,  si  cette  abs- 
cisse est  positive,  et  cet  angle  obtus,  la  projection  de 
OH  tombera  sur  lé  prolongement  de  0«r,  et  la  va- 
leur absolue  de  cette  projection  devra  être  retran- 
chée; et  Ton  verra,  au  contraire,  qu'elle  devra  être 
ajoutée,  quand  cette  abscisse  x^  sera  négative,  et 
qu'en  même  temps  l'angle  xOx,  sera  obtus  ;  ce  qui 
s'accorde,  dans  les  deux  cas,  avec  le  signe  du  produit 
o^^cos  JcOx^ 

On  verra  de  même  que  les  projections  de  la  ligne 
brisée  MKHO  sur  les  axes  Ojr  et  Oz,  ou  sur  leurs 
prolongemens ,  sont  toujours  égales  à  ^  et  z.  Cela 
étant,  si  nous  faisons 

cos  ûcOx^  =  a ,  cos  xOjr^  =  b  ,  cos  xOz^  =  c  , 
cos  jOx^  =  a',  cosjrOjr^  =s=  b\  cos  jOz^  i=  c' , 
cos  zOx,  =:  a",     cos  zOjr^  =  6'',     cos  zOz^  =  c". 


nous  aurons 


X  =  ax^  +  hy^  +  cz^^ 

Ces  neu&  cosinus  a,  b ,  etc.,  sont  liés  entre  eux 
par  six  équations,  savoir  : 

a»  +  a"  +  a"*=i,    ai  +  a'6' +  «"i"  =  o,   ) 
6»  +  6'»  +  b'"  =  I ,     ac+é^c'-i-  a"c" = o,  [  (a) 
C  +  c'*  ■+■  c"*  =s  I ,     bc  +  b'c'  H-  b"c" = o.   ) 

La  première,  par  exemple,  résulte  de  ce  que  «,  a',. 
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a^j  sont  les  cosinus  des  arigles  que  fait  une  même 
droite  Ox^  avec  les  trois  axes  rectangulaires  Qx ,  Ojr\ 
O2;  et  la  quatrième,  de  ce  que  cette  droite  Ox^  et  la 
ligne  Ojr^ ,  à  laquelle  répondent  les  cosinus  i,  b'y  i", 
soot  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  On  obtient  aussi 
ces  six  équations  en  substituant  les  valeurs  de  x , 
7i  2,  dans  Téquation 

dont  les  deux  membres  sont  le  carré  de  OM,  et  qui 
doit  être  identique. 

En  ayant  égard  aux  équations  (2),  les  équations  (  i  ) 
donnent,  réciproquement, 

jc^  z=z  ax  +  djr  +  «"2,   ) 

jr^    =z   bx  +  b'jr  +   b'^z,    >         (3) 

z^   ^s  ex  -{-  c^j  +  d'z  ;   ) 
etloQ  peut  remplacer  les  équations  (2)  par  celles-ci  : 

a'  4-  6*  -f-  c*=  I ,     aa'  +  W  +  ce'  =  o,   ) 
a'»4.  i'*  +c'*  =  1,     aa!'+bb''-tcc''==z  6,  >  (4) 
a"«-|-  ^"•^^"•=  I,     aV+6'6"+cV'=  o.   ) 

La  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du 
n'  277  montre  clairement  1  analogie  qui  existe  entre 
les  projections  des  lignes  droites  et  celles  des  surfaces 
planes,  d*où  résulte  l'identité  de  la  composition  des 
forces  représentées  par  des  portions  de  droites,  avec 
la  compositioa  des  raomens  repixïsentés  par  des  aires 
planes. 

578.  Dans  la  transformation  des  coordonnées,  on 
devradonc considérer  six  dos  neuf  coefficiens^z,  i,etc., 
comme  des    fonctions  des  trois  autres,  déterminées 
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soit  par  les  équations  (2) ,  soit  par  les  équations  (4)  i 
mais  il  vaudra  mieux  exprimer  ceâ  neuf  coefficiens, 
au  moyen  de  trois  nouvelles  quantités ,  par  des  for- 
amies  qui  sartisferoat  aux  équations  (2)  ou  (4)- 

Pour  cela,  supposons  que  la  droite  NON'  (  fîg.  3) 
soit  rintersection  du  plan  des  x^  et  j'/avec  le  plan 
des  X  et  ^;  et  faisons 

N0x=4,   NOx,  =  <p,    ZOz,=  0: 

ces  trois  angles  '^ ,  (p,  fi ,  détermineront ,  sans 
ambiguité,  la  position  des  axes  des  x^t  y,,  z,f  par 
rapport  à  ceux  des  oc ^  j ^  z^  pourvu  que  Ton  con- 
vienne préalablement  dû  sens  dans  lequel  ces  an- 
gles seront  comptés.  Pour  plus  de  commodité^  je  sup- 
poserai que  le  plan  des  a:  et^ soit  horizontal,  et  que 
Taxe  vertical  des  %  positives  soit  dirigé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur. 

L'angle  6  s'étendra  depuis  zéro  jusqu'à  180^;  selon 
qu'il  sera  aigu  ou  obtus ,  l'axe  Oz^  sera  situé  au-des- 
sous ou  au-dessus  du  plan  des  a:  et  ^  :  pour  fi  ^  o  , 
{^z^  coïncidera  avec  Oz,  et  pour  6  =  180®,  Oz,  tom- 
bera sur  le  prolongement  de  Oz, 

Dans  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  du 
point  0  ,  le.s  axes  Oor^ ,  QJr^ ,  Oz, ,  seront  des  droites 
fixes  dans  son  inténeur  et  mobiles  avec  lui ,  et  les 
axes  Ox,  Oj-^  Oz,  seront  des  droites  fixes  dans  l'es- 
pace. 11  pourra  alors  arriver  que  les  angles  '^  et  f 
.soient  positifs  ou  négatifs,  et  qu'ils  comprennent  une 
ou  plusieurs  circonférences;  mais,  à  un  instant  quel- 
conque ,  on  aura  toujours   • 
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en  désignant  par  n  et  i  des  nombres  entiers,  positifs 
ou  négatifs ,  ou  zéro ,  et  par  u  et  ^  des  variables  po-> 
sitîves  et  moindres  que  a^r.  Or,  langle  u  sera  compté, 
à  partir  de  la  droite  Ox,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  ^;  de  sorte  que,  par  exemple,  la  droite  ON 
coïncidera  avec  Ox  pour  u  =  o ,  avec  le  prolonge- 
ment de  0^  pour  ii  =  goo,  avec  celui  de  Ox  pour 
u  =  i8o*,  et  avec  Oj'  pour  u  =  370*.  L'angle  i^  sem 
compté,  à  partir  de  ON,  au-dessus  du  plan  des  a: 
eXjr,  de  manière  que  l'axe  Oœ^  se  trouvera  au-dessus 
de  ce  plan,  quand  (^  sera  moindre  que  .180%  et  au- 
dessous  quand  cet  angle  surpassera  180^.  Pour  i^=o. 
Taxe  Oor^  coïncidera  avec  la   droite  ON ,  et  pour 
(;=z=i8o%  avec  le  prolongement  ON'  de  ON.  Dans 
tous  les  cas,  l'angle  0,  aigu  ou  obtus,  sera  l'angle 
dièdre  dont  l'arête  est  ON ,  et  dont  les  faces  sont  les 
angles  NOx  et  NOx^ ,  réduits  à  leurs  parties  u  et  i/.  La 
figure  suppose  que  les  trois  angles  u,  ç,  9,  soientaigus. 
Cela  posé ,  loi^que  l'angle  %[/  sera  donné ,  on  por- 
tera sa  partie  u  sur  le  plan  horizontal ,  à  partir  de 
Taxe  Ox,  et  dans  le  sens  de  la  flèche  s  ;  ce  qui  déter- 
minera la  position  de  la  droite  ON.  L'angle  <p  étant 
aussi  donné,  on  portera  d'abord  sa  partie  i^  sur  le 
plan  horizontal ,  à  partir  de  la  droite  ON ,  et  dans  le 
sens  de  la  flèche  /,  c'est-à-dire ,  en  sens  contraire  de 
s;  ensuite,  on  fera  tourner  le  plan  de  l'angle  (p  au- 
tour de  ON,  de  maîiière  que  la  partie  de  ^  adjacente 
à  ON  s'élève  au-dessus  du  plan  horizontal.  Quand  ce 
plan  aura  décrit  l'angle  donné  6,  l'autre  côté  de  l'angle 
9  sera  la  véritable  position  de  l'axe  0<r^,  au-dessus  ou 
au-dessous  du  plan  horizontal,  suivant  qu'on  aura 
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i><  i8o'  ou  i^>  i8o*.  En  augraeatanl,  dans  son 
plad,  l'angle  u  de  90%  on  aura  la  position  de  Taxe  OXi  f 
et  après  avoir  mené  une  perpendiculaire  à  ce  plan , 
on  prendra  pour  Oz^  la  partie  de  celte  droite  ,  com- 
prise au-dessous  ou  au-dessus  du  plan  horizontal ,  se- 
lon que  l'angle  fl  sera  aigu  ou  obtus. 

Les  trois  axes  Ox,,  O7, ,  Oz,,  étant  ainsi  complè- 
tement déterminés  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oj,  Os, 
au  moyen  des  angles  4^  <P  »  ô,  il  faut  que  les  neuf  co- 
sinus a,  b,  etc.,  soient  des  fonctions  de  ces  trois  an- 
gles; et,  en  effet,  en  leur  donnant  les  directions 
qu'on  vient  d'expliquer,  on  a 

n  =  cos  8  sin  4  sin  ^  +  cos  4  cos  ^  , 

&  =  cos  6  sin  4  cos  ^  —  cos  4  si^^  ^  > 

c  =  sin  6  sin  4  > 

a'  =  cos  6  cos  4  sin  ^  —  sin  4  cos  ^  , 

6'  =:  cos 6 cos4  cos ^  +  sîn 4  sin  ^ ,    ^    (5) 

c'  =  sin  6  cos  4  9 

a"=  —  sinflsin(p, 

A"  =  —  sin  ô  cos  ^, 

c"  =î=  cos  6. 

On  vérifie  aisément  que  ces  valeurs  de  a,  6 ,  etc*  , 
rendent  identiques  les  équations  (3)  et  (4) ,  et  qu'il 
n'en  résulte  aucune  relation  entre  les  angles  4  »  ^>  Ô- 

5 -7g,  Quoique  ces  formules  (5)  soient  générale- 
ment connues ,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  la 
manière  suivante  d'y  parvenir. 

On  sait  que  it,  C,  y,  étant  les  trois  angles  d'un 
triangle  sphérique  quelconque,  et  A  l'angle  opposé 
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«o  côté  a,  on  a 

cos  CL  z=:  cas  A  s\n  s  sia  5^  +  cos  I?  cos  y. 

Or,  si  nous  imaginons  une  sphère  décrite  du  point 
0  comme  centre ,  et  d  un  rayon  quelconque ,  nous 
aurons  d'abord  sur  cette  surface  un  triangle  formé 
par  les  trois  arcs  qui  répondent  aux  angles  NO;r, 
NOor^ ,  aOjc^ ,  dans  tequel  l'angle  opposé  au  dernier 
côté  sera  égal  à  fl  ;  donc ,  à  cause  de  NOjt  =  4.  et 
NOo:^  =1:9  ^  y  on  aura 

cos  xOa:^  =  a  =  cos  6  sin  >[/  sin  ^  4*  cos  4  cos  ç . 

Cette  équation  ayant  lieu  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  (p  et  *^  p  on  peut  supposer  que  ç>  devienne 
^+90*;  alors  ^  Taxe  Ox,  prendra  la  place  de  O/-,^ 
l'angle  arOLr^  deviendra  xOjj ,  et  l'on  aura 

cos  arO;^^  =  £  =  cos  6  sin  ^  cos  ^  — -  cos  %}/  sin  ^« 

De  même ,  en  mettant  4  +  Qo''  à  la  place  de  4  ^  dans 
l'équation  précédente,  l'axe  Ox  se  changera  dans 
Taxe  0/*,  et  l'angle  jcOjc^  deviendra  ^ùx^  ;  de  «orte 
que  l'on  aura 

cos^OLr^s=s  a^  r=:  cos  fl  cos  4  sin  9  *—  8În  4  cois  ^. 

Et  si  Ton  met  à  la  fois  dans  cette  équation  précédente 
4  +  90**  et  ^  -|-  90*  au  lieu  de  4  c*  ^  >  Tangle  xOx^ 
«era  remplacé  par  Ysin^lejrOj'^,  et  il  en  résultera 

cmfOjr^:=:  V  =  COS  6  COS 4  COS  ^  +  siu  4  sin  ç. 

Considérons  de  même  le  triangle  sphérique  dont 
les  trois  côtés  répondent  aux  angles  NO^ ,  NOz^ , 


5 
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0cOz^,  L'angle  opposé  au  dernier  côté  est  90**  —  6  ; 
de  plus  9  on  a  K0a:s=4  et  NOz,  =  9^'**  ^^  faisant 
A  =  90'  —  6,  ff  =4,  5.  =  90%  a=a:Oz^f  Téquation 
générale  se  réduira  donc  à 

cos  xOz^  =s  c  =  sin  6  sin  %}/  ; 

d'où  l'on  conclut  aussi 

cos^js^  =3=  c  =  sin  6  cos  •>{/ , 

en  mettant  4  *+*  90*  à  la  place  de  >(/  ;  ce  <]ui  change 
Taxe  Ox  dans  Ojr ,  et  l'angle  xOz^  dans  l'angle  jOz^. 
Enfin,  dans  le  triangle  sphérique  dont  les  côtés 
répondent  aux  angles  NOz ,  NOx^ ,  zOx^  ^  l'angle  op- 
posé au  dernier  côté  est  égal  à  fi-f-go®,  et  Ton  a 
NOz  =  90*  et  NOj:^= ^.  Si  donc  on  fait  Ass  go^-f-  6, 
^=90%  ys=2<p,  a=:zOx^,  dans  l'équation  gêné-  * 
raie ,  on  aura 

cos  zOx^  =  a"  =  —  sin  8  sin  (p. 

En  mettant  ç  +  90*  à  la  place  de  <p ,  dans  ce  résultat, 
l'axe  Ox^  se  changera  en  O/", ,  et  l'angle  zOx,  en 
zOj'^  ;  par  conséquent ,  nous  aurons  aussi 

cos  zO/^  =  6"  =  —  sin  fl  cos  ^. 
Quant  au  neuvième  cosinus  c'\  on  a 

c"  =  cos  zOz^  =  cos  6. 

58o.. Supposons  maintenant  que  les  axes  des  coor- 
données ^t  9  y, 9.^1  f  soient  les  axes  principaux  qui  se 
eoupent  au  point  0;  d'après  leur  définition  (n*  568), 
ou  aura 
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et  il  s'agira  de  prouver  que  ces  trois  équations  don- 
nent toujours  pour  les  angles  ^,  -J^,,  6,  des  valeurs 
réelles. 

En  faisant,  pour  abréger, 

X=:a:cos4' — ^sin4> 

Y  =  ,r  cos  6  sin  >(/  +  j^  cos  fl  cos  4  — •  z  sin  fl, 

et  substituant  les  formules  (5)  dans  les  équations  (5) , 
nous  aurons 

jc^  =  Y  sin  ^  +  X  cos  ç , 

■ 

7"^  =  YcosÇ) — Xsin  ç , 
z^zma:  sin  6  sin  ^|/  4-^  sîn  B  co»  4  +  z  cos  fl. 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  la  première  équation  (à) 
prend  la  forme 

sîn  2^/(X*  —  Y*)  €&i  =  3  cos  2(pf%Ydm ,     (b) 

et  les  deux  dernières  deviennent 

cos  ^/Yzjdm  — .  sin  ^fHz/ùn  =  o, 
sin  (pfYZfdm  +  cos^/Xz^dm  =  o. 

En  ajoutant  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
multipliées  par  cos  ^  et  sin  (p ,  ou  par  —  sin  f  .  et 
cos^^  elles  seront  remplacées  par  celles-ci  : 

« 

pizjdm  =  o,       f\zjdm  =  0, 

qui  ne  contiennent  plus  l'angle  ^.  J'y  mets  pour 
X,  Y,  z^,  leurs  valeurs,  et  je  fais 

5.. 
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ffzdm  =  /',     fzxdm  =  g',      fxjrdm  =  h  ; 

ces  six  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du 
corps  que  Ton  considère.  Il  en  résulte 

(ysîn*4  +  ^^'  sîn  >}/  cos  4  +  §  cos*4  —  ^)  sin  ô  cos  fl 
+  (g'sin4+/'cos4)(cos*6  — sin*fl)=^o, 

[h!  (cos'  4  —  sin*  4)  H^  (/^  —  ë)  ^^^  4  ^^^  4]  ^^^  ^ 
+  (§^'€084 — /*'sin4)cosôa=o. 

Or,  si  nous  faisons 

tang4==^f     sîn4=  ,  cos4  = 


la  seconde  de  ces  deux  équations  donnera 
et  la  première  prendra  la  forme 

Eo  y  mettant  pour  tang  6  sa  yaleur,  elle  devient 

[(/—•A)  u»  +  ih'u  +g-h](fu^  g') 

son  premier  membre  est  la  même  chose  que 
par  conséquent,  on  aura  finalement 
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Ainsi ,  les  équations  (a)  sont  remplacées  par  les 
équations  (b),  (c),  (d).  Or,  cette  dernière  étant  du 
troisième  degré,  elle  aura  au  moins  une  racine 
réelle;  on  aura  donc  une  valeur  réelle  de  u  ou 
tangO.,  à  laquelle  répondront  un  angle  4  moindre 
que  7  Tf,  et  un  autre  égal  au  premier  augmenté  de  ^; 
qai  appartiendront  aux  deux  parties  ON  et  ON^  ds 
nntersection  du  plan  inconnu  des  x^  et  ^^ ,  avec  le 

plao  donné  des  or  et  /•  A  cause  du  radical  \/i^u^p 
l'équation  (c)  donnera  ensuite  deux  valeurs  de  tangO^t 
égales  et  de  signe  contraire,  qui  appartiendront  à 
an  «Dgle  aigu  et  k  son  supplément,  et,  conséquem- 
ment,  à  l'axe  Oz^  et  à  son  prolongement.  Enfin ,  on 
tirera  de  Téquation  (b)  une  valeur  réelle  de  lang  2^/ 
à  laquelle  répondront  deux  valeurs  de  ^,  dont  l'une 
sera  moindre  que  ^'7r,et  l'autre  égale  à  la  première 
augmentée  de  ^tt.  La  première  étant  prise  pour 
la  valeur  de  l'angle  ISOx^,  la  seconde  sera  celle  de 
langle  ^Ojr^;  et,  en  effet,  tout  étant  semblable  par 
rapport  aux  deux  axes  Ox^  et  Oy^,  ils  devaient  être 
déterminés  par  une  même  équation. 

On  voit  de  même  que  les  trois  racines  de  l'équa- 
tiou  {d)  devront,  être  réelles ,  et  qu'elles  représente-^ 
ront  les  tangentes  des  angles  compris  entre  Taxe  Qr 
et  les  trois  droite^  suivant  lesquelles  les  plans  des 
coordonnées  «2:^  7  X  '  ^/  »  viennent  cpuper  le  plan  des 
a:  et  /;  car  ces  trois  tangentes  doivent  être  données, 
par  une  même  équation ,  puisqu'on  ne  saurait  expri-^. 
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mer,  dans  le  calcul  f  aucune  différence  entre  les  trois 
axes  principaux  dont  on  cherche  la  position. 

Nous  conclurons  donc  de  cette  analjse  qu'il  existe 
toujours  trois  axes  principaux  rectangulaires  qui  se 
coupent  en  un  point  donne  0  ^  et  qu'en  général  ce 
système  d'axes  principaux  est  unique.  Pour  qu'il 
en  existât  plusieurs ,  il  faudrait  que  l'équation  (d)  fut 
d'un  degré  supérieur  au  troisième ,  et  qu'elle  eût  trois 
ibis  autant  de  racines  réelles  qu'il  y  aurait  de  ces 
systèmes;  mais,  dans  certains  cas,  les  équations  dont 
dépendent  les  valeurs  de  4  »  89^»  deviennent  iden- 
tiques, et  alors  les  axes  principaux  sont  en  nombre 
infini.  Nous  pourrions  déterminer  ces  cas  particuliers 
par  l'examen  des  équations  dont  il  s'agit  ;  mais  on 
y  parviendra  plus  facilement  par  les  considérations 
suivantes. 

38 1«  D'après  les  formules  (i)  et  les  équations  (a) , 
qui  caractérisent  les  axes  principaux  Oo:^,  O/"^,  Oz,, 
on  a  évidemment 

Jxjrdm  =  aa!fx*dni  -f-  hVfy^dm  +  cdfz^dm^ 
f<ixdm  =iaal'fx^*dm  +  hV^fj^dm  ^cé'fz^dm^ 
fyzdm  =9dd'fx;dm  +  Vbyx;dm  +c'cYz;dm. 

• 

Or,  si  les  trois  intégrales  fx^dm^  fy^dm^  fi»^dm , 
sont  égales,  ces  valeurs  de  fxjdm,  fzxdntffjrzdm^ 
se  réduisent  à  zéro,  en  vertu  des  trois  dernières 
équations  (4);  par  conséquent,  dans  ce  cas,  les 
droites  Oor,  0^-,  O2,  forment  un  second  syst^e 
d'axes  principaux;  et  comme  leur  direction  reste 
absolument  indéterminée  par  rapport  aux  axes  Ox^^ 
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0/^f  Oz^y  il  s'ensuit  que  tous  les  systèmes  d'axes 
rectangulaires  qu'on  peut  mener  |>ar  le  point  0,  sont 
des  axes  principaux.  Ce  cas  est  celui  où  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  sont  égaux  ;  car,  de  ce 
qu'on  suppose 

fx^dm  =  fj^dm  =  fz*dm , 
il  en  résulte 

/(^;4-r/)  dm  =/(x/+  z;)  dm=f{j;^  z;)  dm. 

Si  deux  seulement  des  trois  momens  d'ineiiie 
principaux  sont  égaux,  par  exemple,  ceux  qui  se 
rapportent  aux  axes  Ox^  et  Ojr^ ,  de  manière  qu'on 
ait 

/(r;  +  V)^  =  /(^/  +  z;)dm, 

il  existera  encore  un  nombre  infini  de  systèmes 
d'axes  principaux ,  qui  auront  tous  un  axe  commun , 
savoir,  l'axe  Oz^.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  deux  inte^ 
grales/7/dm  et  fx^dm  seront  égales;  et,  en  vertu 
des  dernières  équations  (4),  les  valeurs  A^.fxjdm^ 
fixdm,  jyzdm,  pourront  se  mettre  sous  la  forme  : 

fxjrdm  =  ce' {fz^^dm  — fx^dnC)^ 
fzxdm  =  cd'{fz^dm  — fx^dm)^ 
fyzdm  =  c'd\fz^dm  — fx^drn). 

Or,  si  Ton  fait  coïncider  l'axe  Oz  avec  l'axe  principal 
Ojs^  ,  les  angles  aOz^  et  y^z^  seront  droits  ;  on  aura, 
donc  c  =  0  et  c'so,  et,  par  conséquent, 

fxjrdinz=zOf     fzxdm  =20,     fjzdm=^Q. 
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DiHic ,  dans  ce  cas  ^  tout  système  formé  de  Taxe  Oz^ 
et  de  deux  autres  axes  rectangulaires  f  menés  arbi- 
trairement par  le  point  0  dans  le  plan  jrpx^ ,  sera 
un  système  d'axes  principaux. 

Enfin,  lorsque  les  trois  momens  d^inertie  princi- 
paux sont  inégaux 9  on  peut  être  certain  qu'il  n'existe 
qu'un  seul  système  d'axes  principaux  ;  car,  soit  A  le 
plus  grand  de  ces  trois  momens  inégaux  ;  supposons^ 
pour  un  moment,  qu'il  existe  un  second  système 
d'axes  principaux ,  et  désignons  par  A'  le  plus^  grand 
des  trois  momens  qui  s^y  rapportent  :  il  faudrait , 
d'après  le  théorème  du  n*  3^6 ,  qu'on  eût  à  la  fois 
A  >  A'  et  A'  >  A  ;  ce  qui  est  impossible ,  et  rend 
inadmissible  la  supposition  d'un  second  système  d'axes 
principaux. 

383.  Les  points  d'un  corps,  quand  il  en  existe, 
pour  lesquels  les  trois  momens  d'inertie  principaux , 
et,  par  conséquent,  tous  les  momens  d^inertîe,  sont 
égaux,  jouissent,  comme  on  le  verra  par  la  suite, 
d'une  propriété  remarquable ,  relativement  à  la  rota- 
tion de  ce  corps.  Il  est  donc  utile  de  les  déterminer  ; 
et  voîci  comment  on  y  parvient. 

Supposons  que  l'origine  des  coordonnées  oc^j^  z, 
soit  placée  au  centre  de  gravité  du  mobile,  et  que 
ces  coordonnées  soient  rapportées  aux  trois  axes 
principaux  qui  se  coupent  en  ce  point;  désignons 
par  A,  B,  G,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes 
des  ocjjr,  z}  nous  aurons  (n*  368) 

fxdm  =  o,  fydm  =  o ,  fzdm  =  o , 
fyzdm^siOf  fzxdm=zo,  fxydmz=zo, 
Aj^+z-)dm=^A,  /(.r*-hz^>//n=rB,  /{a:^+jr^)dfn=C; 
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tontes  ces  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du 
mobile. 

Soient  ct^  Cp  yf]e&  coordonnées  inconnues  d'un 
des  points  demandés  ^  rapportées  aux  axes  des  x  ^y  ^ 
Zy  de  sorte  qu'on  ait^  pour  ce  point  particulier^  ar=ot , 
j^  =  C,  zssj^.  Transportons-y  l'origine  des  coor- 
données, sans  changer  la  direction  des  axes;  les  coor- 
données de  l'élëmeot  dm  deviendront  x-^-^et^jr — 5, 
z  —  y.  Mais  si  l'on  veut  que  les  momens  d^inertie  re- 
latifs à  tontes  les  droites  qui  passent  par  cette  nou- 
velle origine  soient  égaux,  il  faut  que'  toutes  <:es 
droites  soient  des  axes  principaux ,  puisque ,  d'après 
le  numéro  précédent,  l'une  de  ces  conditions  est  une 
suite  nécessaire  de  l'autre.  Les  axes  des  coordonnées 
^ — ^9 y —  ^>  ^  ~  >>  étant  donc  des  axes  principaux, 
on  aura 

f{x  — A){jr —  C)dm^=zfxjrdm'-^  (ijjrdm  — Cfxdm+  aSfdms:sOy 
f(z  — 'y)(x^^a)dm=f^dm  — yfxdm —  afzdm-^yttfdmjszOj 
f(jr — ff)(z  —  y)dm  '=:fjrzdm  —  ifzdm  ^^yfjdm + Cyfdm  =  o  ; 

équations  qui  se  réduisent  k 

a€  =  o,     yeL=sOy     €ysso , 

en  vertu  des  précédentes.  Or,  pour  satisfaire  à  ces 
équations ,  il  est  nécessaire  que  deux  des  trois  quan-* 
tités  a,  6,  y,  soient  milles.  Si  donc  le  point  demandé 
existe,  il  ne  peut  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes  des 
coordonnées  or, j^,  z,  c'est-à-dire,  sur  l'un  des  trois 
axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gravité. 
Je  fais  €  =  oet^  =  o;ce  qui  revient  à  supposer 
le  point  demandé,  sur  Taxe  des  x,  k  une  distance  cl 
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de  ce  centre.  Alors  les  monieos  d'inertie  relatifs  à  ce 
point ,  seront  A ,  par  rapport  à  Taxe  des  a: ,  et ,  en 
vertu  du  théorème  du  n**  374,  8+  Ma*  et  C  -f-Ma*, 
par  rapport  aux  parallèles  aux  axes  des  y  et  des  z ,  en 
désignant  par  M  la  masse  du  corps.  D'après  la  condi- 
tion du  problème ,  on  aura  donc 

B  -h  Ma»  =  C  +  Ma^  =  A  ; 

mais  pour  que  ces  équations  soient  possibles ,  il  faut 
qu'on  ait  B==G;  et  quand  ces  deux  quantités  se- 
ront effectivement  égales,  on  aura 

Mfl^*  =  A  —  C  ; 

il  faudra  donc  encore  qu'on  ait  A  >  C ,  afin  que 
la  quantité  et  soit  réelle.  Cela  étant,  on  aura  pour 
CL  deux  valeurs  réelles ,  égales  et  de  signe  contraire, 
savoir  :  . 


a  =  =tv/-Br^;       (e) 


par  conséquent ,  il  existera  deux  points  qui  joui- 
ront de  la  propriété  demandée,  et  seront  situés  sur 
Taxe  des  x,  à  égale  distance  de  part  à  d'autre  du 
centre  de  gravité. 

Ainsi,  lorsque  les  trois  momens  d'inertie  A ,  B,  C  , 
d'un  corps ,  relatif  aux  axes  principaux  qui  se  cou- 
pent à  son  centre  de  gravité,  sont  égaux,  il  n'existe 
aucun  autre  point  du  corps  pouc  lequel  les  mo- 
mens d'inertie  soient  tous  égaux  ;  mais  si  deux  de  ces 
trois  momens  sont  égaux,  et  que  le  moment  inégal 
soit  le  plus  grand  des  trois,  il  existe,  sur  l'axe  du 
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plus  grand  moment ,  deux  points  pour  lesquels  tous 
les  momens  d'inertie  seront  égaux  ,  et  dont  les  po- 
sitions sont  déterminées  par  la  formule  (e). 

585.  En  appliquant  ces  résultats  à  l'ellipsoïde  ho- 
mogène ^  on  voit  que  s'il  s  agit  d'un  ellipsoïde  quel- 
conque dont  les  trois  diamètres  principaux  sont 
inégaux,  il  n'y  aura  aucun  point ,  en  dedans  ou  en 
dehors  du  corps  ^  par  rapport  auquel  tous  les  mo*- 
mens  d'inertie  soient  égaux  ;  mais  si  l'on  Considère 
un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse 
tournant  autour  de  son  petit  axe^  il  y  aura  deux 
points  sur  cet  axe  ou  sur  son  prolongement ,  qui 
jouiront  de  la  propriété  dont  il  s'agit;  car,  dans  ce 
cas,  deux  des  trois  momens  relatifs  aux  diamètres 
principaux  seront  égaux,  et  le  moment  inégal  répon- 
dant au  plus  petit  diamètre,  sera  le  plus  grand  des 
trois. 

Si  l'on  appelle  aetb  les  demi-axes  de  l'ellipse  gé- 
nératrice ,  et  qu'on  suppose  a<Zb,  de  sorte  que  a 
soit  le  demi-axe  de  révolution ,  on  aura 

A=fMft%        B  =  C  =  jM{a'  +  b^), 

en  faisant  ^  =  c  dans  les  formules  du  n*  Sjo  :  d'après 
la  formule  (e) ,  on  aura  donc 


*  =  =^  y  ^-5^* 


pour  la  distance  des  points  demandés  au  centre  de 
l'ellipsoïde.  Selon  qu'on  aura  è*  >  6a*  ou  &•  <  6a*, 
ces  points  se  trouveront  sur  le  prolongement  de  l'axe 
de  révolution^  en  dehors  du  corps,  ou  sur  l'axe 
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même ,  en  dedans  du  corps  ;  dans  le  cas  de  h^ = 6aV 
ces  deux  points  se  trouveront  à  la  surface^  et  coïnci- 
deront avec  les  pôles  de  Tellipsoîde. 

Les  axes  principaux  d'un  parallélépipède  rectangle, 
qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité,  sont  évidem- 
ment parallèles  à  ses  arêtes.  En  appelant  donc  a^  b^  c, 
les  demi-longueurs  de  ses  trois  côtés  adjacens^  les 
momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes  se  déduiront  de 
ceux  du  n*  56g ,  qui  répondent  à  ses  arêtes ,  en  y 
mettant  2a,  2b,  2C^  au  lieu  de  a,  b,  c^  et  eu  en  retran- 
chant,  d'après  le  théorème  du  n^  374  >  les  produits 
M(è*H-c*),  M(c^4-a*),  M(a*+ô*)*  De  cette  manière, 
on  aura 

M  étant  toujours  la  masse  du  parallélépipède,  dont 
le  volume  est  maintenant  ^abc.  Je  suppose  donc 
qu'on  ait  b:=2C,  afin  de  rendre  égaux  les  momens 
d'inertie  B  et  C,  et,  de  plus,  a<^b ,  pour  que  A 
soit  plus  grand  que  C.  L'équation  (è)  donne  alors 

et  selon  qu'on  aura  i  >  2a ,  è  =2a,  t  -<  aa ,  les 
deux  points  demandés  seront  situés  en  dehors  dit 
inobile ,  à  sa  surface ,  ou  dans  son  intérieur. 
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CHAPITRE  m. 

DU  KOUVBlIEBiT  lù^VN   GOfiPS  SOLIDE   AUTOUR  D'UN 

AXE  FIXE. 


§  P'.  Mouvement  de  rotation  uniforme. 

384-  LoTsqa'iin  système  de  points  matériels,  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable,  tourne  autour 
d'un  axe  fixe,  auquel JIs  sont  aussi  invariablement 
attachés ,  ils  décrivent  des  cercles  perpendiculaires  à 
cet  axe,  et  qui  ont  leurs  centres  sur  cette  droite.  Les 
arcs  décrits  dans,  le  même  temps  par  deux  points 
différens  >  sont  semblables  et  d'un  même  nombre  de 
degrés  ;  leurs  vitesses  absolues  sont  entre  elles  comme 
leurs  distances  à  cet  axe  ;  et  l'on  appelle  vitesse  an* 
gulaire  du  système,  la  vitesse  absolue  des  points  dont 
la  distance  à  l'axe  est  l'unité.  En  la  désignant  par  a», 
et  la  distance  d'un  point  quelconque  à  l'axe  de  rota- 
tion par  r,  la  vitesse  absolue  de  ce  point  sera  reo. 
Cette  quantité  &»,  commune  à  tous  les  points,  variera 
avec  le  temps ,  quand  les  points  du  système  seront 
soumis  à  des  forces  motrices,  qui  produiront  un  mou«- 
vement  varié  ;  elle  demeurera  constante  dans  le  cas 
du  mouvement  uniforme,  produit  par  des  percus- 
sions exercées  simultanément  sur  les  différentes  par- 
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ties  du  système ,  qui  aura  ensuite  été  abandonné  à 
lui-même.  C'est  de  ce  dernier  cas  que  nous  allons 
d'abord  nous  occuper. 

385.  Soient  m,  m\  wl\  etc.^  les  masses  des  points 
matériels  que  nous  considérons^  et  r,  i^^  r^\  etc. ,  leurs 
distances  à  Taxe  de  rotation.  Supposons  que  des  per- 
cussions simultanées  soient  exercées  sur  tous  ces 
points;  chacune  de  ces  forces  se  décomposera  en 
deux  autres,  l'une  parallèle  à  l'axe,  l'autre  dirigée 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ;  et  l'on 
pourra  faire  abstraction  de  la  première ,  dont  l'effet 
sera  évidemment  détruit  par  la  résistance  de  l'axe  fixe. 
Soient  donc  v ,  \^',  if",  etc.,  les  vitesses  dirigées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe ,  qui  seraient  im- 
primées à  m,  m%  m",  etc.,  si  ces  points  matériels  étaient 
libres.  En  désignant  par  c»  la  vitesse  angulaire  du 
système  qui  en  résultera,,  ces  points  prendront  des 
vitesses  roû,  r^a>,  r^'co,  etc. ,  perpendiculaires  à  l'axe  et 
aux  rayons  r,  /,  /',  etc.  ;  et,  d'après  le  principe  du 
n""  355,  il  y  aura  équilibre  entre  les  quantités  de 
mouvement  nn^,  mW,  ni'sf',  etc.,  prises  dans  leurs  di- 
rections données,  et  les  quantités  de  mouvement 
circulaire  mrcjù ,  mVA> ,  mV'a> ,  etc. ,  prises  en  sens 
contraire  du  mouvement  du  système,  qui  aura  réel- 
lement lieu. 

Pour  former  l'équation  de  cet  équilibre ,  projetons 
les  points  m ,  m',  m'',  etc. ,  et  les  directions  des  vi- 
tesses que  nous  considérons ,  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  fixe.  Soit  Oz  cet  axe  (fig.  4)  »  faisons 
passer  le  plan  de  projection  par  le  point  0;  sur  ce 
plan,  soient  P  la  projection  de  m^  PA  la  projection 
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de  la  vitesse  i^,  et  PN  celle  de  la  vitesse  rcoy  laquelle 
est  perpendiculaire  au  rayon  r  ou  QP.  Soît  aussi  p  la 
perpendiculaire  OF,  abaissée  de  0  sur  la  droite  PA  ; 
les  maïuens  des  forces  rrw  et  mroù ,  projetées  suivant 
PA  et  PN,  seront  rrwp  et  mf^m^  et  si  Ton  appelle 
aussi  p\  p'\  etc.  ,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
même  point  0  sur  les  projections  des  autres  vitesses 
s/ y  sf'f  etc. ,  on  aura 

mr^ea  -|-  m'r^cù  r|-  inl'r^'^cù  +  etc. 
s=  mifp  -|-  m'v'p'  +  mVy  -f-  etc., 

pour  Féquation  d'équilibre  demandée  (n*  267). 

Lorsque  parmi  les  percussions  simultanées,  il  y  en 
aura  qui  tendront  à  faire  tourner  le  système  dans  un 
sens,  et  d'autres  dans  le  sens  opposé,  il  faudra  pren- 
dre, avec  des  signes  contraires,  les  momens  des  unes 
et  des  autres  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion. Le  système  tournera  dans  le  sens  des  forces  qui 
donneront  la  plus  grande  somme  de  momens,  abs- 
traction faite  du  signe.  En  représentant  par  L  la 
somme,  positive  ou  négative,  de  tous  ces  momens 
pris  avec  des  signes  convenables ,  on  tirera  de  lequa- 

tion  précédente 

L 


G)  =  ^: 


Z  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  tous  les  points 
du  système. 

Si  toutes  les  vitesses  v,  p',  i'",  etc.,  sont  égales,  L  sera 
le  produit  de  leur  valeur  "commune  u  et  de  la  somme 
mp  -+-  m'p'  +  m'y  +  etc.  ;  si ,  de  plus ,  ces  vitesses 
sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et  qu'on  mène  par 
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Taxe  OZf  un  plan  parallèle  à  leur  direction  commune, 
P  9  P'f  P'f  ^^^'9  seront  les  distances  des  points  m,  m', 
m!',  etc.  f  à  ce  plan  ;  et ,  d'après  les  signes  qu'on  don- 
nera aux  termes  de  L ,  il  faudra  les  considérer  comme 
positives  ou  comme  négatives,  selon  que  les  points 
m,  m'y  ni'p  etc.  ^  seront  situés  d'un  côté  ou  de  l'autre 
de  ce  plan.  Par  conséquent ,  M  désignant  la  somme 
des  masses  m ,  m',  ni' y  etc. ,  et  ^  la  distance  po- 
sitive ou  négative  de  son  centre  de  gravité  à  ce  même 
plan,  nous  aurons  {rx''  65) 

mp  +  m!p'  +  mV  +  etc..  =  M j  j 

0, 

il  en  résultera  L  =  M(^ ,  et  la  valeur  de  ai  de- 
viendra 

ûù  ==  2-, 

Si  la  vitesse  i^  est  imprimée  seulement  à  une  partie 
des  points  du  système,  et  qu'on  ne  communique  di- 
rectement aucune  vitesse  à  l'auti^e  partie ,  on  aura  ^e 
même 

2mr»  ' 

ft  étant  la  somme  des  masses  qui  ont  reçu  la  vitesse 
V,  et  y*  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette 
partie  du  système  au  plan  mené  par  l'axe  fixe,  pa- 
rallèlement à  la  direction  de  <^. 

586.  Supposons  actuellement  que  le  système  des 
points  m,  m! y  ni' y  etc. ,  soit  un  corps  solide  ;  il  suf- 
fira alors  de  cbanger,  dans  les  formules  précédentes, 
la  masse  m  d'un  point  quelconque  dans  l'élément 
différentiel  de  la  masse  du  corps,  que  nous  repré- 
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conférons  par  dm,  et  la  somme  £  en  une  inté- 
.grale.  La  quantité  :£mr^  deviendra  donc  Tintégrale 
Hffinif  étendue  à  la  masse  entière  du  oorps ,  et  elle 
exprimera  son  moment  dloertie  par  rapport  à  Tasce 
de  rotation  ;  par  conséquent^  la  dernière  formule  se 
-changera  en  celle^i  ; 

Cette  formule  se  rappœiera  au  cas  d'un  corps  solide 
Tetenu  par  un  ne  fixe^  et  frappé  par  un  autre  corps  qui 
s  attache  au  premier,  de  sorte  que  ces  deux  corps  n'en 
forment  plus  qu'un  seul ,  tournant  autour  de  l'axe  fixe 
avec  la  vitesse  angulaire  a*  La  masse  du  OMrps  cho^ 
quant  eatfc,  sa  vitesse  avant  le  choc,  qui  étaitconoomne 
à  tous  ses  points  et  perpendiculaire  à  la  direction  de 
l'axe  fixe ,  es^t  Uf  et  f  exprime  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  à  un  plan  paraH^e  à  cette  vitesse  et 
passant  par  l'axe  de  rotaticm-  L'intégrale /rV^rit  devra 
s  étendre  aux  deux  masses  réunies  après  le  choc.  Si 
le  corps  choquant  ne  restait  pas  attaché  à  Fautif 
après  le  choc ,  la  détermination  de  la  vitesse  aogu*- 
hire  de  celui-ci  serait  un  problème  différent ,  dont 
nous  nous  occuperons  dans  un  autre  chapitre^ 

Quand  le  corps  retenu  par  un  axe  fixe  sera  choqué 
simultanément  par  plusieurs  masses  fi ,  fJtf,  /d/',  etc. , 
animées  de  vitesses  v,  vf,  ^\  etc. ,  perpendiculaires 
à  la  direction  de  Taxe,  qui  se  réuniront  à  ce  corps 
après  le  choc,  on  aura,  pour  la  vitesse  angulaire 
qui  sera  produite , 

_  A*</+/^Vy'  +  AY"  +  etc.  ^ 
co  _  — , 

2.  G 
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rintëgrale  s'étendant  à  la  masse  totale ,  et  fy  f\ 
f^\  etc. ,  désignant  les  distances  des  centres  de  gra- 
vité de  fe,  fiff  yi\  etc.,  à  des  plans  menés  par  tf^||^ 
de  rotation ,  parallèlement  aux  vitesses  (^ ,  p',  sf\  etc. 
Ayant  pris  avec  lé  signe  +  le  premier  terme  dn 
numérateur  de  cette  formule,  on  prendra  les  an- 
ires  termes  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — - , 
selon  que  les  percussions  correspondantes  tendront 
à  &iire  tourner  dans  le  sens  de  ceUe  qui  répond  au 
premier  terme ,  ou  dans  le  sens  opposé;  et  selon 
que  la  valeur  de  oi  se  trouvera  positive  ou  néga- 
tive y  la  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  de  cette  fSûrrce 
ou  en  sens  contraire.  Quand  on  aura  19  ==  o ,  le 
système  restera  en  repos ,  et  toutes  les  percussions 
se  feront  équilibre.  Au  lieu  d'être  simultanées ,  si 
elles  sont  successives,  la  valeur  de  &y  après  tous 
les. chocs,  sera  encore  donnée  par  la  formule  précé^ 
dente;  car  après  un  premier  choc  le  mouvement  est 
le  même  à  chaque  instant ,  que  si  ce  choc  avait  lieu 
actuellement;  par  conséquent,  on  peut  supposer 
qu'il  ait  lieu  à  l'instant  du  second  choc,  pour  déter- 
miner la  vitesse  angulaire'^  après  la  seconde  percus- 
sion; et  ainsi  de  suite. 

387.  Lorsque  le  mouvement  de  rotation  com- 
mence autour  d'un  axe  fixe ,  cette  droite  éprouve  des 
percussions  qu'il  est  important  de  déterminer;  elles 
sont  dues  aux  quantités  de  mouvement  peixlues ,  à 
cette  époque ,  par  les  dîfférens  points  du  mobile,  qui 
se  font  équilibre  au  moyen  de  l'axe  fixe ,  et  doivent , 
conséquemment,  se  réduire  à  des  percussions  dont 
les  directions  rencontrent  cet  axe,  ou  lui  sont  pa- 
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rallèles.  Les  percussions  parallèles  se  détermioent 
immédiatement;  ce  sont  les  composantes,  suivant 
cette  direction,  des  quantités 'de  mouvement  qui 
opt  été  imprimées  au  mobile  :  nous  en  ferons  abs- 
traction y  comme  dans  le  n^  385  ;  et  nous  suppo*- 
serons  que  le  mouvement  de  cotation  soit  celui 
qui  a  été  produit  par  uh  choc  perpendiculaire  à  la 
direction  de  l'axe  fixe,  et  auquel  répond  la  ficMr- 
mule  (i). 

Prenons  le  point  P  pour  le  centre  de  gravité  de  /^, 
et  la  droite  PÂ  pour  la  direction  de  sa  vitesse  avant 
le  choc,  de  manière  que  y  soit  la  distance  OF  de  cette 
droite  à  Taxe  Oz.  Dans  le  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe  fixe,  et  comprenant  la  droite  FÂ,  ipenons  par  le 
point  0  de  cet  axe  deux  autres  axes  rectangulaires 
Ox  et  Ojr.  Soient  a: ,  jr,  z ,  les  trois  coordonnées  de 
dm,  rapportées  aux  axes  Ox,  Ojr,  Oz  ;  la  vitesse  ra> 
de  ce  point  matériel  étant  perpendiculaire  au  rayon  r 
et  parallèle  au  plan  des  a:  et  y,  il  est  aisé  de  voir 
que  les  cosinus  des  angles  qu^elle  fait  avec  ces  trois 

axes  sont  — *^,  -  et  zéro ,  en  supposant  que  la  ro- 
tation ait  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s  ; 
par  conséquent,  elle  se  décomposera  en  deux  vitesses 
— ycû  et  xœ ,  parallèles  aux  axes  Ox  et  Oy.  Les  com- 
posantes des  quantités  de  mouvement  de  tous  les 
points  du  corps  suivant  ces  directions ,  seront  donc 
-—  ùùffdm  et  ùùfxdm ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 
—  oùiliy^  et  cû^ix^,  en  désignant  toujours  par  M  la 
masse  entière  après  le  choc,  et 'représentant  par  jc,  et 
y]les  valeurs  de  a:  et  ^  qui  répondent  à  son  centre 

6.. 
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de  gravité.  Les  sommes  des  momens  de  tontes  ces 
quantités  de  mouvement ,  par  rapport  au  plan  des  x 
^  y  f  teront  -*-  afffzdm  et  œfxzdm  ;  elles  devront 
être  égales  (n""  54)  aux  momens  des  forces  totales 
~>  iSfjydm  et  a/xdm ,  par  rapport  an  même  plan , 
c'est- ànlire,  à  — mlMy/  et  gMx^:^',  en  appelant  2' 
et  ^'  les  distances  de  ces  deux  forces  à  ce  plan  ;  on 
aura  donc 

Mj-/  =  fjzdtn ,       Mx^z"  =  fxzdm ,       (2) 

pour  déterminer  ces  deux  quantités  z'  et  z'',  positives 

ou  négatives. 

Cela  posé,  les  quantités  de  mouvement  perdues 
par  tous  les  points  de  la  masse  M ,  et  qui  se  font  équi- 
libre au  moyen  de  l'axe  fixe,  pourront  être  rempla- 
cées par  une  force  cûiWjr^ ,  parallèle  à  l'axe  des  x  et  si- 
tuée à  ;la  distance  z'  du  plan  des  x  et  jr^  par  une 
force  —  ciMXf ,  parallèle  à  Taxe  des  jr  et  située  à 
la  distance  z'^  de  ce  plan,  et  par  la  force  fcp,  à  la- 
quelle on  conserve  sa  direction ,  du  point  P  vers  le 
point  A.  Ces  trois  forces'  se  réduiront  au  moins  à 
deux  ,  qui  rencontreront  Taxe  jSxe,  et  exprime- 
ront les  percussions  qu'il  éprouve,  perpendiculai- 
rement à  sa  longueur.  Quand  elles  se  réduiront  à 
ime  seule ,  l'axe  éprouvera  une  percussion  unique,  et 
il  suffira  que  le  point  où  il  sera  rencontré  par  cette 
force  soit  supposé  fixe ,  pour  que  cet  axe  puisse  ré- 
sister. 

388.  Si  la  droite  Ozest  un  des  trois  axes  prin- 
cipaux de  M,  qui  se  coupent  au  point  0,  on  aura 

fxTdm  =  o,       fjrzdm  =3  o. 
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Les  distances  i  et  z'^  seront  donc  nulles;  et  les 
fiMTces  g'Mt'/  et  <^-«  cMjc^^  ainsi  que  la  force  fev, 
étant  tontes  trois  comprises  dans  le  plan  des  a:  et  ^, 
la  percussion  unique  j  à  laquelle  elles  se  réduiront , 
passera  par  le  point  0.  Pour  en  déterminer  la  gran- 
deur et  la  direction  ^  soient  R  cette  force  ^  a  et  6  les 
angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  Ox  et  0;^,  ^  et  £  les 
angles  que  fait  la  droite  PA  avec  des  parallèles  II  ces 
axes,  menées  par  le  point  P  ;  nous  aurons 

R  cos  a  ^^p.  fju^  cos  ot  +  cMy^ , 
R  cos  h  =  ^i^cos  C  —  <pMx^  ; 

et  comme  la  valeur  de  t»  est  donnée  par  la  for-^ 
mole  (i),  et  que  les  coordonnées  x^  et  y^  du  centre 
de  gravité  de  M  sont  aussi  connues,  il  n  y  aura  rien 
d'inconnu  dans  ces  valeurs  des  deux  composantes, 
de  la  force  R. 

Puisque  cette  résultante  doit  passer  par  le  point 
Oy  il  faudra  que  la  somme  des  momens  de  ses  trois 
composantes  y  par  rapport  à  ce  point ,  soit  égale  à 
zéro.  Or^  en  désignant  par  y  et  x'  les  distances  aux 
axes  Ox  et  ^y  des  forces  cMj^  et  — cM.x^y  parais» 
lèles  à  ces  droites ,  et  ayant  égard  au  sens  dans  le-* 
quel  ces  deux  forces  et  la  percussion  ^v  tendront 
à  faire  tourner  autour  du  point  0 ,  on  en  con« 
dura 

^^Jif  +  cMiXpc?  —  \ivf  =  o  j 

f  étant  toujours  la  perpendiculaire  OF  abaissée  du 
point  M  sur  la  droite  PA.  C'est,  en  effet,  ce  qu'il 
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est  aisé  de  vérifier:  car  en  considérant  les  momens 
par  rapport  aux  plans  des-  x  et  z  et  des  j  et  z  y  de 
toutes  les  quantitc^  de  mouvement  parallèles  à  ces 
plans ,  dont  les  sommes  sont  — -  caHAjr^  et  catfAa:^ , 
on  aura 

et  ces  valeurs,  jointes  à  celles  de  c» ,  rendent  iden- 
tique l'équation  précédente. 

Pour  que  Taxe  fixe  n'éprouve  aucune  percussion , 
il  est  aisé  de  voir  qu'il  faut  d'abord  que  les  dis- 
tances 7f  et  :i'  soient  nulles  ;  en  vertu  des  équa- 
tions (2)  f  cela  ne  peut  donc  arriver  que  quand  la 
droite  Oz  est  un  des  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  point  0,  ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer. 
Cette  condition  remplie,  il  faut,  en  outre,  que  la 
force  R  soit  nulle  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

fusf  cos  «  5ï=  —  û^My-^ ,      fjis^  cos  C  =  csIULk^, 
On  en  déduit 

X^     cos  A       , 

-^     ?    +1=0; 

jr^  cos  Q    '  ' 

équation  qui  exprime  que  la  droite  FA  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  passant  par  Taxe  fixe  et  par 
le  centre  de  gravité  de  M.  De  plus,  en  désignant 
par  r^  la  distance  de  ce  point  à  cet  axe,  les  équa- 
tions précédentes  donneront 

et  si  l'on  met  pour  0  sa  valeur  fournie  par  la  (ot^ 
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mule  (i)>  oa  en  conclura 

Ainsi  y  quand  un  corps  solide ,  retenu  par  un  axe 
fixe  y  est  frappé  par  un  second  corps  dont  la  masse 
demeure  attachée  à  celle  dû  premier ,  il  faut^  pous 
quil  n'y  ait  aucune  percussion  sur  l'axe  fixe,  i**  que 
le  choc  soit  dirigé  dans  le  plan  de  deux  droites  qui 
font,  ayec  Taxe  fixe  ^  un  système  rectangulaire  d'axes 
principaux  du  corps  formé  des  deux  masses  réunies; 
2%  que  sa  direction  soit  perpendiculaire  au  plan  du 
centre  de  gravité  de  ce  corps  et  de  Faxe  fixe;  3^.  que 
cette  direction  PA  rencontre  ce  plan  en  un  point 
dont  la  distance  f  à  Taxe  de  rotation  est  donnée  par 
la  formule  précédente.  Ce  point  est  ce  qu'on  appelle 
le  centre  de  percussion* 

389.  Pendant  qu'un  corps  soKde  tourne  autour 
d'un  axe  fixe ,  les  forces  centrifuges  de  ses  différens 
points  exercent  sur  cet  axe  des  pressions  que  nous 
allons  déterminer ,  et  qui  sont  les  seules  qui  aient 
lieu  dans  le  mouvement  uniforme  où  les  points  du 
mobile  ne  sont  sollicités  par  aucune  force  motrice. 

En  conservant  les  notations  précédentes ,  on  aura- 
no^iim  (n'^Gg)  pour  la  force  centrifuge  de  l'élément 
drn ,  dont  ht  vitesse  est  rco ,  et  qui  décrit  un  cercle  du 
rayon  r  ;  et  comme  cette  force  est  dirigée  suivant  le 
prolongement  de.  r,  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait 

avec  les  axes  des  x,jr^Zf  seront  -,  "^  et  zéro.  Si 
donc  on  la  transporte  au  point  où  sa  direction  ren-< 
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contre  Taxe  Oz ,  elle  pourra-  être  remplacée  par  deux 
forces  comprises  dans  Içs  plans  xOz  etjOz,  parallèles 
aux  axes  Oo:  et  Of,  et  égales  à  xœ^dm  et  jcn^dm.  La 
même  chose  ayant  Heu  pour  tous  les  élémens  dix 
mobile^  on  en  conclut  que  Taxe  Oz  sera  tiré,  sui- 
vant ces  directions^  par  des  forces  qui  auront  pour 
valeurs  œ^fxdm  et  to^ffàm,  ou ,  ce  qui  est  la  même 
chos^^  o*Mx^  et  œ'^jr^^  d'après  les  notations  pré- 
cédentes. On  voit  aussi  que  les  distances  z'  et  J'  de 
ces  deux  pressions  totales ,  au  plan  des  x  et  jr^  se- 
ront données  par  les  équations 

lAx^z'  =  ficzdm ,      M/^z"  =  fjrzdm ,     (5) 

inverses  des  équations  (2)  relatives  aux  percussions. 

Lorsqu'on  aura  /  &=  z\  les  deux  pressions  o^^Mir, 
et  e^^^jr^ ,  seront  appliquées  en  un  même  point  de 
l'axe  Oz;  elles  se  réduiront  à  une  seule  force  perpen- 
diculaire k  cette  droite  ^  dirigée  dans  le  plan  qui  com- 
prend le  ceatre  de  gravité  du  mobile,  et  dont  a>^Hr, 
sera  la  valeur  ;  r^  étant  la  distance  de  ce  centre  k  l'axe 
fixe. 

Ce  cas  aura  lieu  toutes  les  fois  que  Oz  sera  un  des 
trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point  0.  Daaa 
ce  cas  ^  les  seconds  membres  des  équations  (5)  seront 
nuk^  et  l'on  aura  z's=o  et  z"  ;b:  o,  La  pression 
unique  que  l'axe  éprouvera  pendant  le  mouvemeni 
de  rotation  passera  donc  par  le  point  0  ;  en  sorte 
qu'il  suffira  que  ce  point  soit  fixe^  P^^^  T^^  cette 
pr^ession  soit  détruite^  et  que  Taxe  demeure  immo-» 
bile.  Quel  que  soit  le  point  fixe  0  appartenant  à  un 
corps  solide  ;  ou  lié  invariablement  k  ce  corps,  il  y  a 


r 
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donc  lOQjoors  tiroi$  droitea  cectaogpilaîres^  passant  pftr 
ce  points  autour  desquelles  le  oorps  peut  tourner^ 
sans  que  ces  axes  de  rotation  se  déplacent,  et  comme 
fus  élaient  eutièrement  fixes. 

Telle  est  la  propriété  relative  au  mouvement  uni^ 
&MTDe  de  rotation,  dont  jouissent  les  droites  que 
Doos  avons  nommées  aa:es  principaux.  Elle  leur  ap^ 
partient  exclusivement  ;  car  si  le  corps  tourne  autour 
d'one  droite  Oz,  qui  ne  soit  pas  un  des  trois  ^xts 
principaux  relatife  au  point  fixe  0 ,  les  deux  pres- 
sions of^Mûo^  et  ej>*Mjr,  seiront ,  en  général ,  irréducti- 
bles à  une  seule  y  ou  bien ,  si  elles  se  réduisent  à  une 
seule  y  à  cause  de  z^  s=:  z*',  cette  pression  unique  pas-^ 
sera  par  un  point  différent  de  0  ;  par  conséquent ,  il 
Êindra  qu'un  second  point ,  ou  l'axe  entier ,  soit  sup*^ 
posé  fixe,  pour  que  les  pressions  dues  aux  forces 
centrifuges  soient  détruites,  et  que  Taxe  de  rotation 
ne  soit  pas  déplacé  pendant  le  mouvement. 

Quand  un  corps  retenu  par  un  point  fixe  O,  et  qui 
n  est  somnis  à  aucune  force  motrice ,  aura  commencé 
a  tourner  autour  d'un  des  trois  axes  qui  se  coupent 
en  ce  point ,  le  mouvement  continuera  indéfiniment 
autour  de  cette  droite.  Cela  aura  lieu ,  par  exemple , 
â  le  mobile  est  mis  en  mouvement  par  un* choc  di-^ 
rigé  dans  le  plan  des  deux  autres  axes  principaux  re-' 
lati6  à  ce  point  O ,  puisqu'alors ,  d'après  le  numéro  . 
précédent,  les  percussions  qu'éjHOuvera  l'axe,  dans 
k  peemwr  moment,  se  réduiront  à  une  seule  qui 
passera  par  ce  point  fixe ,  et  sera  détruite  par  sa  r^. 
sisUnce*  Si  O  est  un  des  ppints  particuliers  pour  les- 
quels tous  les  momens  d'inertie  sont  égaux,  Taxe  au- 
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tour,  doquel  le  corps  commencera  à  toaroer  sert 
nécessairement  un  axe  principal  ;  et ,  de  quelque  ma- 
nière que  le  corps  soit  mis  en  mouvement  autour  de 
ce  point  fixe ,  Taxe  de  rotation  demeurera  immobile. 
Ainsi ,  an  ellipsoïde  de  révolution ,  ou  un  parallélé- 
pipède, retenu  par  un  des  points  dont  nous  avons 
déterminé  précédemment  la  position  (n**  385) ,  tour- 
nera toujours  autour  d'un  axe  immobile.  Il  en  sera 
de  même  à  l'égard  d  une  sphère  dont  le  centre  est 
fixe 9  on  d'un  cube  retenu  par  le  point  situé  à  Tinter- 
section  de  ses  trois  diagonales;  et  de  plus,  dans  ces 
deux  derniers  cas,  le  point  fixe  étant  le  centre  de  gra- 
vité »  l'axe  de  rotation  demeurera  encore  immobile, 
quoique  le  corps  soit  pesant.  Dans  le  cas  général ,  les 
forces  motrices  qui -agiront  sur  le  mobile,  produi- 
ront, comme  les  forces  centrifuges,  des  pressions  sur 
Taxe  de  rotation,  qui  contribueront  à  le  déplacer, 
quand  elles  ne  se  réduiront  pas  à  une  seule  force  pas- 
sant par  le  point  fixe. 

3go.  Si  la  droite  Oz  est  un  des  trois  axes  princi- 
paux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité  G  du  corps 
que  l'on  considère ,  elle  sera  encore  un  des  trois  axes 
principaux  de  ce  même  corps  au  point  quelconque  0 
de  sa  direction.  En  effet,  soit  y  la  distance  OG  de  ce 
centre  au  point  0.  Sans  changer  la  direction  précé- 
dente des  coordonnées  œ ,  y  ^  je  ,  transportons  leur 
origine  au  point  G  ;  celles  de  l'âément  quelconque 
dm  deviendront  ^,  ^,  s  ^— -  >  ;  et ,  d'après  la  définitiou 
des  axes  prindpaux ,  on  aura 

fx{Z'^ y)dmz=ifxzdm  —  yfxdm  =  o  , 
Jjr{z-^y)dni^fjrzdm'^yfjrdmz=zo^ 
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De  plns^  le  poÎÀt  G  étant  sur  Taxe  des  2;  on  a 
fxdrttk=:  o  et  jydm  =  o  j  îl  en  résulte  donc 
fxzdms=i  o  et  Jjrzdm  =  o  ;  d'où  Ton  conclnt  qne 
Oz  est  nu  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  point  O. 

On  déterminera  la  direction  des  deux  autres  axes 
principaux  dans  le  plan  des  x  et  ^,  par  la  transfor- 
mation des  coordoànées.  Soient  a:^  et  y  celles  de  dm 
par  rapport  à  ces  deux  autres  axes;  il  faudra  qu'on 
ait 

fûcy'dm=o,    /x'zdmz=zo,    jyzdm=^o; 

mais  si  Ton  appelle  6  Tangle  compris  entre  Taxe  des 
j/et  celui  des  j:,  on  aura 

x'  =  jrcosfl— /sinfl,    y±=:j:sinfl-H7cosfl; 

or,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  pré- 
cédentes, les  deux  dernières  disparaissent  à  cause  de 
fxzdm  =  o  et  fjzdm  =  o  ;  la  première  devient 

(cos»  8  —  sin*  6)fxxdm  +  sin  6  .cos  fl  (fx'dm  —  fjr^dm)  =  o  ; 

et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  fi.  Les  intégrales  que 
cette  équation  renferme  pourront  changer  de  valeur 
avec  la  position  du  ^int  O;  en  sorte  que  le  long 
de  l'axe  Oz ,  les  deux  autres  axes  principaux  ne  se- 
ront pas,  en  général,  parallèles  à, eux-mêmes. 
Les  quatre  équations 

ficdmzszo,  fxzdm :::^o,  f/dm=o,  Jjrzdm s=zo, 

ayant  lieu  en  même  l^nps ,  il  suit  des  deux  pre- 
mières que  les  pressions  parallèles  et  comprises  dan» 
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le  plan  des  a:  et  z^  qui  ptovietineat  des  forces  eeo* 
trifogesy  se  réduisent  à  deux  forces  égales Jit  dl^ 
rectcment  opposées  ;  et  en  vertu  des  deux  dSrmèrc& 
équations ,  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  des  com- 
posantes comprises  dans  le  plan  des  ^  et  j^.  Par 
conséquent  9  lorsqu'un  Corpâ  tourne  autour  de  Tan 
des  ti^oîs  axes  principaux  qui  se  coupent  à  son  centre 
de  gravité ,  les  forces  centrifuges  de  tous  aes  pointa 
ne  produisent  aucune  pression  sur  Taxe  de  rotation  ; 
et  si  le  mouvement  a  commencé  autour  d'un  tel 
axe,  il  continuera  indéfiniment,  sans  que  cette  droite 
ait  aucun  point  fixe ,  en  supposant  toujours  qu'au^ 
cune  force  motrice  n  agit  sur  le  mobile. 

Ce  résultat  est  évident  dans  le  cas  d'un  ellipsoide 
tournant  autour  dun  de  ses  trois  axes  de  figure; 
car  tout  étant  symétrique  autour  de  chacune  de  ces 
droites,  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  qu'elle 
éprouvât  une  pression  dans  un  sens  plutôt  que  dant 
le  sens  opposé* 

§  U.  Mow^ement  de  rotation  varié. 

Sgi.  Soit  toujours  iim  un  élément  quelconque  de 
la  masse  du  mobile^  tournant  autour  de  l'axe  fixe 
Oz  (  fig.  5  )•  Par  un  point  0 ,  pris  arbitrairement 
sur  cette  droite ,  menons  deux  autres  axes  fixes  Oâr 
et  Ojr,  perpendiculaires  entre  eux  et  à  l'axe  Oz;  et 
au  bout  du  temps  quelconque  t^  désignons  par  x, 
y  y  z  y  les  trois  coordonnées  de  dm ,  rapportées  à  ces 
axes  Ox  y  Ojr ,  Oz.  Au  même  instant ,  les  compo- 
santes de  la  vitesse,  parallèles  à  ces  droites,  seront 
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2",  ^,  j.  Or,  quelles  que  soient  les  forces  appli- 
quées à  rélément  dm ,  je  les  décompose  parallèle* 
flKatà  ce»  mêmes  axes;  et,  au  boat  du  temps  t^ 
je  désigne  par  X ,  Y,  Z ,  les  composantes  suivant 
)ax,jrf  Zj  positives,  de  la  force  accélératrice  don- 
née qui  agit  sur  qe  point  matériel.  Si  ce  point  était 

libre,  les  composantes  ^,  ^,  ^>  ^^  ^^  vitesse, 

augmenteraient  de  Xif/,  \dty  Ijdt,  pendant  l'ins- 
tant dt  (vl"  147)  ;  xn^îs  ces  fonctions  du  temps  aug- 

.meotent  réellement  de  leurs  difiërentielles  d.-j-^ 

d.^,  ^'7  '  P^^  conséquent,  les  vitesses  perdues 

pendant  Tipstaut  <&,  suivant  les  directions  des  coor- 
,  données,  sont 

! 

i 

1  • 

"\  En  les  multipliant  par  dm,  et  divisant  par  dt^  on 

I  ma  ^ 

(X-  f)  *.,  (Y  -  g:)^.  (z  -  ^y», 

I 

i  pour  les  composantes  de  la  force  perdue  par  Télé- 

I  ment  dm,  pendant  cet  instant  dt,  à  raison  de  sa  liai- 

'  son  avec  les  autres  points  du  corps  et  avec  l'a^p  de 

'  Totation.  Donc,  en  vertu  du  principe  du  n*"  55oî  Té- 

I  qniKbre  devra  avoir  lieu  autour  de  cet  axe  fixe, 

i  entre  de  semblables  forces  appliquées  à  tous  les  points 

du  mobile. 
Pour  former  Téquation  de  cet  équilibre,  il  suffira 
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d^Bnettre  les  deux  premières  des  trois  forces  précé- 
dentes à  la  plaee  de  P  cos  *  et  Pcos  f ,  dans  le  pre- 
mier terme  de  fcquatton  (5)  Arn*  a66,  et  d'égaler 
ensuite  k  zéro  la  somme  des  valeurs  de  cetÉp-  quan- 
tité ,  pour  tous  les  points  ^u  corps ,  laquelle  somnM 
sera  une  întégi'ale  étendue  à  la  masse  entière.  En 
faisant  passer  les  différentielles  dans  le  premier  mem- 
bre et  les  forces  données  dans  le  second ,  nous  aurons, 
de  cette  manière , 

pour  l'équation  demandée ,  qui  sera  celle  du  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  l'axe  des  z. 

3g2.  Soit  cù  la  vitesse  angulaire  au  bout  du  temps  t; 
et  supposons  que  l'on  considère  cette  quantité  comme 
positive  ou  comme  négative,  selon  que  le  mouve- 
ment de  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par 
la  flèche  s,  où  dans  le  sens  opposé.  Soit  aussi  r  le 
rayon  du  cercle  que  décrit  dm,  ou  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  Oz;  sa  vitesse  absolue 
sera  rcû ,  et  l'on  aura 

dx  dr 

^  =  -^«,     ji^xa,, 

pour  les  valeurs  de  ces  deux  composantes.  En  effet,  si 
Pésfia  projection  de  dm  sur  le  plan  desoretj^,  etqu'on 
tire  le  rayon  OP  et  la  perpendiculaire  QPF  à  OP,  la- 
quelle coupe  en  Q  et  Q'  les  axes  Oo:  et  0;^,  ou  aura 

• 
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et  coaune  la  vitesse  no  sera  parallèle  à  la  droite 
QPP',  ce  sera  par  ces  cosinus  qu'il  faudra  la  'mul- 
tiplier, pour  avoir  les  valeurs  de  ses  composantes 

dx    ^  dr 

En  observant  que  a:*  -J-  ^^  =  r%  on  déduit  de 
ces  valeurs 

xdjr  —  /dlr  t=z  r*G}di.        (a) 

Je  différentie  par  rapport  à  ^;  à  cause  que  le  rayon  r 
est  constant ,  on  a 

xd^jr  —  jrd^x  =  r^dcûdt  ; 

et  do)  étant  une  quantité  commune  à  tous  les  points 
du  corps  9  qui  doit  être  regardée  comme  constante 
dans  Fintëgration  relative  à  dm,  l'équation  (i)  de- 
vient 

^ff-dm^j{œ\  --jX)dm;       (5) 

ce  qdi  fera  connaître  la  valeur  de  dû},  correspondante 
à  une  position  donnée  du  mobile. 

Si  Ton  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit 
sur  dm  en  deux  s^utres,  l'une  parallèle  à  Taxe  Oz, 
et  l'autre  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  droite ,  on  pourra  faire  abstraction  de  la  pre- 
mière^-qui  ne  peut  contribuer  au  mouvement  de  ro- 
tation; la  seconde  ,  que  j'appellerai  (p,  sera  la  résul- 
tante de  X  et  Y.  Je  projette  les  trois  forces  X ,  Y,  ^ , 
sur  le  plan  des  x  et^jr;  je  suppose  que  PC  soit  la 
direction  de  (p  ainsi  projetée  ;  et  j'appelle  h  la  per- 
pendiculaire OH  abaissée  du  point  0  sur  PC  ou  sur  son 
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prolongement.  En  considérant  les  momens  par  rap- 
port au  point  0 ,  on  aura  (  n""  4^  ) 

selon  q,ae  la  force  (p  tendra  à  faire  tourner  dans  le 
sens  de  la  flèche  Sj  ou  dans  le  sens  opposé.  J^appelle 
aussi  cT  l'angle  QTC  que  fait  la  droite  PC  avec  la 
perpendiculaire  PQ'  au  rayon  OP,  menée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  s.  Cet  angle  sera  aigu  ou 
obtus,  selon  qu'on  devra  prendre  le  signe  supérieur 
ou  le  signe  inférieur  dans  l'équation  précédente  ;  à 
cause  de  OP  ss  r^  on  aura  donc  toujours 

h  ==  rcoscT; 


eïf  au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  (5)  de* 
viendra 

dm 

■yif^dm  =  /rp  cos  ^dm* 

Or,  si  les  forces  données  n'agisaçnt  sur  le  mobile  que 
pendant  un  temps  très  court;  qu'elles  soient  néan- 
moins capables  de  produire,  pendant  cet  intervalle 
de  temps,  des  vitesses  données  qui  ne  soient  pas  très 
petites  ;  et  que  pendant  ce  même  temps  les  directions 
de  ces  forces ,  non  plus  que  les  positions  des  points 
du  mobile,  ne  changent  pas  sensiblement,  on  aura, 
en  intégrant  par  rapport  à  t  les  deux  membres  de 
cette  équation , 

cajr^dm  z^  frvQO&S^ dm; 

V  étant  Fintégrale  f(pdt  pendant  la  durée  de  Faction 
des  forces,  c'est-à-dire,  la  vitesse  que  la  percussion 
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exercée  sar  dm  imprimerait  à  ce  point  matériel ,  s'il 
était  entièrement  libre.  Cette  équation  est  celle  du 
mouvement  uniforme  de  rotation ,  et  l'on  en  dé- 
duira y  sans  difficulté ,  les  formules  du  n*  386. 

Dans  le  mouvement  varié ,  l'équation  (3)  se  change 
en  une  équation  différentielle  du  second  ordre ,  de 
laquelle  dépend  la  position  du  n^pbile  à  chaque  ins- 
tant, et  sa  vitesse  en  fonction  du  temps,  ainsi  qu'on 
le  verra  tout  à  l'heure  par  un  exemple;  mais  aupara- 
vant il  convient  de  déterminer  les  pressions  que  l'axe 
de  rotation  éprouve  pendant  la  durée  du  mou- 
vement. 

SqS.  Je  considérerai  seulement  les  pressions  per- 
pendiculaires à  cet  axe  Oz ,  qui  sont  dues  aux  compo- 
santes parallèles  aux  axes  Ox  et  Ojr,  des  forces  perdues 
par  tous  les  points  du  mobile ,  dont  les  résultantes 
devront  couper  l'axe  fixe.' 

En  appelant  U  et  Y  les  sommes  de  toutes  ces  forces, 
on  aura,  d'après  le  n^  ^91, 

et  si  l'on  désigne  par  u  0t  9  les  distances  des  forces 
totales  U  et  y  au  plaa  des  «r  et  y ,  on  aura 
aussi  (n*  54) 

En  vertu  des  valeui's  précédente^  de  -^  et  ^»  on  a 

a.  7 
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d*x  dm  dr  dàt  ^ 

dt^  ^  di  dt  ^  di  ' 

d*Y  àm      .  dx  dm  . 

<f/«  dt      *  dt  dt         ^ 

J'élimine  ~  au  moyen  de  l'équation  (5);  je  désigne 

par  x^  et  y^  les  valeurs  de  :r  et  ^  qui  répondent  au 
centre  de  gravité  du  mobile ,  et  par  M  sa  masse ,  de 
sorte  qu'on  ait 

fxdm  =  Mr^,      fyàm  =r  M/,; 

d^x        d*T 

en  substituant  ensuite  les  valeurs  de  -^  et  ^  dans 
les  formules  précédentes ,  elles  deviennent 

U  =  MX,.-  +/Xcùn+  ^^^H^i^ , 

Quand  la  vitesse  angulairo  û:»  sera  connue,  ces  équa- 
tions feront  connaître  les  pressions  U  et  Y  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Of ,  que  Taxe  Oz  aura  à  supporter , 
et  les  distances  u  et  i^  comprises  entre  le  point  0  et 
les  points  d'application  de  U  et  Y  sur  cet  axe.  Lors- 
que les  forces  X  et  Y  sont  nulles ,  ces  résultats  coïn- 
cident avec  ceux  du  n^  SSg.  Quand  la  droite  Oz  passe 
par  lé  centre  de  gravité  du  mobile  ^  on  a  Xf=so  et 
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j^,=  o,  et,  conséqaemraent, 

en  sorte  que  la  charge  totale  de  Taxe  fixe  est  la  même 
que  dans  Tétat  d*équilibre  ;  mais  elle  est,  en  général^ 
autrement  distribuée.  Si  Taxe  fixe  est,  en  outre ,  un 
des  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gra- 
vité, on  a  aussi  fxzdm  =  o  et  fjrzdm  ==  o  ;  il  en  ré- 
sulte 

Utt  =  fzlLdm^       \if  =  /zYdm; 

et  la  charge  de  Taxe  se  trouve  partagée,  dans  l'état 
de  mouvement,  comme  dans  Fétat  d'équilibre. 

594*  Appliquons  actuellement  Téquation  (5)  au 
cas  d'nn  corps  pesant,  tournant  autour  d'un  axe 
horizontal . 

Si  Ton  désigne  par  g  la  pesanteur,  et  qu'on  sup- 
pose l'axe  Oy  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette 
force,  on  aura 

X  =  0,       Y  =  g; 

et,  à  cause  de  Jbodm  =  Ma:,,  l'équation  (5)  se  ré- 
duira k 

^fr^dm  —  glVLc,.         (4) 

Au  bout  du  temps  t,  désignons  par  6  l'angle  com. 
pris  entre  le  plan  mobile  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  et  le  plan  fixe  des  j*  et  z  ;  angle,  que 
nous  regarderons  comme  positif  ou  comme  négatif,, 
selon  que  le  plan  mobile  se  trouvera ,  relativement 
au  plan  fixe ,  du  côté  de  Taxe  des  x  positives  ou  du 


-  •    •  • 
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côté  opposé.  Soit  a  la  dlstâtice  constante  du  centre  de 

gravité  à  l'axe  Oz  ;  on  aura 

or^  =  a  sin  fl  ; 

et,  d'après  le  sens  de  la  vitesse  o,  positive  ou  néga- 
tive 9  on  aura  aussi 

di 

dt  ' 

ce  qu'on  déduit  également  de  Téquation  (2) ,  appli'- 
quée  au  centre  de  gravité ,  c'est-à-dire  ^  aux  valeurs 
orsinO,  ^cosô,  a,  de  x,  jr,  r.  Soit  enfin  M/^  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  k  un  axe 
passant  par  son  centre  de  gravité  et  parallèle  à  Oz  ; 
k  sera  une  ligne  de  grandeur  donnée  ;  et ,  d'après  le 
théorème  du  n*  374  f  nous  aurons 

pour  le  moment  d^inertie  par  rapport  à  l'axe  de  ro- 
tation. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  a:^  f  cà,  fr^dm ,  Téqua- 
lîon  (4)  devient 

€/»e    ga  sin  9 

En  multipliant  par  2d^,  et  intégrait  >  on  aura  donc 


dd*  ag^a  cos  fl     ^ 


f 


c  étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  suppose  qu'on 
ait ,  à  Torigine  du  mouretaaetil , 


de 


« 
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c=  n' 


2^a  COS  tL  ^ 


et  il^en  résultera,  à  un  instant  q^elçonqve , 


d^ 


^ga  (cos  a,  —  C08  b) 
"T        a^  +  h 


=  n\ 


{a) 


Cette  équation  est  celle  du  naouyempnt  d'un  peu-* 
dule  de  forme  quelconque ,  tournant  autour  d'un  axe 
horizontal.  Dans  son  état  d'équilibre ,  le  plan  passant 
par  son  centre  de  gravité  et  par  Taxe  fixe  est  bon-' 
zontal ,  et  Ton  aûi  =  Oy  O^o,  âsso^  On  écarte 
le  corps  de  cette  position,  de  sorte  que  ces  deux  plans 
comprennent  un  angle  dQuné  «•  Si  on  l'abandonne 
ensuite  à  lui-n^ême ,  on  aura  iisso;  si ,  au  con- 
traire y  le  mobile  éprouve  une  percussion  à  l'origine 
de  son  mouvement,  la  vitesse  initiale  Cï  devra  être 
déterminée  par  les  règles  du  n**  386,  ou  donnée  d'une 
manière  quelconque;  et,  dans  tous  les  cas,  l'équa-' 
tion  (a)  fera  connaître  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
à  un  instant  quelconque ,  d'après  la  position  de  son 
Gentr0  4^  gravité.  En  la  i^solyant  par  rapport  à  dt^ 
et  intégrant ,  on  aura  la  valeur  de  t  en  fonction  de  6, 
o^  réciproquement;  ce  qui  déterminera  la  position 
variable  de  ce  centre ,  et ,  par  conséquent ,  celle  du 
mobile  à  cliaque  instant* 

SgS.  Si  ce  corps  pesant  se  réduit  h  un  point  matériel, 
attaché  à  l'axe  Ôz  par  un  fil  inextensible  et  inflexible , 
dont  on  néglige  la  masse,  et  qui  soit  perpendiculaire  à 
Oz,  on  aura  le  cas  du  pendille  simple,  d'après  la  défi-f 


Ï02  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE; 

nition  du  n^  1 79.  En  appelant  /  sa  longueur,  on  aura 
'  a  =  Z  ;  M  sera  la  masse  du  point  matériel  ;  et  le  mo- 
ment d'inertie  M(a'+Af)  devra  se  réduire  au  pro- 
duit de  cette  masse  et  du  carré  de  sa  distance  H  à 
l'axe  fixe.  On  aura  donc  Â:  =  o  ;  par  conséquent , 
l'équation  (a),  appliquée  à  ce  cas  particulier,  de- 
viendra * 


1  .   ^^*    _L_     ^g 

f 


<//• 


H-   -f  (cosa  —  cosfl)  =  n*;       (fr) 


et,  en  effet,  il  est  aisé  de  vérifier  qu'elle  s'accorde 
avec  l'équation  (i)  du  n*  180,  relative  «au  mouve^ 
ment  du  pendule  simple. 

En  comparant  les  équations  (a)  et  {b),  on  voit 
que  ce  mouvement  coïncidera  avec  celui  d'un  pen- 
dule quelconque,  toutes  les  fois  que  les  coefficiens 

T  ^*    >  5  Lft  7  P^r  lesquels  ces  deux  équations  difier 

rent  l'une  de  l'autre,  seront  égaux ,  c'est-à-dire, 
lorsqu'on  aura 

1=:  a  +  -^.         (c) 

Cest  donc  d'après  cette  formule  que  l'on  calculera, 
ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  dans  le  n®  1 79  >  la 
longueur  du  pendule  simple,  correspondant  à  un 
pendule  donné;  les  deux  quantités  a  et  A:  qu'elle 
renferme  pourront  toujours  se  déterminer  exacte- 
ment ,  ou  par  approximation ,  au  moyen  des  règles 
connues,  quand  on  connaîtra  la  forme  du  pendule 
composé. 

Lorsque  ce  pendule  fera  de  très  petites  osciUa^ 
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lions,  il  en.  sera  de  mênie  à  l'égard  du  pendule 
simple.  Si  l'on  désigne  par  T  la  durée  d'une  osciU 
Jation  '  entière  y  on  aura  donc  (n*  18^) 

■    T^^^s/'i'     ?  =  ??• 

En  comptant 9  pendant  un  temps  considérable,  le 
nombre  des  oscillations  du  pendule  composé,  et  di- 
visant le  temps  total  par  ce  nombre,  on  aura  la 
valeur  de  T  ;  et  en  la  substituant ,  dans  cette  der- 
nière formule,  avec  la  valeur  de  l  correspondante 
au  pendule  qu'on  aura  employé ,  on  en  conclura  , 
comme  nous  l'avons  déjà  expliqué  (n*  igs),  la  me- 
sure de  la  pesanteur  g  avec  une  extrême  précision. 
Les  longueui*s  du  pendule  simple  étant  entre  elles 
comme  les  carrés  des  durées  des  petites  oscillations, 
si  l'on  appelle  A  la  longueur  du  pendule  à  secondes, 
et  qu'on  prenne  la  seconde  pour  unité,  on 'aura 
aussi 

pour  calculer  la  valeur  de  A  d'après  celles  de  /  et  T. 
396.  Si  l'on  trace  dans  l'intérieur  du  pendule 
composé  >  au-dessous  de  son  centre  de  gravité- et 
dans  le  plan  de  ce  centre  et  de  l'axe  de  rotation , 
une  droite  parallèle  à  cet  axe ,  dont  /  soit  la  distance 
à  ce  même  axe ,  le  mouvement  des  points  de  cette  pa- 
rallèle ne  sera  ni  accéléré  ni  retardé  par  leur  liaisoi^ 
avec  les  autres  points  du  corps.  Parmi  tous  les  points 
de  cette  droite,  on  appelle  proprement  centre  cTos^ 
cillation  le  point  situé  sur  la  même  perpendiculaire 
à  l'axe  que  le  centre  de  gravité. 
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Soient  ABD  (fig.  6)  la  section  du  pendule  perpen- 
diculaire à  Taxe  de  rotation  et  passant  par  son  centre 
de  gravité,  G* ce  centre  ^  et  C  le  point  où  cette  section 
est  coupée  par  Taxe  ;  prolongeons  la  droite  CG  jus-» 
qu'en  0 ,  de  sorte  quW  ait 

CG  s=  a ,      GO  =  —  , 

et,  consëquemteent , 

•  CO  s=  a  +  ^  =  /. 

a 

Le  point  0  sera  le  centre  d'oscillation  ;  et  après  avoir 
fait  osciller  le  pendule  donné  autour  de  Taxe  per- 
pendiculaire à  la  section  ABD  et  passant  par  le  point 
C,  si  on  le  renverse  et  qu'on  le  fasse  osciller  de  nou- 
veau autour  de  l'axe  passant  par  le  point  0  et  per- 
pendiculaire à  cette  même  section ,.  le  point  C  devien- 
dra le  centre  d'oscillation  ;  théorème  que  l'on  énonce 
ordinairement  en  disant  que  les  centres  C  et  0  de 
suspension  et  d'oscillation ,  sont  réciproques  l'un  de 
l'autre. 

En  effet ,  dans  les  deux  cas ,  le  moment  d'inertie 
MAf  est  le  même,  puisqu'il  se  rapporte  toujours  à 
l'axe  perpendiculaire  k  ABD  et  passant  par  le  point  G; 
en  sorte  que  la  quantité  A:"  ne  changera  pas.  De  plus^ 
soit  0'  le  point  du  prolongement  de  OG  qui  sera  le 
centre  d'oscillation ,  quand  0  sera  devenu  le  centre 
de  suspension  ;  en  appelant  F  la  distance  00^,  sa  va- 
leur se  déduira  de  la  formule  (c),  en  j  mettant  OG  au 

Heu  de  CG,  c'est-à-dire,  —  au  lieu  de  a;  on  aurs^ 


v/|> 
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donc 

ir  =z^^  +  a  =  l,       00'  =  CO; 

et ,  conséquemment ,  le  point  0'  coïncidera  avec  le 
point  C. 

597.  La  durée  des  oscillations  très  petites^  autour 
des  deux  axes  perpendiculaires  à  ÂBD  et  passant 
par  les  points  C  et  0,  est  la  méoie  et  égale  à 

/  étant  toujours  la  distance  CO.  Réciproque- 

ment ,  si  la  durée  des  oscillations  très  petites  est  la 
mênie  autour  de  deux  axes  parallèles ,  dont  le  plan 
contient  le  centre  de  gravité  G ,  et  qui  n  en  sont  pas 
éqnidistans^  leur  distance  mutuelle  sera  la  longueur 
l  du  pendule  simple  qui  oscille  aussi  dans  le  même 
tenaps. 

En  effet  ^  soient  a  et  a'  les  distances  inégales  du 
centre  de  gravité  à  ces  deux  droites  parallèles  ^  et , 
conséquemment,  a  +  ^  leur  distance  mutuelle; 
soit  aussi  MA:*  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité.  Puisque  la 
durée  des  oscillations  est  la  même  autour  des  deux 
droites,  il  faudra  qu'on  ait 

«'+-;  =  a  +-; 


Je* 


doù  Ton  lire 

a'  ^=2  a    ou    a'  =  —  : 

a  ' 

donc,  en    rejetant  la  première  valeur  de  a\  nou$ 
garons 
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a  +  a'  :=^  a  +  — . 

Par  coasequent,  si  Ton  mesure  la  distance  a  +  a' 
des  deux  axes  synchrones^  on  aura  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  correspond  à  la  durée  commune 
de  leurs  oscillations. 

Ce  mojen  a  été  *  employé  avec  succès ,  en  An- 
gleterre, pour  déterminer  la  longueur  du  pendule 
simple  y  sans  axicun  calcul  relatif  à  la  forme  du  pen- 
dule composé  (*)• 

398.  Il  y*  a  une  infinité  d'axes  differens  autour 
desquels  les  petites  oscillations  d'un  mèaie  corps 
sont  d'égale  durée.  ' 

D'abord,  il  est  évident  que  la  valeur  de  /  et  la 
durée  des  oscillations  seront  les  mêmes  pour  tous 
les  axes  de  suspension  parallèles  entre  eux  et  équi- 
distans  du  centre  de  gravité,  puisque,  pour  tous 
ces  axes,  les  quantités  A:  et  a,  comprises  dans  là 
formule  {c) ,  ne  varient  pas.  On  peut  aussi  changer 
la  direction  de  ces  axes  et  leur  distance  au  centre 
de  gravité,  sans  que  la  valeur  de  /  soit  changée; 
car  si  Ton  appelle  a ,  ^ ,  ^ ,  les  angles  que  ]a  pa- 
rallèle à  l'axe  de  suspension,  menée  par  le  centre 
de  gravité,  fait  avec  Içs  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  en  ce  point,  et  que  Ton  désigne  par  Â, 
B,  C,  les  momens  d'inertie  Relatifs  à  ces  axes,  et 
par  MA:*,  comme  précédemment,  celui  qui  répond  à  la 
parallèle,  on  aura,  d'après  l'équation  {c)  du  n**  SyS, 

(*)  Transactions  philosophiques,  Siïinée  18 i8. 
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Mir  =  A  cos*  a  +  B  cos»  €  +  C  cos»  y , 
eif  par  conséquent, 

A  C08'  ce  +  B  C08*  C  +  G  C08*  y 


/  ==  a  + 


Ma 


Or ,  on  peut  éyidemment  donner  ka,a,€,y^ 
une  infinité  de  valeurs  différentes^  pour  lesquelles 
cette  valeur  de  /  resfieSra  la  même. 

Si  Ton  voulait  que  cette  fonction  /  flit  un  minimum 
par  rapport  aux  variables  a ,  a,  6,  y,  il  résulte  de  sa 
forme  qu'en  supposant  A  la  plus  petite  des  trois  cons- 
tantes A,  B^  C,  il  faudrait  d'abord  qu'on  eût  as=o, 
^=sgo%  y=igo^,  et,  conséquemment , 

,  _  Ma*+A 
^-"       Ma       ' 

d'où  l'on  conclut,  par  la  règle  ordinaire,  az=z\/^ 
pour  la  valeur  de  a  qui  répond  au  minimum,  et 

Z=:2  i/|j|  pour  ce  minimum. 

599.  Nous  savons  que  la  résistance  d'un  fnilieu 
n'influe  pas  sur  la  durée  des  petites  oscillations  du 
pendule  simple,  d'une  longueur  donnée  (n^  190);  mais 
il  faut  aussi  prouver  que  cette  force  ne  change  pas 
non  plus  la  longueur  du  pendule  simple,  dont  le 
mouvement  est  le  même  dans  l'air  que  celui  d'un 
pendule  donné,  dans  ce  même  fliëde. 

Or,  pour  déterminer  ce  mouvement,  il  faut  joindre 
aux  forces  Xt/m*  et  Ydm ,  que  renferme  le  second 
membre  de  l'équation  (3),  et  qui  agissent  sur  tous 


\ 
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les  points  de  la  masse  4u  mobile ,  Iqs  coiqposantea 
de  la  résistance  de  Tair,  exercée  sur  les  élémens  de 
sa  surface.  Supposons  donc  que.  cette  résistance  soit 
exprimée,  généralement,  par  la  somme  de  plusieurs 
puissances  de  la  vitesse,  et,  pour  une  yitesse  quel* 
conque  (/,  représentons-la ,  sur  l'unité  de  surface ,  par 

Ai;*  +  Ai;*'+  Ai^'^  +  etc.  ; 

A,  A',  A'',  etc.,  a,  et!,  a",  etc.,  étant  des  constantes 
données.  Soit  f  la  distance  d'un  point  M  de  la  sur- 
face du  pendule  .  à  l'axe  de  rotation  ;  sa  vitesse ,  an 
bout  du  temps  t ,  sera  po» ,  en  désignant  toujours 
par  {û  la  vitesse  angulaire  à  cet  instant.  Si  l'on  ap- 
pelle 6  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  la  partie 
intérieure  de  la  normale  ea  ce  point ,  on  aura  p(»  cos  £ 
pour  sa  composante  suivant  cette  droite;  et ,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  (  n**  365  )  ,  c'est  cette 
composante  normale  qu'il  faudra  employer  pour  la 
vitesse  v ,  dans  l'expression  de  la  résistance  qui  ré- 
pond au  point  M.  En  appelant  dj  l'élément  diffé- 
rentiel de  la  surface ,  en  ce  même  point ,  et  R^^  la 
résistance  exercée  sur  cet  élément,  on  aura  donc 

R  =  Ap*û)*cos*6  +  Ay«'a)*'cos*  €  +  etc. 

Je  désigne  par  aç  et  \v  les  angles  que  fait  la  normale 
intérieure  au  point  M,  aveç  des  parallèles  aux  axes 
des  X  et  des  /,  mçnéçs  par  ce  point;  les  compo- 
santes) de  la  résistance  suivant  ces  droites  seront 
RcosfJidj  et  Rcos  vdj;  et  si  l'on  appelle  x'  et  y  les 
valeurs  de  oceXj  qui  répondent  au  .point  M,  on  aura 

X  'R  cos  vdr  —  y  R  cos  fidr  , 
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pour  la  partie  du  second  membre  de  Tëquation  (5) , 
rdative  a  rélëùiént  dit  ;  par  coûsëqttent  y  en  prenant 
l'intégrale  de  cette  quantité  dans  toute  la  portion  de 
k  surface  du  mobile  qui  éprouve  la  résistance  du 
milieu  >  on  àUrà  la  quantité  qu'on  devra  ajouter  à  ce 
second  membre  ^  pour  avoir  égard  à  cette  résistance. 
Je  (aîft^  pont  abréger^ 

et  cette  quantité  aura  pour  expression  : 

Ac»yÇp*cos*€rf(r  +  A'ûp'^p*  cos*Wa-  +  etc. 

n  est  visible  que  Ç  est  la  longueur  de  la  plus  courte 
distance  entre  l'axe  de  suspension  et  la  direction  de  la 
vitesse  po»  du  point  M,  comprise  dans  un  plan  per- 
pendiculaire h  cet  axe;  Ç  fié  dépend  donc  pas  du 
temps,  non  plua  que  l'étigie  e  et  le  rayon  p  ;  par  coù-^ 
séquent ,  si  l'on  fait 

y^p*cos*érfj  =  y,  f'Cf'  cos^'êûfa-  =  y,  etc. , 

ces  intégrales  7,  y\  y^ ,  etc.  ,  seront  des  constantes 
dépendantes  de  là  Forme  du  corps,  et  dotlt  les  valeurs 
pourront  être  différentes  dans  deux  oscillations  con- 
sécutives. Pour  déterminer  leurs  limites,  on  circons^ 
crira  au  mobile ,  dans  sa  position  d'équilibre ,  un 
cjlindrè  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant  par 
l'axe  fixe  ;  la  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  avec 
la  sur£aice  du  corps  divisera  cette  surface  en  deux 
parties^  dont  Vune  éprouvera  la  résistance  de  l'air, 
pendani  que  lo  mobile  M  fndiivrà  dhns  un  setis ,  et 
l'autre ,  pendant .  qu'il  se  mouvt^  dans  lé  sens  op*- 
posé;  ces  intégrales  devroM  donc  s^ tendit  à  Ywte 


•  # 
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de  ces  deux  parties  pour  une  oscillatioa  entière ,  et 
k  l'autre  partie  pour  l'oscillation  suivante  ;  et  quand 
ces  deux  parties  seront  dififérentes ,  les  valeurs  de  y  y 
y\  y%  etc.,  le  seront  aussi  dans  deux  oscillations 
consécutives.  Ces  valeurs  ne  changeront  pas^  dans  le 
cas  d'un  mouvement  révolutif. 

Cela  posé,  après  avoir  ajouté  la  quantité  précé- 
dente au  second  membre  de  Téquation  (3)^  ou  ^  ce 
qui  est  la  même  chose ,  après  avoir  retranché  cette 
quantité  divisée  par  le  moment  d'inertie  M(a*  -f-  A:*)  ^ 

de  la  valeur  de  ji  du  n*  394  f  nous  aurons 

d'6 çasmj  Ay  a  AV         ^V        . 

pour  réquation  du  mouvement  d'un  pendule  quel- 
conque dans  un  milieu  résistant.  On  aura  de  même 

^  =  — f  sinfl— Bo)*-^  B'û)*~etc. , 

pour  réquation  du  mouvement  du  pendule  simple 
dont  la  longueur  est  /;  B,  B',  B''^  etc.,  désignant 
des  coeiBciens  constans. 

Les  vitesses  et  les  positions  initiales  des  deux  mo- 
biles étant  supposées  les  mêmes,  si  l'on  veut  que 
leurs  mouvemens  le  soient  aussi ,  il  suffira  et  il  sera 
nécessaire  de  prendre 


ce  qui  détermine  la  valeur  de  l,  qui  coïncidera  avec 
la  formule  (c) ,  et  celles  de  B,  B',  B" ,  etc. ,  pour 
toute  la  durée  de  chaque  oscillation. 
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Ainsi  f  quelles  que  soient  la  forme  d'un  pendule  et 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  il  se 
meut,  on  voit  qu'il  y  a  toujours  un  pendule  simple 
dont  le  mouvement  est  le  même  que  celui  du  pendule 
donné;  que  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  le 
pendule  simple  doit  se  mouvoir,  se  déduit  de  celle 
du  milieu  donné ,  et  de  la  forme  du  pendule  com- 
posé; et  que  la  longueur  du  pendule  simple  ne  dé«- 
pend  que  de  cette  forme ,  et  nullement  de  la  résis- 
tance. 

Toutefois,  il  n'en  résulte  pas  que  la  longueur  de  ce 
pendule  correspondant  à  un  pendule  donné ,  soit  la 
même  dans  l'air  et  dans  le  vide  :  la  perte  de  poids 
que  le  pendule  composé  éprouve  dans  l'air ,  et  qui 
n'est  pas  la  même  dans  l'état  de  mouvement  que 
dans  Tétat  de  repos,  influe  sur  la  longueur  du  pen- 
dule simple ,  réduite  au  vide ,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  dit  (n®  291  ). 

400.  Pour  déterminer  le  mouvement  d'un  treuil 
et  de  deux  poids  suspendus,  l'un  à  la  roue  et  Tautre 
au  cylindre ,  on  formera  ,  comme  dans  le  n'  Sg  i  ,  la 
somme  des  momens  des  forces  perdues  à  chaque  ins^ 
tant  par  tous  les  points  du  treuil,  puis  on  ajoutera  à 
cette  somme  les  momens  des  forces  perdues  dans  le 
même  instant  par  ces  deux  poids ,  et  on  égalera  à 
zéro  la  somme  totale  de  tous  ces  momens.  Or, 
supposons  qu'une  corde  soit  enroulée  sur  la  roue  et 
attachée  par  un  bout  à  un  point  de  sa  circonférence , 
et  désignons  par  m  la  masse  du  corps  suspendu  ver- 
ticalement à  l'autre  bout  ;  soit  aussi  m!  la  masse  du 
corps  suspendu   verticalement  à  l'extrémité  d'une 
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seconde  corde  enroulée  sur  le  cylindre  et  attachée 
par  l'autre  extrémité  à  sa  surface  ;  au  bout  du  temps  t^ 
si  Ton  appelle  u,  et  u'  les  distances  des  centres  de 
grayité  de  m  et  m'  au  plan  horizontal  passant  par 
Taxe  du  treuil  >  les  forces  perdues  par  ces  masses  pen- 
dant rinstant  dtf  seront  m  (a —  "^^^^'{ë — ^JJ 

leurs  momens  par  rapport  à  Taxe  du  treuil  ^  se 
déduiront  de  ces  forces  en  multipliant  la  première 
par  le  rayon  de  la  roue  que  j'appellerai  c ,  et  la 
seconde  par  le  rayon  du  cylindre  que  je  dougnerai 
par  c';  et  parce  qye  ces  forces  tendent  à  faire  tourner 
le  treuil  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre  ,  il  faudra 
donner  le  signe  -|-  au  moment  de  l'une,  et  le  signe  — 
au  moment  de  l'autre.  Pour  fixer  les  idées ,  je  sup- 
poserai que  ce  soit  la  première  force  qui  tende  à  faire 
tourner  le  treuil  dans  le  sens  où  il  tourne  réellement , 
ou,  autrement  dit,  je  supposerai  que  ce  àoit  h 
masse  m  qui  descende  et  la  masse  m'  qui  s'élève.  Oa 
en  conclut  que  le  second  membre  de  l'équation  (3) 
se  trouvera  augmenté  de  gmc  — gm'c' ,  et  son  pre- 

mier  membre ,  de  m  -^  c — wl  -j^  c'i  d'ailleurs  l'in- 
tégrale que  contient  le  second  membre  sera  zéro , 
parce  qu'elle  doit  s'étendre  à  tous  les  points  du  treuil, 
dont  le  centre  de  gravité  est  sur  Taxe  de  rotation; 
on  aura  donc. 

^/r-dm  +  nw^-^^m'c"^=.g{mc-~  mV) , 

pour  l'équation  du  mouvement  du  treuil  et  des  deux 
masses  m  et  mf. 
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Pendant  tonte  la  dorée  de  ce  moayement,  la  rhesse 

27  de  m  est  égale  à  la  vitesse  ccù  du  point  de  la  rojae 

où  la  corde  commence  à  se  détacher  de  sa  circonfé- 

rence ,  et  dont  le  rayon  est  horizontal;  la  yitesse  -^- 

de  m^  est  de  même  égale  et  contraire  à  la  yitesse  c'co 
du  point  de  la  surface  du  cylindre  y  dont  le  rayon 
est  aussi  horizontal ,  et  qui  est  situé  de  laùtre' côté  de 
Taxe  :  on  a  donc  constamment 

du  dvl  _, 

>      5^  =  c«,     _  =  _./«; 
au  moyen  de  quoi  ^  Téquation  précédente  devient 

QMe  +  wMî*  +  rrid")  ^  =  g(mc  ~  n£d) , 

en  désignant  par  M  la  masse  du  treuil^  et  par  M^  son 
moment  d'inertie  par  rapport  à  Taqce  de  rotation. 

Si  l'on  suppose  nulles  ^  pour  plus  de  simplicité  ^ 
les  vitesses  initiales  du  treuil  et  des  masses  m  et  w!^ 
on  aura^  à  un  instant  quelconque, 

(me  —  7nfc')gt 

et  f  sans  aller  plus  loin  ,  on  voit  que  le  mouvement 
du  treuil  sera  uniformément  accéléré. 

Les  tensions  des  cordes  auxquelles  les  masses  m 
et  m'  sont  attachées ,  auront  pour  mesure  les  forces 
perdues  par  ces  masses;  en  les  désignant  par  T  et  T', 
on  aura  donc 

T=m(«-^),    T'=j.'(g-^), 
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et  sî  l'oB  appelle  p ,  p'  f  P^  les  poids  de  ces  oorpt  et 

du  treuil,  de  sorte  qu'on  ait 

P  =  mgf    p'  =  m'g,    p  =  Mg, 

■ 

on  cooclara  dess  équations  précédentes 

A  cause  que  le  poids  *p  descend ,  ce  qui  suppose 
pc  >  pV ,  la  tension  T  sera  moindre  que  ce  poids , 
qui  serait  sa  valeur  dans  l'état  d'équilibre  ^  et  la 
tension  T' sera  plus  grande  que  p\ 

Les  pressions  exercées  sur  Taxe  du  treuil  par  les 
forces  centrifuges  de  ses  différens  points^  se  détrui* 
sent  éyidemment  deux  à  deux ,  à  cause  de  ]a  symé- 
trie de  ce  corps  autour  de  cette  droite.  La  chaire 
totale  que  l'axe  éprouvera  pendant  le  mouvement^ 
se  composera  donc  seulement  du  poids  du  treuil  et 
des  tensions  T  et  T'  ;  de'  sorte  qu'en  appelant  II  cette 
force  verticale ,  on  aura 

n  =  P  +  T  +  T'. 

En  substituant  pour  T  et  T'  leurs  valeurs ,  il  en  ré- 
sultera 

n  —  P-*-d4-i>'—      ip<^-p'<^r     . 

ce  qui  montre  que  cette  charge  est  toujours  moindre 
que  celle  qui  a  lieu  dans  l'état  d'équilibre ,  et  qui  est 

égaleàP+/>  +  />'- 

401.  On  appliquera  ces  différentes  formules  à  la 
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machine  ^Aihoad^  en  y  faisant  c'  =  c  ;  et  elles  fe- 
ront connaître  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
meat  4es  deux  poids  inégaux  p  et  p',  dont  l'un 
monte  et  l'autre  descend  dans  cet  appareil. 

Si  l'on  appelle ,  par  exemple ,  h  la  hauteur  dont 
le  poids  p  descend  dans  un  temps  dounë  6,  on  aura 
la  valeur  de  k  en  intégrant  celle  de  dic^  ou  de  cù^cU  , 
depuis  J(  s=:  o  jusqu'à  f  =  6;  ce  qui  donne 

Les  poids  P,  p,  p\  ainsi  que  le  i^yon  de  la  roue,  sont 
donnes  ;  la  quantité  Âf  peut  être  calculée  d'après  la 
forme  de  la  roue;  et  l'on  peut  mesurer  la  hauteur  h. 
Par  conséquent ,  si  le  temps  8  est  donné» 0ar  l'obser- 
vation y  cette  formule  fera  connaître  la  valeur  de  g. 
Alais  quelque  soin  qu'on  apporte  dans  cette  expé- 
rience ,  elle  ne  sera  jamais  susceptible  d'une  précision 
comparable  à  celle  du  pendule  ;  car ,  dans  celle-ci , 
la  durée  de  chaque  oscillation  s'obtietit  en  divisant  le 
temps  pendant  lequel  le  pendule  a  oscillé ,  par  le 
nombre  très  grand  des  oscillations  qu'il  a  faites  ;  ce 
qui  rendra  toujours  l'erreur  à  craindre/  sur  la  durée 
d'une  seule  oscillation ,  beaucoup  moindre  <}ue  l'er* 
reur  inévitable  sur  la  mesure  du  temps  6  dans  la 
machine  SJihood. 

On  fait  ici  abstraction  de  la'  masse  du  fil  auquel  sont 
suspendus  les  deux  poids  p  et  p* y  il  serait  facile  d'y 
avoir  égard  de  la  même  manière  que  d^ns  le  problème 
du  n*356;  mais  alors  la  loi  du  mouvement  serait  plus 
compliquée.  On  néglige  aussi  la  résistance  que  l'air 

8.. 
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oppose  aux  mouvemens  des  deux  poids  peip'i  pour 
en  atténuer  Teffet,  et  aussi  pour  rendre  le  temps  6 
plus  facile  à  mesurer ,  on  ralentira  ces  mouve- 
mens f  en  diminuant  l'excès  de  Tun  de  ces  poids  sur 
Fautre. 

4o!2.  On  a  aussi  employé  le  pendule  pour  détermi- 
ner la  vitesse  des  projectiles  de  Tartillerie.  Cette  ma- 
chine est  ce  qu'on  appelle  le  pendule  de  Robins^  da 
nom  de  Fingénieur  qui  en  a  le  premier  fait  %sage  :  elle 
consiste  en  une  masse  très  considérable,  retenue  par 
un  axe  horizontal  solidement  fixé.  Le  boulet  dont  on 
veut  connaître  la  vitesse,  pénètre  dans  cette  masse 
sans  la  traverser ,  et  met  le  pendule  en  mouvement  ; 
on  mesure  la  grandeur  de  lare  que  décrit  un  point 
déterminé  de'la  masse  totale  ;  d'où  l'on  conclut  facile- 
ment  sa  quantité  de  mouvement ,  et ,  conséquemment, 
la  vilesse  du  boulet  à  l'instant  où  il  a  atteint  le  pen- 
dule. 

Soient,  en  effet,  AEBF  (fîg.  7)  une  section  du 
pendule  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  fixe 
et  par  son  centre  de  gravité ,  G  ce  centre ,'  0  le 
centre  d'oscillation  (n^  696) ,  C  le  point  où  cette  sec- 
tion coupe  l'axe,  de  sorte  que  CGO  soit  une  droite 
verticale,  dans  l'état  d'équilibre.  Soient  aussi  B  le 
point  où  le  prolongement  de  cette  droite  rencontre 
la  surface  inférieure  du  pendule ,  BB'  l'arc  de  cercle 
qui  sera  décrit  par  ce  point  B  et  dont  C  est  le  centre, 
E  le  centre  de  l'ouverture  circulaire  que  le  boulet 
fait  à  la  surface  du  pendule,  qu,  plus  généralement, 
la  projection  de  ce  point  sur  le  plan  de  la  section 
AEBFj^ Appelons  /x  la  masse  du  boulet,  (^  sa  vitesse 
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h  rinstant  du  choc,  f  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  C  sur  la  direction  de  (^,  projetée  sur  le  plan  de 
AEBF,  M  la  masse  du  pendule  et  du  boulet ,  a  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  M  à  l'axe  fixe,  M(ïz*+^*) 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe  ;  nous  au- 
rons (n*  586) 

n=r  —f^ 


a\  ? 


M  (a*  4-  k^) 

pour  la  valeur  de  Ci  qu'il  faudra  substituer  d^ns  l'é- 
quation (a)  du  n^  3g4,  dans  laquelle  on  fera  aussi 
cts=o,  puisque  le  pendule  part  de  sa  position  d'équi- 
libre, n  s'en  écartera  jusqu'à  ce  que  la  vitesse  angu- 
laire soit  nulle;  par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  6 
Vangle  BCB^,  on  aura ,  d'après  cette  équation  (a) , 

g  étant  la  gravité.  En  désignant  par  b  la  corde  dq 
l'arc  BB',  et  par  c  le  rayon  CB ,  nous  aurons 

COS  b    =    I -. 

Je  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente^ et  j'en  déduis  ensuite  celle  de  f^*;  ce  qui 
donne 

n  étant  le  rapport  de  M  à  /^,  qui  sera  un  très  grand 
nombre  donné. 

Toutes  les  autres  quantités  contenues  dans  cette 
formule  seront  aussi  connues.  La  distance  c  se  me- 
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sure   immédiatement;  la   OMrde  b  est  donnée  au 
moyen  d'un  ruban  attaché  au  point  B,   et  pas*- 
sant  dans  un  anneau  fixement  attaché  au  terrein  i 
la  partie  de  ce  ruban  qui  se  déroule  et  traverse  Fan* 
neau  pendant  Téléyation  du  pendule,  est  effectiTe<- 
ment  égale  à  b.  Si  le  tir  est  horizontal ,  la  quantité  f 
est  la  distance  de  Taxe  de  la  pièce  à  Taxe  de  rotation  ; 
si  le  tir  s'écarte  un  peu  de  l'horizontalité ,  auquel  cas 
la  droite  qui  va  du  point  E  à  la  bouche  du  canon 
n'est  plus  horizontale  y  il  est  ^cile  de  calculer^  avec 
une  approximation  sufiisantc,  la  quantité  qu'il  faut 
ajouter  à  la  distance  des  deux  axes>  ou  qu'il  en  faut 
retrancher^  pour  avoir  la  valeur  de  J^.  Quant  aux 
quantités  a  et  it  ^  on  peut  les  calculer  d'après  la  forme 
du  pendule  et  les  densités  de  ses  parties  ;  mais  leurs 
valeurs  s'obtiennent  aussi  par  l'expérience. 

On  attache  une  corde  à  la  partie  inférieure  du 
pendule;  on  fait  passer  cette* corde  sur  une  barre 
fixe ,  parallèle  à  l'axe  de  ce  mobile ,  et  élevée  a  la 
même  hauteur,  au-dessus  du  terrein;  puis,  à  l'autre 
bout  de  la  corde,  on  suspend  un  poids  qui  soulève 
le  pendule  jusqu'à  ce  que  son  centre  de  gravité  se 
trouve  au  niveau  de  Taxe  et  de  la  barre.  Dans  cette 
position,  si  l'on  appelle  M'  le  poids  suspendu  à  la 
corde,  et  a^  la  distance  donnée  de  la  barre  à  l'axe,  on 
a  cette  proportion  : 

ê 

a  \  a!   V.   M'  :  M, 

■ 

qui  fait  connaître  la  valeur  de  a. 

Si  Ton  fait  faire  au  pendule  de  petites  oscillations, 
et  qu'on  appelle  T  la  durée  d'une  oscillation  entière, 
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et  2  la  distance  du  centre  d'oscillation  à  Taxe  de  sus^ 
pension  ,  on  aura  (n^  SgS) 


■    .       -r^Wl  "^■' 


d'où  Ton  tire 


iï:i. 


et  la  valeur  de  A:  sera  connue  d'après  celle  de  a.  Au 
moyen  de  cette  yaleur  de  a*  -4-  k^p  on  apra  ^  plus , 
simplement , 

irfc      ^  ^  ^ 

pour  l'expresâiou  de  la  yitesse  du  boulet. 

4o5.  Si  la  bouche  du  canon  n'est  pas  très  éloignée 
du  pendule  >  la  yaleur  de  (^^  donnée  par  cette  for- 
mule» différera  peu  de  la  vitesse  de  projection  du 
boulet;  et  en  supposait  connu  le  coefficient  de  la  ré- 
sistance de  l'air,  il  sera  facile  de  calculer  ^  au  mojen 
de  la  formule  (5)  du  n^  !ii3  »  la  quantité  dont  on  de- 
vra augmenter  cette  quantité  9 ,  pour  avoir  Is  vitesse 
de  projection.  Mais  on  obtiendra  immédiatement  la 
grandeur  de  cette  dernière  vitesse,  en  attachant  fixe- 
ment le  canon  au  pendule  :  la  quantité  de  mouve- 
ment imprimée  au  pendule,  ainsi  composé,  sera 
alors  la  masse  /a  du  boulet,  multipliée  par  \fL  vitesse 
du  boulet  à  la  bouche  du  canon ,  dont  le  reculj  à  rai^ 
son  de  la  compressibilité  de  la  matière ,  ne  commen- 
cera pas  sensiblement  avant  que  le  projectile  ait  par- 
couru toute  la  longueur  de  la  pièce  ;  par  conséquent, 
la  valeur  de  f^,  donnée  par  la  formule  {a) ,  sera  celle 
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de  la  vitesse  de  projection  ^  sans  aucune  correction  f 
et  sans  qu'on  ait  beM>in  de  connaître  le  coefficient 
de  la  r&istance. 

En  tirant  successivement  à  différentes  distances 
données  du  pendule ,  ayec  un  même  canon  ^  charge 
de  la  même  manière^  on  aura  autant  de  valeurs  de  i^, 
dont  les  différences  entre  elles  et  avec  celle  que  Ton 
obtient  quand  le  canon  fait  partie  du  pendule ,  pour- 
ront servir  à  vérifier  la  loi  de  la  résistance  de  Tair, 
sur  laquelle  est  fondée  la  formule  (5)  du  n*  !i  1 2  ^  et  k 
déterminer  le  coefficient  de  cette  résistance. 

On  a  fait,  en  Angleterre,  un  grand  nombre  d'ex<- 
périences  au  moyen  du  pendule  de  Robins ,  employé 
des  deux  manières  que  nous  venons  d'indiquer  (*)• 
Une  des  conséquences  les  plas  générales  qu'on  en  a 
déduites,  consiste  en  ce  que,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales  y  les  carrés  des  vitesses  de  projection  sont  à 
peu  près  entre  eux  comme  les  poids  des  chaînes,  et 
que  ce  rapport  approche  d'autant  plus  d'être  exact  ^ 
que  la  longueur  de  la  charge  est  moins  considérable  ^ 
relativement  à  celle  du  canon. 


C)  Nouvelles  expériences  dAniïlerîe,  par  Ch.  Hutton; 
ouvrage  traduit  de  l'anglais ,  la  première  partie  par  Yillaxw 
troysy  et  la  seconde  par  M.  Terquem. 
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CHAPITRE  IV. 


DU  KOUVEHEIVT   D'UN  COUPS    SOLIDE  AUTOUR  D^UN 

POINT  FIXE. 


S  !•*.  formules  préliminaires» 

404 •  Considérons  d'abord  en  lui-même,  et  indé- 
pendamment des  forces  qtii  le  produisent,  le  monye^ 
ment  de  rotation  d'un  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, autour  d'un  point  fixe  appartenant  à  ce  corps, 
ou  qui  y  soit  invariablement  attaché. 

Soient  O  (fig.  3)  ce  point;  Ox,  Oy,  Oz,  trois  axes  fixes 
et  rectangulaires,  choisis  arbitrairement;  Ojc^,  ^J^/f 
Ozj ,  trois  antres  axes  rectangulaires,  fixes  dans  le  corpb, 
et  mobiles  avec  lui  autour  du  point  0.  Dans  la  suite, 
nous  supposerons  que  ces  dernières  droites  sont  les 
axes  principaux  du  corps;  mais  maintenant  leurs  di- 
rections sont  entièrement  arbitraires.  Soient  aussi 
^,  /,  z,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
du  corps,, rapportées  aux  premiers  axes,  et  x^^y^^z^^ 
ses  coordonnées  rapportées  aux  axes  Ox^ ,  Of^ ,  Oz^. 
En  conservant  toutes  les  notations  du  n""  377,  nous 

aurons 

X  ==  ax^  +  bj^  +  cz^^ 
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et  les  neuf  coeiBcîens  a,  b,  etc.,  seront  liés  entre 
eux  par  les  équations  (2),  ou  par  les  équations  (4)» 
de  ce  numéro. 

Il  est  évident  que  ces  quantités  a,  b^  etc.,  sont  les 
mêmes  y  à  chaque  instant,  pour  tous  les  points  du 
corps  ;  mais  elles  varient  pendant  le  mouvement ,  et 
l'on  doit  les  considérer  comme  des  fonctions  du 
temps.  Au  contraire,  les  coordonnées  œ^^jr^fZ^,  va^ 
rient  d'un  point  à  un  autre  du  mobile;  mais  elles 
restent  constamment  les  mêmes  pour  un  même  point, 
et  ne  varient  pas  avec  le  temps.  En  représentant  donc 
le  teoyps  par  t,  et  différeûtiaiit  par  rapport  à  cette  va-^ 
riable ,  on  aura 

dx  da  db  ^^       de 

di   ^  ^'di  "T^/S"  "•"  ^'W 

dz  _        da'  db"    ,         d£ 

^  »  j     dx     dr     dz  •  .    *  • 

Ces  valeurs  de  ^ ,  —- ,  ^ ,  exprimeront,  a  un  ma- 
tant quelconque ,  les  composantes  parallèles  aux  axes 
007,07-,  Ozy  de  la  vitesse  du  point  M.  Si  donc  on 
veut  connaître  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est 
nulle  à  cet  instant,  on  les  déterminera  en  égalant  ces 
quantités  à  zéro  ;  ce  qui  donne 

xjda  +  jr^db  +  z/Jc  =  o ,   1 
xjda'  +  jr^iib' 'j'  zjdc':=z  o,  >     (i) 
x,da!'+  jr^db''+  z,dc''=  o.    ) 

Or,  en  ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  mul« 
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tîpliées  par  c,  c\  c";  faisant,  pour  abréger, 

et  obserrant  que  l'équation  c*+  c''+  </'•=  1  donne 
cdc  -f-  c'jdc'  •+■  c''dc^'  r=  o ,  il  vient 

Si  l'on  ajoute  ces  mêmes  équations  (i),  après  les  avoir 
multipliées  par  b,  b',  b",  on  trouve 

nr,  —  pz,  =  o, 

en  faisant ,  pour  abréger, 

bda  +  iW^  +  b"da!^  =  ft/^ 

et  observant  que  l'équation  ô*-+-  i'*-f-  A"*s=  i  donne 
6<i&  +  b'iib'  +  &V&''  =  o,  et  que,  d'après  l'équation 
bc  +  Ud  '^V^d^  =  o  du  n*  877,  on  a  aussi 

Enfin,  les  équations  (  1  )  étant  multipliées  par  a,  ci^  d^ 
et  ensuite  ajoutées,  il  en  résulte 

î^/  —  CT/  =  o; 

car  on  a  ada  +  ddd  +  a^'da''  s=  o ,  a  cause  de 
a^4-  a'*  +  a''*  ss  i;  et,  de  plus,  les  équations 
ia  +  ft'a'+ôV  =  o  et  ca  +  cV  +  cV=o  du 
numéro  cité  donnent 

adb-^^aldb'^d'dV'^^hda—Vdd^Wdd'zrz^rdU 
ode + a'dd+d'dd'^  —cda  —ddn^—d'dd'=:qdt. 

Au  lieu  des  équations  (1)9  nous  aurons,  de  cette 


\ 


124 


TRAITÉ  DE  MÉGANIQUE. 


manière, 

PTi  —  ^^é^^f    rx,—pz,z=:o,   qz^^rj^—o.     (a) 

Chacune  de  celles-ci  est  comprise  dans  les  deux  au* 
très;  et  elles  appartiennent  à  une  droite  passant  par 
Forigine  0  des  coordonnées. 

Il  suit  donc  de  cette  analyse  que  tous  les  points  du 
corps  y  dont  la  vitesse  est  nulle  à  un  instant  quelcon- 
que ,  sont  ranges  sur  une  droite  passant  par  le  centre 
de  rotation.  Cette  droite  peut  être  regardée  comme 
immobile  pendant  un  instant  infiniment  petit;  donc, 
pendant  cet  instant ,  le  corps  tourne  autour  de  cette 
droite  comme  autour  d'un  axe  fixe  ;  et  Ton  doit  se 
représenter  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe,  comme  ajant  lieu,  à 
chaque  instant,  autour  d'un  axe  qui  reste  immobile 
pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit.  En 
général,  la  position  de  cet  axe  dans  l'intérieur  du 
corps  change,  d'un  instant  à  l'autre,  pendant' le 
mouvement;  et,  pour  cette  raison,  on  l'appelle 
Vaxe  instantané  de  rotation* 

4o5.  Supposons  que  la  droite  \0V  soit  cet  axe 
au  bout  du  temps  t  ;  les  équations  (3)  seront  celles 
de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  coordon- 
nées x^f  jr^y  z^i  d'où  l'on  conclut  facilement 


cos  lOa:,  =    ^..^.L.^ , 


cosIOt";  = 


V^F^+q^+r-^ 


(3> 


cos  lOz,  =s  ■  ^  
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Lors  donc  que  les  trois  quantités  p^  q,  r,  se- 
ront connues^  on  pourra  assigner  la  position  de  Taxe 
instantané^  par  rapport  aux  axes  mobiles  Q^;,  C^^^ 
Ojz^ }  et,  d'après  le  signe  qu'on  donnera  au  radical ,  la 
partie  01  de  cette  droite ,  à  laquelle  ces  formules  ap^ 
partiendront  y  sera  complètement  déterminée  :  doré- 
navant ,  nous  regarderons  toujours  ce  radial  comme 
une  quantité  positive* 

Toutes  les  fois  que Pf  qf  r,  seront  des  constantes , 
Vaxe  de  rotatibn  restera  fixe  dans  le  corps,  c'est-a- 
dire ,  qu'il  le  traversera  constamment  dans  les  mêmes 
points.  Or ,  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est 
nulle  à  chaque  instant ,  étant  toujours  les  mêmes,  ils 
demeureront  immobiles  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement  ;  donc ,  dans  c^cas,  l'axe  de  rotation  sera 
aussi  une  droite  fixe  dans  l'espace. 

D  après  l'équation  (2)  du  n""  9,  et  les  notations 
du  u?  377 ,  on  aura 

« 

cosIOo:  =  a cos  lOx^  •+■  ô  cos  10;^^  +  ccos lOz^ ,  - 
cos  10/-  =  a'cos  IOjC;  +  6'cos  lOjr^  +  c'cos  JOz^ , 
cos  lOz  =  ^l'cos  IOjc^  +  b'cos  lOjr^  +(fcos  IQz^  ; 

en  vertu  des  équations  (5),  on  aura  donc 


cos  IQt* 


(4) 


COS  lOz  =  -  %       "   =  , 

»//»*+ ?*  +  »* 


pour  déterminer  la  dire<%oii  de  l'axe  instautané,  par 
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rapport  aux  axes  fixes  Oœ,  Oj,  Oz.  Il  en  résulte  que 
quand  fp  q^  r,  seront  des  quantités  constantes ,  les 
numérateurs  de  ces  formules  devront  aussi  être  in- 
dépendans  de  ^  ;  ce  qu'on  yérifiera ,  effectivement , 
dans  la  suite. 

4o6.  Puisqu'à  chaque  instant  le  mouvement  a  lieu 
autour  d^la  droite  lOF  comme  autour  d'un  axe  fixe, 
il  en  résulte  que  tous  les  points  du  corps  ont ,  pen- 
dant un  instant  infiniment  petite  une  même  vitesse 
angulaire  autour  de  cet  axe  (n^  584)*  Pour  en  déter- 
miner  la  valeur^  considérons  le  point  qui  se  trouve 
sur  Taxe  Oz^,  k  une  distance  du  point  0  égale  à 
l'unité;  nous  aurons^  relativement  à  ce  points  Xj^=o, 
jr^:=so,  z^s=i;  sa  vitesse  absolue  sera  donc 

y  de  '^  dt^  '^  dt^^V  ~dê  ' 

d'après  les  valeurs  précédentes  de  -^ ,  ^ ,  -^  j  et 
l'on  aura  y  pour  sa  distance  h  l'axe  de  rotation , 


sinI0i8,=i\/i  — cos*IOx"=    -^J^±^; 

donc ,  en  divisant  la  vitesse  absolue  par  cette  dis- 
tance, nous  aurons 


|/dfc*+  dc'^  +  de"'' 


pour  la  vitesse  angulaire.  Or^  nous  avons 
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d'où  l'oa  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations  du 

û'  577 , 

quantité  qui  se  réduit  hdtf-^  dc^^-j-  d(/'*,  a  cause  de 
edc  +  c^dc' 'j' c^'dc" s=s q.  Donc,  en  appelant  119  la 
vitesse  angulaire  au  bout  du  temps  ^ ,  et  la  considé- 
rant comnae  une  quantité  positive,  on  aura  sim- 
plement ^  

On  voit  que  cette  vitesse  sera  constante  toutes  les 
fois  que  la  position  de  Taxe  de  rotation  sera  inva-* 
riable;  mais  la  proposition  inverse  n'est  pas  égale- 
ment vraie;  et  il  est  possible  que  Taxe  instantané 
diange  de  position ,  sans  que  la  vitesse  angulaire 
change  de  valeur,  ou,  autrement  dit,  il  est  possible 
que  les  quantités /?,  q,  r,  soient  variables,  et  que  la 
Tâleur  de  is?  deineure  constante. 

407.  On  appelle  77,  q,  r,  les  composantes  rectan- 
gulaires de  la  vitesse  de  rotation  1» 'autour  des  axes 
Ox^ ,  0^^ ,  Oz^ }  et  Fou  dit  aussi  que  chacune  de  ces 
trois  quantités  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
autour  de  Taxe  correspondant. 

Or,  les  équations  (5)  peuvent  être  remplacées  par 

/> s: a> cos lOor^ ,  ç  =:a3^cosI0/^,  r  =  a? cos lOz^ ; 

et  Ton  peut  écrire  les  équations  (4)  sous  cette  forme  : 

âicosIOx  =  op  -f-  éç  +  cr, 
a>  cos  10;^  =  a'p  +  b'q  +  cV, 
^cosIOz   r=  a"p+  y^-H  c"r; 
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d'où  Ton  conclut  que  la  décomposition  des  vitesses 
de  rotation  suit  les  mêmes  lois  que  celle  des  vitesses  de 
translation,  en  remplaçant  les  directions  de  celles-ci 
par  les  directions  des  axes  de  rotation. 

La  résultante  6)  étant  une  quantité  positive ,  et 
ayant  pris  la  partie  déterminée  01  de  la  droite  lOF 
pour  Taxe  auquel  elle  se  rapporte,  les  composantes  p^ 
q  ,  r,  dont  les  axes  sont  Oœ^ ,  Oj^ ,  Oz^ ,  seront  posi-- 
tives  ou  négatives ,  selon  que  ces  droites  feront  des 
angles  aigus  ou  obtus  avec  l'axe  01  ;  et  générale- 
ment, on  devra  regarder  comme  égales,  mais  de 
signes  contraires ,  les  composantes  de  cù  Rapportées 
aux  deux  parties  d'une  même  droite,  ou  dont  les 
axes  seront  le  prolongement  Tun  de  l'autre. 

4o8  Non-seulement  on  peut ,  au  moyen  des  trois 
quantités /7,  9,  r,  déterminer  la  vitesse  angtûaire 
du  corps  et  la  position  de  son  axe  de  rotation ,  par 
rapport  aux  axes  mobiles  Oor^,  C^^,  Oz^,  mais  on 
peut  aussi  exprimer  les  vitesses  et  les  forces  accélé- 
ratrices de  ses  différens  points,  décomposées  suivant 
ces  trois  axes  ;  ce  qui  nous  servira,  comme  on  le  verra 
bientôt,  à  trouver  de  la  manière  la  plus  directe,  les 
équations  de  son  mouvement  de  rotation. 

En  efifet ,  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M 

« 

étant  ■^,  -^^  -j-,  par  rapport  aux  axes  nxes  Ojc, 

Ojr  j  Oz ,  il  s'ensuit  que  les  composantes  de  la  même 
vitesse,  par  rapport  aux  axes  Ox^,  QT/^  ^^/» 
seront 
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d'après  lesj  notations  du  n*»  377 ,  et  parce  que  la 
composition  des  vitesses  suit  les  mêmes  lois  que  celle 
des  forces.  Or ,  en  substituant  dans  ces  expressions 

les  valeurs  de  ^ ,  *:,  ^,  du  n*  404,  et  effec- 
tuant des  réductions  qu'on  a  déjà  faites  dans  ce  nu- 
méro',?oa  trouve 

par  conséquent  y  les  trois  quantité  qz^ — rjr^,  rx^ — pz^^ 
PTi — ^^éf  ^^  ^^^^  nulles  pour  tous  les  points  du 
corps  situés  sur  Taxe  instantané  de  rotation^  expri- 
ment ^  pour  un  autre  point  quelconque  M ,  les  com- 
posantes de  sa  vitesse ,  parallèles  aux  droites  Ox^ , 

Qr„Ov 

On  tire  de  ces  dernières  équations ,  en  ayant  égard 
à  celles  du  n**  577  , 

^  =  a'Xqs,  —  rr,)  +  b"{ra:,  —pz,)  +  c"(pjr,  —  qx;); 


a. 


130  TRAITÉ  M  MÉCAKIQBE. 

et  en  différentianl  par  rapport  à  « ,  il  Tient 


^=a(z/iq—x,dr)'^b(x,dr—z/ip)+c{jr,dp—x,dq) 
{ziiq--y,àr)'\A)\xfb^%,dpyt-à(jjip--xfkî) 

Les    quantités   ^»   ^»  ^,  sont  les  composantes 

parallèles  aux  axes  fixes  Ox,  Of,  Oa,  de  la  force 
accélératrice  du  point  M  ;  si  donc  on  désigne  par  p^^ 
q^  f  r^f  les  composantes  de  la  même  force ,  parallèles 
aux  axes  Ox, ,  Ojr^ ,  Oz, ,  on  aura 

Or,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  -j^  , 

-^  i  xr  »  et  &ia«at  des  réductions  semblables  à 
celles  du  n"  4^4  >  ^^  trouve 

pfU:^sjdq  —jr^br-^  ipr.-^qx^qdt  -f-  (/»z,— -  rx^  , 
qjik^x,dF^z^P'\-{qz,  —  rr,)rdt-^(qx,^pr,)pdt , 
r^=jjip—x,dq-\-{rx,—pz;)pdt-\-{rx—qzyidti 

et  en  divisant  par  dt,  on  aura  les  valeurs  de  p,fq,j  r^, 
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€xprimées  au  moyen  des  yariables  Pf  qf   r,  «t  de 
leurs  diffërentielles. 

^09.  Si  l'on  considère  à  un  instant  quelconque  les 
quantités  de  mouyeme^t  dont  tous  les  points  du 
corps  sont  animés^  leur  moment  par  rapport  à  cha- 
cun des  trois  axes  Ox^j  Oy^^Oz^y  suivant  la  définition 
94 n*  273,  pourront  encore  s'exprimer  au  moyen  des 
quantités /i,  q,  r. 

Pour  le  faire  voir ,  soit  dm  Télément  diifcVentiel 
4e  la  masse  du  corps  qui  répond  au  point  M,  et  dont 
les  coordonnées  sont  x^,  y^f  z^;  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  Ox^,  Q^^,  0^^,  de  sa  quantité  de  môu- 
venient  seront  les  produits  des  vitesses  qz^  —  /^^, 
rx^  — pZj ,  pjr  — Q^,f  multipliées  par  din\  en  4ési- 
gnant  parL,  M,  N,  les  momens  par  rapport  aux 
axes  Oz^f  Oj^^,  0^/^  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps;  on  aura  donc,  d après  ce. 
qu  on  a  vu  dans  le  u*^  374  f 

M  ^  fl{qz,  —  rj;)z,  ~  {pj,  —  'qx;)x;\dm, 

N  =  fl{py,  —  9^>y—  (''^.  —  P^>¥^U 

les  intégrales  ^i'étendant  à  la  masse  entière  du  mobile. 
On  simplifiera  ces  valeurs  en  prenant  pour  Qx^ ,  Ôj^^ 
Oz^y  les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se  coupent 
au  point  0  ;  ce  qui  rendra  nulles  les  trois  intégrales 
fxjjinii  y  fz^x/bn ,  fyji^/lm;  et  en  désignant  par  A  , 
B^  C  y  les  trois  momens  d'inertie  principaux  ^ de  sorte 
qu'on  ait 

/a/ -*»  «/'>^  =»  A , 

/(V    '^x*)dm  sa  B , 

9- 


•  ' 
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on  apra  simplement 

L  =  Cr,     M  =  B? ,    N  =  Ap. 

Les  quantités  r,  q,  p,  auront  donc  constamment  les 
mêmes  signes  que  L ,  M ,  N  ;  par  conséquent ,  leurs 
signes  dépendront  du»  sens  dans  lequel  le  corps  tour- 
nera autour  de  chacun  des  trois  axes  principaux  :  ^-ib 
Ion,  par  exemple,  que  le  corps  tournera,  parallèle- 
mient  au  plan  Jcfij^^ ,  de  Ox^  vers  Ojr^ ,  ou  dans  le  sens 
opposé ,  le  moment  L  (n^  274)  et  par  suite  la  vitesse  r, 
seront  des  quantités  positives ,  ou  des  quantités  négati- 
ves;  et ,  réciproquement ,  le  signe  de  r  fera  connaître, 
à  chaque  instant ,  le  sens  de  rotation  autour  de  Oz^. 

D'après  les  théorèmes  du  n*  281,  si  Ton  désigne 
par  G  le  moment  principal  des  quantités  de  mouve- 
ment que  nous  considérons ,  on  aura 

G  =    \/AY  +  ^Y  +  C'r*  ; 
en  regardant  ce  radical  comme  une  quantité  posi- 
tive ;  si  la  droite  Om  (  fîg.  8  )  est  l'axe  de  ce  mo- 
ment, sa  direction  par  rapport  aux  axes  mobiles  (Xr^, 
Ojr^ ,  Oz^ ,  sera  déterminée  par  les  formules  • 

côs  mOac,  ==  "g  »  ^^  '"^^z  ^^  "g  '  cosmOz^=g-;  (5) 

et  pour  déterminer  sa  direction  par  rapport  aux  axes 
fixes  Ox ,  0^,  Oz ,  on  aura 

GcosmOj:  =  Apa  -|-  Bqb  -f-  Crc ,    ) 
G  COS  mOf  =  Apa'  +  Bqb'  H-  Crc%   l  (6) 
G  As  mOz  =  Apa!'+  Bqb'*  +  C^"j  J 

équations  dont  les  seconds  membres  sont  les  momens 
des  quantités  de  mouvement  du  mobile  par  rapport 
aux  axes  fixes  Ox^  0/ ,  Oz. 


«  4 
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4io*  La  position  de  ce  mobile  à  chaque  instant , 
par  rapport  aux  axes  fixes ,  dépend  des  trois  angles 
4  ^  0  >  ^  9  du  n*  378  ;  car  au  moyeu  de  ces  angles , 
les  trois  sections  du  corps  que  Ton  a  prises  pour  les 
plans  mobiles  des  coordonnées  ^^  y  y,  9  z^,  sont  dé^ 
terminées  de  position  à  Tégard  de  ces  plans  fixes  ;  et 
il  suffît  même  de  connaître  la  position  de  deux  sec- 
tions non  parallèles  d'un  corps  solide ,  pour  que  les 
positions  de  tous  les  points  de  ce  corps  soient  entière- 
ment connues.  D'ailleurs 9  quand  les  angles  >[/»  6,  ^« 
seront  connus ,  les  coefficiens  a,  b ,  etc.  ^  le  seront 
aussi  y  et  l'on  connaîtra ,  par  conséquent,  les  coordon^ 
néesx,^,  2  y  d'un  point  quelconque  du  mobile.  Le 
problème  du  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point 
fixe  se  réduit  donc^  en  dernière  analyse  ^  à  déter- 
miner en  fonctions  du  temps ,  les  valeurs  de  4  >  9>  ^* 
Or ,  quand  les  valeurs  de  p ,  q  y  r  ^  sont  connues  y 
celles  de  ces  trois  angles  dépendent  de  trois  équations 
du  premier  ordre,  que  l'on  obtiendra  en  substituant 
les  valeurs  de  a,  6,  etc.  (n®  ^']^)i  ^^  fonctions  de  «^^^ 
ô>  ^9  et  celles  de  leurs  différentielles,  dans  les  valeurs 
de  pdty  qdt ,  rdt ,  savoir  : 

pdtz=:  ^  bdc  ^  Vdd  —  iVc" , 
qdt  =  adc  H-  a'éfc'  +  a^^dc" , 
rdt  =  bda  +  b'da'  +  b'da". 

Les  valeurs  de  c,  c',  c",  ne  contenant  pas  l'angle  (p, 
il  s'ensuit  que  celles  de  pdt  et  qdt  ne  contiendront 
pas  sa  différentielle  ;  et  comme  les  valeurs  de  b  ,  b\. 
b"  /  se  déduisent  de  celles  de  a ,  a',  a'' ,  en  augmen- 
tant <p  d'un  angle  droit,  la  valeur  de  — pdt  se  déduira 
de  même  de  celle  de  qdt.  Le  coefficient  de  dç  sera. 
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Tunité  dans  la  yalieuf  de  rrft;  car  dapmès  ks  fornaules 

du  n*  378^  on  a 

d^dù^il  résulte 

*  î  + *' S" -^-^''v^  *•  +  *"+*'"=" 

pour  la  valeur  de  ce  coeJOScient.  Toutes  réductions 
Baltes^  la  substitution  dés  valeurs  de  a,  b,  etc. ,  dan^ 
celles  de  pdt ,  qdi ,  rdt ,  donne 

pdt  =  sin  (p  sin  6^4  —  cos  ^dQ, 

qdt  =  cos  ^  sin  flrf^  +  sin  (pdà,      \     (7) 

rdt  i=s:  dtp  —  cos  Arf^. 

On  peut  remarquer  que  Tâtigle  ^  n'éUtre  pas  dans 
ces  formules  ;  et  ^  en  effet  ^  l'angle  4  ou  NOo^  étant 
compté  à  partir  d'un  axe  Ox  entièrement  arbitraire, 
les  valeurs  de  /?,  9  »  r^  iie  doivent  pas  changer  quand 
on  augnlente  ou  diminue  cet  angle  d'une  quailtité 
constante. 

Puisque  r  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour 
de  l'axe  Oz^ ,  il  s'ensuit  que  rdt  doit  être  l'angle  décrit 
dans  le  plan  des  x^  et  ^^  pendant  l'instant  dt^  par 
chacun  des  axes  Ox^  et  Ojr/^  cet  afagle  serait  d^^  si  la 
droite  ON ,  à  partir  de  laquelle  on  com]jte  l'angle  ^ 
dans  ce  même  plan,  était  immobile;  mais  dans  l'ins- 
tant dtf  Fangle  NOar  augmente  de  d'i^^  dont  la  pro^ 
jection  est  cos* 0^4  sur  le  plan  des  x^  et^,;  et,  selon 
que  l'angle  d  est  aigu  ou  obtus,  il  est  aisé  de  voir 
que  la  différentielle  d^  doit >êlre  diminuée  ou  aug* 
mentée*de  cette  projection,  pour  avoir  le  déplace- 
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ment  de  Qx;  ou  Of  ^  ^  par  rapport  Ji  mie  drmte  fixe 
dans  le  plan  de  ces  axes.  Par  conséquent  on  aura  ^ 
dans  tous  les  cas^  rdt=zdp  —  ços  ^d^^  comme  on 
vient  de  le  trouver* 

4i  I*  U  existe  entre  les  cosinus  a,  by  etc. ,  et  les 
quantités  p^  q,  r,  des  relations  qui  peuvent  être 
utiles  dans  beaucoup  d'occasions ,  et  <|ui  sont  expri- 
mées par  lés  équations  différentielles 

dc-(aq'^p)dij  Af=(4/q—b'p)dt,  dc''=:{a''ç^b''p)di^  j 
dà=(cp—ar)di,  db'=(c'p—a'r)di,  db'=(c'p—a''r}dtA(8) 
da'=,{br^cq)dtj  da=(b'r'~^q)dty.dj'=z(h^r^c*ç)dt.  ) 

On  obtient  les  trois  premières  de  ces  équations,  en 
ajoutant  les  équations 

adc  +  a^dù'  +  ifd{f  =  qdt^ 
bdc  +  Vdc'  +  V^dc'  :=z^  pdt, 
cdç  -I-  c'dc'  4-  c"éfc*  :^  o, 

après  les  avoir  multipliées  i>espectivenient ,  soit  par  a , 
ft,  c,  soit  par  a',  h\  c',  soit  par  n",  A",  -c*,  et  en 
ajaut  égard  aux  équations  du  n"*  577.  On  obtient  les 
trois  suivantes.,  en  opérant  d'une  manière  analogue 
sur  ies>éqaMitions 

cdBb  -h  ddV  +  è'dV  =  pdt, 
adh  +  a'dh^  +  d'dV'  =  —  rdt, 
hdb  +  VdV  +  V'dV'  =  o; 

et  en  opérant  de  même  sur  les  équations 

bda  4-  Vda'  -H  A"^"  =*=  rdt^ 
cda  +  dda'  +  d^dd^  =  —  ^/ , 
ada  *f-  dda!  +  d^dd'  =  o, 

on  parvient  aux  trois  dernières  équations  (8).. 


i36  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

On  a  encore  les  équations 

pda  +  qdb  -f-  cdr  =  o , 
pda'  -{■-  qdb' -{■-  cdH  =:  o, 
pdci'+  qdb"-^  c€tH'=  o, 

qui  sont  une  conséquence  immédiate  des  neuf  équa* 
lions  (8) y  et  qui  servent  à  vérifier  l'invariabilité  des 
numérateurs  des  formules  (4),  lorsque  p ,  q  ^r^  sont 
des  quantités  constantes.    , 

§  IL  Équations  du  mouvement  de  wtation  autour 

dun  point  Jixe. 

412.  Tout  ce  qui  précède  étant  établi,  supposons 
maintenant  que  des  forces  motrices  données  agissent 
sur  tQus  les  élémens  du  mobile ,  et  cherchons,  en 
ayant  égard  à  ces  forces,  les  équations  différen- 
tielles de  son  mouvement  autour  du  point  .fixe  O. 

Au  bout  du  temps  t  quelconque ,  désignons  .par 
ILjdm  y  Y^dm,  Z^m,  les  trois  composantes  paral- 
lèles aux  axes  principaux  Ox^,  0/^^>  Oz^,  de  la 
force  motrice  de  l'élément  dm.  Si  ce  point  matérid 
était  libre,  ces  forces  lui  imprimeraient,  dans  l'ins- 
tant dt ,  suivant  leurs  directions,  les  vitesses  X^^/, 
Y^dt ,  Z^dt.  Les  accroissemens  de  vitesse  qu'il  reçoit 
réellement ,  suivant  ces  directions ,  sont  les  quan- 
tités Pfdi ,  qjdt,  r^dt  f  du  n^  4^^^  ^^^  composantes 
de  la  force  perdue  par  l'élément  dm,  pendant  l'ins- 
tant dt ,  sont  donc  .     . 

(^—Pé)d'^f     (Y,  — îJûf/n,     (Z^^r;)dm. 
Le  corps  sera  donc  en  équilibre  (n*  35o),  en  sup^ 
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posant  tons  ses  âémeixs  sollicita  par  de  semblables 
forces.  Or,  les  équattons  d'éqanibre  d'un  corps  so- 
lide, autonr  d'un  point  fixe,  sont  au  nombre  de 
trois  (d*  366),  qui  seront,  relatiyement  à  ces  forces, 

/[Yy  —  q,)  X,  —  (X, — p^ixil  dm  =  o, 
JV^, — P J  f/  —  (Z,  —  0  X J  dm=zo, 

les  intégrales  s'ëtendant  à  la  masse  entière  du  xncK 
bile. 

La  considération  des  axes  principaux  simplifie  les 
termes  résultant  de  la  substitution  des  valeurs  de  p^ , 
^19  ^if  sons  les  signes  /".En  observant  qu'alors  les  in- 
tégrales fxgjrjdm,  fzflcjdm^  f^fL/im^  sont  nulles ,  et 
désignant  par  A^  B^  C,  les  trois  momens  d'inertie 
principaux  du  mobile ,  de  sorte  que  A^  B^  C,  repré- 
sentent les  mêmes  intégrales  que  dans  le  n°  4^9  %  ^^ 
qu'on  ait ,  par  conséquent , 

/(z/  ^x;)dm  =  A—  C, 
f(j:  —  h")dni:=^  C  —  B, 
les  trois  équations  précédentes  deviendront 

Cdr  +  (B  —  k)pqdt  =  IW^, 

BûTç  +  (A  —  C)rpA  =  Qûfc ,  \    (a) 

fidp^^  (C  —  B)qrdt  =  Vdt, 

Km  Ton  a  fait ,  pour  abréger,  • 

/(z^,  -  œ^yim  =  Q, 
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4i  5»  Les  composantes  X^ ,  Y,  »  Z^ ,  «taat  «Ues  des 
Ibrces  données,  suiVant  les  axés  mobileë  Qàù^ ,  Ojr^p 
Oz^,  leurs  valeuns  dép^ulrotit  de  la  direction  de  éék 
droite  dans  l'espace  ^  ou  des  trois  angles  4  >  ^  >  ^  ) 
les  quantités  P^  Q^  R,  seront,  donc  des  fonctions  de 
•4/^6,^,  données  dans  cliaque  cas  partltâlier;  par 
conséquent,  le  problème  du  mouvement  dé  rotation 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe ,  cdéduit  à  six 
équations  diifénentielles  du  premier  ordre ,  l^ntre  les 
six  inconnues /7 y  9^  ^^  4"  »  ^>  ^f  ^^  ^^  variable  t^  savi^r, 
les  trois  équatioitô  (ay,  jointes  atix  trois  éqMtioiis  (7} 
dtt  n^  4^  ^*  ^  éliminant ,  dans  les  premières  équÀtions^ 
les  trois  inconnues  p,^,  t,  aii  moyen  des  diénmières 
équations  y  on  obtiendrait  trois  équations  diffi^renn 
tielles  du  second  Ordre ,  relatives  à  «4/,  6y'1^^  <I^i 
sont  les  inconnues  définitives  du  problème  ;  înais-il 
vaut  mieux  con^erv'e^  les  six  éqttatibh^  du  p^mier 
ordre. . 

Nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où  la  pe- 
santeur est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les  points  du 
mobile.  Prenons,  dans  ce  cas,  l'axe  Oz  vertical  et  di- 
rigé dans  le  sens  de  cette  force  constante ,  que  nous 
représenterons  par  g;  ses  trois  composantes  suivant 
les  axes  Ox^ ,  Ojr^ ,  0;^ ,  seront 

X,  =  ga",     Y^^gb",     l,z=gd', 

à  cause  de  (n**  377) 

a"  =  cos  zOx^ ,     6"  =  cos  zOjr^ ,     c"  =  cos  zOz^  ; 

et  si  l'on  désigne  par  M  la  masse  du  mobile ,  et  par 
^}  ^9  y  9  l^s  \TO\s  coordonnées  constantes  de  son 
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centre  de  gravite,  par  rapport  à  ces  axes  inolniiâ6,  de 
sorte  qu'on  ait 

fxjim  =  M«,    jyj^^  =  Mff ,    fzjim t=  Mj^ , 

il  en  résultera 

P  =  {Çd'  —  >y')Mff- 
Les  équations  (a)  deviendront  donc 

CdrJ^ÇR^K)pqdt:={mb'''^Qif)yigdt,   ^ 

auxqueUes  il  faudra  joindre  les  équations  (7)  et 
celles-ci  (a*  578)  : 

i^  =  —  âiDOsiii^y     i^^sE— sinfl  cos  ^,     c*  =  cos  fl.    (c) 

4i4«  On  parvient  facilement  à  intégrer  les  équa«» 
fions  (b) ,  lorsque  leurâ  seconds  membres  sont  nuls  ; 
ce  qui  a  lieu  quand  on  fait  abstraction  de  la  pesan- 
teur, ou  bien,  lorsque  le  point  fixe  O  est  le  centre  de 
gravité  du  mobile ,  et  oii  Ton  a ,  conséquemmeht , 
a=o,  Ça=o,  7  =  0. 

Les  équations  (b)  se  réduisent  alors  à 

Cdr  +  (B  —  A)pqdt  =  o,  ^ 

Bdq  +Ia  —  C)rpdt  =  o ,  (       {d) 

Adp  4.  (C  —  lijqrdt  =  o.     J 

Or,  si  on  les  multiplie  par  r,  q,  p,  et  qu'on  les  ajoute, 
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il  vient 

Crxlr  4-  Bqdq  4"  Apdp  =  o  j 

et ,  en  intégrant  ^  on  a 

Cr*  +  Bç*  +  Ap^  =  h;         (é) 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Si  Ton  ajoute  ces 
mêmes  équations,  après  les  avoir  multipliées  par  Cr, 
Bq ,  Ap,  il  en  résulte 

Ordr  -f-  B^qdq  4-  A^pdp  =  o  ; 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

C^r*  +  BY  -h  Ay  =  A:";        (/) 

A:*  étant  une  seconde  constante  arbitraire,  qui  ne 
peut  être  qu'une  quantité  positive ,  ainsi  que  la  pre- 


mière. 


Ces  équations  (é)  et  (f)  donnent 

^  __  k*—M  4-  (B— QCr*  ^_  i^'— AA-f  (A— C)0 

P   ~  (A— B)A  ^     ^  ~  (B  — A)B 

En  substituant  les  valeurs  de  p  etq  dans  la  preraièfe 
équation  {d),  et  la  résolvant  ensuite  par  rapport  à  dt, 
on  a 

[A:*_B/i  +  (B  _  C)  Cr«Ji  [AA  —  *•+  (C  -A)Gr»]ï  ^' 

On  regardera  le  dénominateur  comme  une  quantité 
constamment  positive;  et  Ion  prendra,  au  numéra- 
teur, le  signe  +  ou  le  signe  —,  selon  que  la  différen- 
tielle dr  sera  positive  ou  négative,  afin  que  le  temps 
soit  toujours  croissant,  et  sa  différentielle  toujours 
positive. 
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En  intégrant  cette  formule  (g),  on  aura  la  valenr 
de  t  en  fonction  de  r;  d'où  Ton  concltira,  récipro- 
quement^ la  valeur  de  r  en  fonction  de  t  :  les  valeurs 
des  trois  quantités /^^  q^  r^ ^peuvent  donc  être  censées 
connues  en  fonctions  de  cette  variable ,  ou  du  moins 
elles  ne  dépendent  plus  que  d'une  seule  intégrale , 
qui  se  réduira  toujours  aux  fonctions  elliptiques  (*)• 

On  obtiendra  cette  intégrale  sous  forme  finie  ^ 
sans  le  secours  de  ces  fonctions ,  loi*sque  deux  des 
trois  momens  d'inertie  A,  B^  C ,  seront  égaux,  ou  lors- 
que la  constante  k^  sera  égale  à  Tune  des  trois  quan- 
tité Ah  ,Bh,  CA« 

4i5«  Si  Ton  examine  avec  attention  la  forme  des 
équations  (d)  f  et  qu'on  ait  égard  aux  formules  (8) 
du  n^  4'  1 7  ^^  parvient  à  découvrir  d  autres  équations 
immédiatement  intégrables. 

En  effet,  j'ajoute  les  équations  (d),  après  les  avoir 
multipliées  «par  c,  b,  a;  ce  qui  donne 

lcdr  +  (aq  —  bp)rdt]  C  +  [bdq  +  (cp  —  ar)qdt]  B 
+  [adp  -f-  {br  —  cq)pdt\  A  =  o  > 

ou  bien  y  en  vertu  des  trois  premières  formules  (8), 

Ci/,  cr  +  Bdf.  bq  +  kd.ap  =  o. 

On  trouvera  semblablement 

Cd.cfr+l^.Vq  +  kd.a'p^o  ^ 
Cd.c"r+Jkl.b'q  +  Ad.arp^o. 


(*)  ^oj"^^  f  ^^^  ^^  poiul ,  le  premier  volume  de  la  Théorie 
des  Fonctions  elliptiques. 
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Çn  iatéffm^f  <hi  41119  donc 

♦  ■ 

Crc  +  Bgft  +  A/wt  =  / , 

e/r'H-  Bqb'^  kpci—  r,  ^    r^) 

l,  f,  f ,  étant  des  constantes  arbitraire^» 

Ces  trois  intégrales  ne  sont  pas  4es  équations 
tinctf^  entre  elles  ;  car  si  l'on  ajoute  leurs  carrés ,  on 
trouve,  en  ayant  égard  aux  équations  du  n^  S^y, 

résultat  qui  rentre  dans  l'équation  (y*) ,  et  d'où  l'on 
conclut,  entre  les  constantes  k,l,  F,  P\  la  relation 

/•  4.  r*  H-  i"*  =  k^. 

Si  l'çn  substitue  dan$  cea  équations  (&),  h  la  place 
de  a,  b,  etc.,  leurs  valeurs  en  fonctions  de  4f 
Q^  ^  {vf"  378) ](  ^  obtiendra  trois  équations  entre 
les  six  variables  4'®^^^f'»f«^>  étales  coas- 
tantes  arbitraires  /,  F,  F',  qui  devront  être  des  intér 
grales  des  équations  (7)  du  h*  4*^  ;  et  c'est,  en  effet, 
ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier.  Comme  ces  trois  inté- 
grales n'équivitlçi),t  qu'à  deux  équations  réeUet^ent 
distinctes,  il  s'ensuit  qu'il  doit  exister  une  troisième 
intégrale  des  équations  (7);  mais  avant  de  la  cher- 
cher, il  est  nécessaire  de  voir  ce  que  signifient  1<^ 
équations  (h). 

41 6.  D'après  ce  qu'on^a  vu  dans  le  n*  4^Qf  elles 
montrent  que  les  moniens  des  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  mobile,  par  rapport  aux 
axes  fixeç  Ox,  Ojr,  Oz,  sont  constans  et  égaux  à  /, 
/,  r,  pendant  toute  la  durée  du  mouvementt  Eo  les 
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comparant  attx  formules  (6)  de  ce  Duméro^  et  obaer-» 
Yant  qu  en  yertn  de  Téquation  (y),  le  moment  prin-» 
cipal  G  est  égal  à  la  constante  i,  regardée  comme  po- 
sitive, on  aura 

cosmOLr=fTy     cosmO;^=  -r,     cosfi^O^  =  Ty 

pour  déterminer  la  direction  de  l'axe  Om  de  ce  mo- 
ment ,  qui  demeurera  immobile ,  ainsi  que  le  plan 
perpendiculaire  à  cette  droite.  lia  position  de  Taxe 
Om  changera  par  ra^>Qrt  aux  a)(es  mobiles  Q^^^  Oj,^ 
Oz^;  mais  on  la  retrouvera,  à  chaque  instant,  au 
XDOy^n  des  formules  (5)  dû  n^  4^9  »  ^^^^  lesquelles 
on  peut  supposer  connues  les  quantités  Pf  q,  r.  On 
pourra  dond  assigner /à  un  instant  quelconque,  le 
poittt  où  cette  droite  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile, et  la  trace,  sûr  cette  surface,  de  la  sectibn  du 
plan  mobile  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Ainsi,  lorsqu'un  corp6  solide  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  en  vertu  d^nxié  ou  plusieurs  ittipul^ions 
primitives  y  san%  qu'aucune  force  motrice  agisse  sur 
ses  points,  il  existe  un  plan  passant  par  le  point  fixe, 
qui  demeure  invariable  pendant  le  mouvement ,  et 
dont  on  peut  déterminer  la  position^  à  chaque  ins- 
tant, par  rapport  aux  plans  mobiles  des  axes  princi- 
paux du  corps. 

Nous  aurons  occasion ,  dans  la  suite ,  de  généraliser 
ce  théorème  ;  maintenant ,  il  va  nous  servir  à  trouver 
la  troisième  intégrale  des  équations  (7). 

417.  L'axe  Om  étant  immobile,  nous  pouvons  le 
prendre  pour  l'axe  fixe  Oz ,  dont  la  direction  est  ar- 
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bitraire  ;  nous  anrouB  alors 

cos  mOx^  =  cos  zO jc^  ac=  a", 

cos  mOzy  =  cos  zOz^  =  c". 

A  cause  de  G  =  A:  et  des  formules  (5)  du  n^  4^  9  ^ 
en  résultera 

fl_^,      c?_^,     c—^, 

les  équations  (c)  deviendront  donc 

sînfl8in^=— -j^,  sinOcos9= — -j^,  cosdss*^;    (î) 

elles  s'accorderont  entre  elles  ^  en  vertu  de  l'équa- 
tion {f)f  et  serviront  à  déterminer  les  angles  f 
et  0^  en  fonctions  du  temps,  d'après  les  valeurs  de 

Maintenant,  si  l'on  élimine  de  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (7)  du  n^  4'^»  ^^  ^^^^ 

sin* ^d^  =  sin 6  sin  ^pdt'\^ûn  ^costpqdt} 
d'où  l'on  tire,  en  vertu  des  équations 


donc,  à  cause  de  l'équation  (e),  on  aura 

»  *  * 

et  en  substituant  la  formule  (^)  à  la  place  de<ft,  il  en 
résultera  une  valeur  de  d-\y  dont  l'intégration  se  ré*- 
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làxnn.  aîissi  aux  fonctions  elliptiques»  et' qui  s'obtien- 
iba.sous  forme  finie* dans  les  mêmes  cas  que  l'inté- 
grale de  d£.  De  cette  manière  ^  on  connaîtra  donc  la 
valeur  du  troisième  angle  4  en  fonction  de  r^  et,  par 
4:ondéquent .,  en  fonction  de  /• 

Les  quantités  h  —  O*  et  A*  —  QH^  étaiat  positives, 
^a  vertu  des  équations  (é)  et  (f) ,  et  k  étant  aussi 
4ine  quantité  positive ,  il  en  résulte  que  la  vitesse  aii«- 

gulaire  -^  sera  toujours  négative,  et  que  le  mouve- 

ment  de  la  droite  QN  aura  constamment  lieu  dans  le 
même  sens.  A  cause  que  l'angle  ^  est  compté  dans  le 
sens 'indiqué  par  la  (lèche  s  (n*"  5jS) ,  ce  mouvement 
se  fera  en  sens  contraire,  c'est*-à-dire,  de  l'axe  Oa: 
vers  l'axe  O/*;  sa  direction  constanle  dépendra  donc 
du  sens  de  l'axe  0/,  que  nous  déterminerons  tout  à 
rheure. 

41 8.  Les  valeurs  des  six  variables Pf  q,r,  ^^^^fÇ, 
résultant  de  notre  analyse ,  seront  des  fonctions  du 
iemps,  qui  contiendront ,  en  outre ,  quatre  constantes 
arbitraires,  savoir,  A:,  A,  et  les  deux  constants  qui 
seront  introduites  par  l'intégration  des  formules  (g) 
et  (k).  Les  intégrales  complètes  des  équations  (7)  et 
(^Z),  dont  ces  valeurs  dépendent,  devraient  renfer- 
mer six.constantes  arbitraires  ;  mais  le  choix  que  nous 
venons  de  faire,  de  Taxe  Om  du  moment  principal , 
pour  l'un  des  axes  des  coordonnées  x  ^  y  ^  z,  a  fait 
idisparaitre  deux  de  ces  constantes;  car ,  Om  coïnci- 
dant avec  Os,  les  angles  mOx  et  mOjr  sont  droits,  et, 
d'après  les  formules  du  n^  4^^^  ^'  ^^  résulte  Ps=zo  et 
('s^  o.  Nous  n'avons  donc  plus  yfHur  achever  la  so* 

2.  .  ïo 
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Itttioii  complète  du  problème ,  qu'à  déterminer  i  au 
moyen  des  données  initiales  'du  mouvement ,  les 
quatre  constantes  restantes ,  et  les  parties  des  drmles 
passant  par  le  point  0,  auxquelles  répondent  las  an- 
gles, variables,  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement* H 

Pour  cela  ^  supposons  que  le  mobile  dont  on  con- 
sidère le  mouvement  de  rotation ,  soit  formée  comme 
dans  le  n"*  386 ,  de  deux  corps^  dont  l'un  était  en  rer 
pos  et  retenu  par  le  point  fixe  0,  et  dont  l'autre, 
animé  d'une  vitesse  dbnnée ,  est  venu  frapper  le  pre- 
mier, et  s*y  attacher.  Soient  /a  la  masse  du  corps  cho- 
quant ,  9  là  vitesse  commune  à  tous  ses  points  avant 
le  choc,  FE  la  direction  initiale  de  son  centre  de 
gravité,  HEK  la  section  du  mobile  par  le  plan  de 
cette  droite  FE  et  du  point  0,  et  /  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  OL,  abaissée  de  ce  point  sur  cette 
droite.  La  percussion  qui  a  produit  le  mouvement 
de  rotation  sera  dirigée  suivant  FE,  et  égale  à  /uv. 
D'api^  le  principe  du  n*  355 ,  si  Ton  prend  en  sens 
contraire  de  leurs  directions  les  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  mobile ,  qui  adront  lieu 
immédiatement  après  le  choc ,  l'équilibre  devra  exis* 
ter  entre  ces  quantités  de  mouvement  finies  et  la 
force  fis^  prise  dans  sa  direction  ;  or ,  pour  cet  équi- 
libre, il  faudra  (n^  aSa)  que  le  moment  Atf^'de  cette 
force  soit  égal  au  moment  principal  de  ces  quantités 
de  mouvement ,  et  que  les  axes  de  ces  deux  momens 
soient  dans  le  prolongement  Fun  de  l'autre.  Puis- 
que ce  moment  principal,  qu'on  a  appelé  G,  est 
constamment  égâ9fr/^(n*  4 1 6),  on  aura  donc  d'aboixl 


wft 
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pour  la  valeur  de  cette  constante  positive.  ^ 

De  plus,  si  l'on  mène  par  le  point  0  Taxe  du  mo- 
ment fAvff  perpendiculaire  à  la  section  donnée  EHK 
du  mobile  9  cette  droite  sera  aussi  Taxe  du  moment 
principal ,  que  nous  avons  pris  pour  l'axe  Oz  ;  les  di- 
irectioûs  Qx^  j  Ojr^ ,  Oz^,  des  trois  axes  principaux  du 
mobile,  seront  également  données  k  l'origine  du 
mouvement  ;  les  angles  que  font  ces  droites  avec  Oz 
seront  donc  connus;  et,  d'après  le  numéro  précé- 
dent ,  nous  aurons 

k  C08  zOx^  k  cos  zQr^  k  cos  zQfi,        ,  ,v 

p=— X-^,    9==— B-^',     r=— g-^,     (Z) 

pour  les  valeurs  initiales  de  p,  q,r.  En  les  substituant 
dans  l'équation  (e),  on  aura  la  valeur  de  la  constante  h* 

On  prendra  arbitrairement  pour  les  droites  Oo;/, 
Oj',,  Oz^f  les  parties  qu'on  voudra  des  axes  princi- 
paux du  mobile  qyi  se  coupent  au  point  Q  ;  mais 
après  les  avoir  choisies,  et  avoir  fixé  les  points  4e  la 
surface  du  mobile  où  ces  portions  de  droites  vien- 
nent aboutir,  elle  ne  devront  plus  changer  pendant  le 
mouvement. 

Le  sens  de  la  percussion  exercée  sur  le  mobile,  sui- 
vant la  directioii  ]PE,  déterminera  celui  de  la  rota- 
tion autour  de  chacun  des  axes  Ojo^^  Ojr^,  Oz^,  à 
l'origine  du  mouvement,  et,  par  conséquent,  les  si-« 
gnes  des  valeurs  initiales  de  py  q,  r  (n*  4^9).  On 
saura  donc  aussi,  d'après  les  équations  précédentes, 
si  les  angles  zOx, ,  aOf  ^ ,  zOz^ ,  sont  d'abord  aigus 
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ou  obtus  ;  et  il  suffira  d'avoir  égard  à  Tun  de  ces  an* 
gles,  plus  petit  ou  plus  grand  que  90®,  pour  deter» 
miner  la  partie  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
section  HEK,  qu'on  devra  prendre  pour  l'axe  Oz  ou 
Ont,  et  qui  ser»^  pendant  toute  la  durée  du  mouve^ 
ment,  Taxe  dn  moment  principal  des  quantités  de 
mouvemens  de  tous  les  points  du  mobile. 

L'intersection  NON'  du  plan  de  la  section  HEK  et 
du  plan  des  axes  Ojc^  et  Oj'^ ,  sera  aussi  connue ,  à 
l'origine  du  mouvement.  Pour  connaître  la  partie  ON 
de  cette  droite ,  à  laquelle  répondent  constanunent  les 
angles  %{/  et  ^ ,  il  suffira  donc  de  savoir  si ,  à  cette 
époque ,  (p  ou  NOx^  est  un  angle  aigu ,  ou  un  angle 
^igu  augmenté  de  1 80^  ;  et  comme  on  a 

CMzOx^  =  —  sin  0  sin  ^,     cosz  0;^^=  —  sin  8  cos  p , 

il  suffira  d'avoir  égard  au  signe  de  l'un  de  ces  cosi- 
nus, ou  de  la  valeur  initiale  d'une  des  quantités  p 
et  q. 

La  droite  fixe  Ox  est  entièrement  arbitraire  dans 
le  plan  de  la  section  HEK.  Pour  plus  de  simplicité , 
je  supposerai  qu'elle  coïncide  avec  la  position  initiale 
de  ON.  En  faisant  4  =  0  dans  les  valeurs  de  a',  V^  d^ 
du  n^  578 ,  on  aura ,  à  l'origine  du  mouvement , 

Connaissant  les  valeurs  initiales  des  angles  0  et  f ,  ai- 
gus ou  obtus I  il  suffira  donc  de  considérer  le  signe 
de  cos  jOjc,  ou  cos^O^,  ,  pour  connaître  la  partie  de 
la  perpendiculaire  à  Ox  ou  ON,  qu'on  devra  prendre 
pour  l'axe  fixe  0^ ,  et ,  par  conséquent ,  le  sens  de  la 
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Yîtesse  ~y  qui  aura  lîeu  de  ON  vers  Oy,  et  restera  le 

même  pendant  tout  le  mouvement. 
.  Toutes  choses  restant  d  ailleurs  les  raêmesi  si  le  sens 
du  choc  primitif  est  seul  changé,,  les  valeurs  initiales 
àepf  qfP,  changeront  toutes  trois  de  signe  ;  en  sup^- 
posant  que  les  angles  primitifs  8  et  (p  fussent  aigus 
avant  ce  changement,  ils  deviendront  or — 0  et  9r+^; 
et  les  droites  Oz  et  ON  se  changeront  dans  leurs  pro- 
longemens.  En  mettant  ^  —  â  et  ^r-j-  ^  aiu  lieu  de  0 
et  ^  dans  les  équations  précédentes^  il  n'en  résultera 
aucun  changement  pour  les  valeurs  initiales  des  an- 
gles jO^, ,  y^X,  9  J^^ê*  ^  droite  0^  restenudonc  la 

même;  mais  la  vitesse  angulaire  ^  étant  toujours 

négative  et  dirigée  de  Ox  vers  Of ,  et  Or  coÏBcidant 
actuellement  avec  ON'^  le  sens  de  cette  vitesse  aura 
changé  avec  celui  de  la  percussion  primitive. 

Enfin,  on  déterminera  les  constantes  arbitraires 
qui  seront  ajoutées  aux  intégrales  des  formiules  {g)  et 
(k) ,  de  manière  qu'on  ait  ^  =  o  et  4  ^=  o ,  à  Forigine 
du  mouvement ,  c'est-à-dire,  pour  la  valeur  initiale  et 
donnée  de  r. 

419.  Maintenant,  nous  ferons  remarquer  quelques 
propriétés  générales  du  mouvement  que  nous  Tenons 
de  déterminer. 

1^.  D'après  les  formules  du  n^  4^>  1^  carré  de  la 
vitesse  de  l'élément  dm  du  mobile,  à  un  instant  quel- 
conque ,  a  pour  expression 

En  multipliant  cette  quantité  par  dm^  oa  aura  la  forc^ 
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viye  de  ce  poiot  matériel  (n"*  36i);  et  en  intégrant 
ensuite,  dans  toute  Fétendue  de  la  masse  du  corps , 
on  obtiendra  la  somme  des  forces  vives  dont  il  est 
animé  au  bout  du  temps  t.  Or ,  en  supprimant  les 
termes  multipliés  ^bt  fx^j^dm ,  /z^cc^dm ,  Jjr^z^dm ,  à 
cause  que  les  coordonnées  «^^  »  X  »  ^/  »  ^^"*  Rapportées 
à  des  axes  principaux,  et  ayant  égard  aux  valeurs 
des  momens  d'inertie  A ,  B ,  C ,  on  a ,  pour  cette 

somme  y 

A/»*  4-  B9*  +  Cr'; 

donc,  en  vertu  de  l'équation  (e),  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  mobile  est  constante  pen- 
dant le  mouvement. 

a^é  Si  Ton  appelle  ^  la  vitesse  angulaire  autour 
de  l'axe  du  moment  principal  y  qui  coïncide  constam-* 
ment  avec  Oz,  cette  composante  de  la  vitesse  c» ,  re-^ 
lati ve  à  Taxe  instantané ,  se  déduira  de  celle-ci ,  en  laf 
multipliant  par  le  cosinus  de  l'angle  que  iait  Taxe 
instantatié  avec  l'axe  Oz;  d'après  le  n""  4^7,  oif 
aura  donc 

et  si  l'on  substitue  pour  a",  V\  d\  leurs  valeurs  trou- 
vées dans  le  n^  417,  et  qu'on  ait  égard  à  Téqua^ 
tion  (e),  il  en  résultera 

h 
^         k\ 

La  vitesse  angulaire  du  mobile,  parallèlement  au 
plan  dans  lequel  la  percussion  primitive  a  eu  lieu , 
est  donc  constante  et  égale  h  la  somme  des  forces 
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iFÎ?es  de  tous  les  points  da  corps^  divisée  par  le  mo- 
ment de  cette  peroussîon  per  rapport  an  centre  fixe« 
S"".  Soient  a:\  jr'f  %\  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  Taxe  instantané  ^  rapportées  aux  axes 
Oor^  >  Q^/  f  ^^1 9  et  u  la  distance  de  ce  point  à  leur 

origine  O.  En  observant  que  •^,-  -,  -,  sont  les  cosinus 

ta        tt       ^ 

des  angles  que  font  ces  droites  avec  Taxe  instantané 
(a"*  4^7)  ,  on  aura 

si  donc  on  multiplie  les  équations  (e)  et  (/)  par  —  ^ 
elles  deviendront 


et  si  Ton  élimine  -7-  entre  celles-ci  •  on  aura 

A(yf— AA>'*+B(**  — BA)/*  +  CCA?  — CAy=o; 

d'où  Von  çondot  ({ue  l'axe  instantané  de  rotation 
demeure  toujours  sui^a  surface  d'un  cône  du  second 
degrés  que  Ton  peut  tracer* dans  Tintérieur  du  mo- 
bile,  lorsque  les  constantes  h  e\  k  sont  connues.  Ce 
côiie  se  change  en  un  plan  ,  quand  le  carré  de  ^  est 
égal  ii  Vtxtk  des  produits  kh  ,  BA. ,  CA  ;  il  deilient  un 
cône  droit  à  base  circulaire  ,  ayant  pour  aie  l'un  des 
tix>ts  axes  principaux  relatife  k  ce  point,  toutes  les  fois 
q[ue  deux  des  coefficiens  de  l'équation  précédeirte 
sdnt  é^QX. 
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-  i  é^  L'axe  Om  ou  0^  da  moment  piiocipal  des  tpAt^ 
titës  de  mouvement  \  étant  immobile ,  la  suite  des 
Arôites  snivaot  lesquelles  il  traverse  le  corps  pendant 
le  /  mou vemént  y  se  trouvera  sur  un  cône  qui  a  le 
point  O  pour  sommet.  Or,  ce  cône  est  aussi  du  se^ 
cond  degré^  comme  l.e* précédent.  En  effet,  si  Ton 
appelle  x^\  y^  z'^  les  trois  coordonnées  d'un  point 
^elconque  de  l'axe  Om ,  rapportées  aux  axea  Ox^ , 

0^/9  ^^i9  ^  ^^  '^^^  désigne  par  u^  la  distance  de  œ 
point  à  l'origine  0  ,  on  aura 

^         ... 

et,  par  conséquent,     ' 

Ad  ==   — ,     Bfl  =  -^^    Cr  =5  il'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (e) 
et  (/)  ,  il  vient 

et  par  l'élimination  de  i^/ ,  on  eti  conclut  : 


pour  l'équation  de  la  surface  du  cône  dont  il  s'agit. 

5*.  ?our  que  ce  cfône  et  le  précédent  ne  soient 
pas  imaginaires ,  il  faudra  que  les  quantités  k^-^^Ah, 
*•  —  BA>  k* — CA,  ne  soient  pas  toutes  trois  de 
même  signe.  Cela  étant ,  si  A  est  le  plus  grand  et  C  le 
]>lus  petit  des  trois  momens  d'inertie  principaux,  les 
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deuiL  quantités  A*—  AA  et-^  —  CA  devront  être  de  si- 
^es  contraires.  Or,  selon  que  la  troisième,  quantité 
A*— r  BA  aura  le  même  signe  que  A*— AA  ou  A:*—  CA, 
les  sections  de  ces  deux  cônes  seront  des  ellipses  per- 
pendiculaires à  l'axe  du  plus  gr&nd  ou^  à  l'axe  du 
plus  petit  moment  d'inertie.  Par  conséquent,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement ,  l'axe  instantané  de 
rotation  ne  s'écartera  de  l'un  de  ces  deux  axes  prin- 
cipaux, que  de  quantités  limitées;  et,  en  même 
temps ,  cet  axe  principal  ne  s'écartera  non  plus  que 
de  quantités  limitées,  de  l'axe  O/n  perpendiculaire  au 
plan  de  la  percussion  primitive  et  du  point  O. 

4^^*  Lorsque  Taxe  instantané  de  rotation  01  (fig.  3) 
s'écarte  très  peu  de  l'un  des  trois  axes  principaux , 
par  exemple  de  Taxe  Oz, ,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  on  peut  déterminer  sa  position  et  celle 
du  mobile  à  un  instant  quelconque ,  d'une  manière 
très  simple ,  et  sans  recourir  aux  fonctions  ellipti- 
ques. A  la  vérité,  cette  autre  solution  du  problème 
n'est  qu'approchée  ;  mais  on  pourra  pousser  l'ap- 
proximation aussi  loin  qù'ou  voudra  :  celle  à  laquelle 
nous  nous  arrêterons  suffira  pour  compléter  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  n*  389 ,  sur  les  propriétés  mécaniques 
des  axes  principaux. 

Nous  avons  (  n*  ^06  ) 

V>  -H  î*  +  »* 

l'angle  lOz^  étant  très  petit  par  hypothèse ,  p  et  q  se-- 
ront  deux  fractions  très  petites  de  r;  si  l'on  néglige 
leur  produit,  la  première  équation  (d)  se  réduit 
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à  6&*  =s  o  y  et  dotme  r  àsin;  n  étant  une  coosw 
tante  arbitraire  qui  exprimera  la  vitesse  de  voXar 

tîoû  du  corps  ^  ou  la  videur  de  Vp*  4-  ?■  +  '^  >  ^^ 
négligeant  aussi  les  carrés  de  p  et  q.  Les  deux  antrei 
équations  (^i)  deviendront 

B^  +  (A  —  C)npdt  =:  o,     ]     r. 
Mp  +  (C  ^V^)nqdt  =  o.     i     ^  ^ 

Pour  les  intégrer,  je  fais 

.  p  =  £  sin  (»'i  +  ?)>     y  =s  6'  cos  (n'iC  +  >  ); 

^  »  ^^  7^  ^S  ^tant  des  quantités  constanteSé  En  subs-» 
tituant  ces  faleurs  de  />  et  ^  dans  les  équations  (i)| 
et  supprimant  ensuite  le  sinus  ou  cosinus  qui  se 
trouve  facteur  commun  à  tous  leuts  -  termes ,  il 
vient 

Bè'n'— (A— C)tf»=o,     A^rt'— (B  — CX'«=o; 
d'où  l'on  tire 


n'  =  wy/ 


(A-C)(B-C) 


AB  » 

*  ^'  =  «v/A(r=iiî), 

5    =  tt  VB(B  —  G)  ; 

a  étant  une  constante  qai  restera  arbitraire  »  ainsi 
que  ^.  Si  donc  on  fait ,  pour  abréger ,  < 

(A  -  C)(B  :rg)  _ 


v/^ 


AB 
il  en  résultera 


P  =  «N/B(B-^)sin(/n^  +  >),    1    ,  ^ 
7  =  et  \/A(A— C)  cos  (J^/ïi^ Ht  ?)>    J 
pour  les  intégrales  complètes  des  équations  (  i  )^ 
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'  Si  l'on  projette  l'axe  instantané  01  sur  le  plan  des  x^ 
etjr^f  et  qu'on  appeïle  Ç  l'angle  qne  fait  cette  projcc-» 
tien  avec  l'axe  des  y^ ,  on  aura 

de  plus^  la  valeur  de  sin  lOz^  se  réduit  h 

sin  lOz^  =  iyp^q^, 

au  degré  d'approximation  où  l'on  s'est  arràtë  ;  par 
conséquent  y  les  valeurs  précédentes  de  p  elq  feront 
connaître  immédiatement,  k  chaque  instant ,  la  po« 
sition  de  l'axe  de  rotation  dans  rintérieur  du  mobile.. 
On  va  voir  les  conséquences  qui  en  résultent. 

421.  Si  y  à  l'origine  du  mouvement ,  cette  di^ite 
a  coïncidé  exactement  avec  Taxe  Oz^ ,  il  faudra  qu'on 
ait/?  =  o  et  9  =  o,  quand  ^  =0  ;  ce  qui  exige  que 
la  constante  a  soit  nulle.  Alors  on  aura  oonstammeut 
psso  et  9 SB o; ^  l'axe  instantané  01  coïncidera  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  avec  l'ax^ 
Oz^,  qoi  demeurera  immobile  (n*"  4^5).  Lors  donc 
que  le  corps  retenu  par  le  point  fixe  0  aura  commencé 
à  tourner  autour  de  l'un  des  trois  axes  principaux 
qui  se  coupent  en  ce  point ,  il  continuera  indéfiTii-» 
ment  k  tourner  autour  de  cet  axe,  comme  s'il  était 
entièrement  fixe;  ce  qui  eM  là  proposition  du  n^  38g« 

Mais ,  si  à  Torigine  du  mouvement  l'axe  01  s^é^* 
cartait  un  peu  de  Oz^ ,  les  valeurs  initiales  de  p  etqf 
et,  conséquemment  >  la  constante  a,  seront  seule* 
ment  très  petites.  Or ,  pour  que  les  valeurs  de  p  et  q 
demeurent  toujours  très  petities,  il  faut  que  la  cons^ 
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tante  J^  soit  réelle;  car,  lorsqu'elle  est  imaginaire, 
le  sinus  et  le  cosinus  contenus  dans  les. équations  (2) 
se  changent ,  par  les  formules  connues ,  en  expo- 
nentielles réelles ,  et  les  valeurs  de  p  et  q,  qui  en 
résultent,  croissent  indéfiniment  avec  le  temps  t» 
La  réalité  de  cT  exige  que  le  moment  principal  C  soit 
le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  trois  momens 
d'inertie  A ,  B ,  C.  Donc ,  quand  Taxe  instantané  de 
rotation  a  été  un  tant  soit  peu  écarté  de  l'axe  prin- 
cipal qui  répond  au  moment  d'inertie  moyen ,  cet 
écart  augmente  avec  le  temps ,  et  ne  reste  pas  ren- 
fermé entre  de  très  petites  limites;  et,  au  contraire, 
lorsqu'on  l'a  un  peu  écarté  de  l'axe  principal  auquel 
répond  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  moment  d'i- 
nertie, il  s'en  éloigne  très  peu,  et  ne  fait  que  de  très 
petites  oscillations  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement* 

Il  y  a  donc  une  difierence  essentielle  entre  les  trois 
axes  principaux  du  mobile  qui  s^^upent  au  point 
fixe  0  :  en  supposant  que  A  soit  la  plus  grande,  ^C  la 
plus  petite  des  trois  quantités  A ,  B ,  C,  le  mouvemait 
de  rotation  est  stable  autour  des  axesOj::^  etOz^,  et  ne 
peut  èti^  qu'instantané  autour  de  l'axe  0^^.  S'il  s'agit, 
par  exemple,  d'un  ellipsoïde  homogène,  retenu  par 
son  centre  de  figure,  le  mouvement  est  stable  autour 
du  plus  grand  ou  du  plus  petit  de  ses  trois  diamètres 
principaux,  et  non  stable  autour  de  son  diamètre 
moyen. 

4^2.  Dans  le  cas  de  l'instabilité  du  mouvement , 
les  formules  (2)  n'exprimeront  les  valeurs  appro- 
chées d^p  etq  que  pendant  les  premiers  instans  du 
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monvement,  et  tant  qu'elles  seront  très  petites  ^ 
comme  le  supposent  les  équations  (i),  dont  elles 
sont  déduites.  Pour  avoir  les  valeurs  dep^  q,  r,k 
un  instant  quelconque ,  il  faudra  alors  recourir  à  la 
solution  rigoureuse  du  problème.  Dans  le  cas  de  la 
stabilité,  les  valeurs  approcbées  de  p  et  9,  données 
par  les  équations  (a) ,  subsisteront  pendapt  toute  la 
durée  du  mouvement;  et  l'on  déterminera  de  la 
manière  suivante  celles  des  trois  angles  4  »  ^  >  9* 

Je  supposerai ,  comme  dans  le  n^  4^^^  V^^  1^  mou-* 
vement  a  été  produit  par  le  choc  d'une  masse  fi\  dont 
tous  les  points  avaient  une  vitesse  if,  parallèle  à  une 
droite  FE  (fig.  8),  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  fi,  et  comprise  dans  le  plan  des  x  et  jr.  Les 
équations  (î)  auront  lieu  comme  précédemment  ;  et 
en  désignant  toujours  par^la  distance  de  cette  droite 
an  point  O,  la  quantité  k  qu'elles  renferment  sera 
encore  le  moment  fÂnf  de  la  percussion  initiale.  Au 
moyen  de  r=n  et  des  formules  n[  2),  ces  équa- 
tions (i)  deviendront 

sin  6  sin  9  =  —  a      ^      f         sin  (cTn^  4-  y\ 

sin4cos9  =f  —  A  \f~     cos^^nt  -f-  >),}(5) 

cosO  =  — v- 

Les  angles  0  et  9  étant  donnés  à  l'origine  du  moa>« 
vement,  si  Ton  fait  ^=s  o  dans  les  deux  premières  de 
ces  équations,  on  en  déduira  les  valeurs  des  deux 
constantes  a  et  ^'.  Ces  deux  équations  feront  ensuite 
connaître  les  valeurs  de  (p  et  0  à  un  instant  quel-* 
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conque ,  après  que  la  constante  n  aura  aussi  été  déter* 
minée.  Il  Êiudra  que  eu  soit  une  quantité  très  petite , 
pour  que  les  Taleurs  de  j?  et  9 ,  données  par  les  éqna* 
tions  (2)^  soient  très  petites^  comme  on  l'a  supposé. 
Ceb  étant,  0  sera  constamment  un  très  petit  angle, 
et  l'axe  principal  Oz^,  dont  s'écarte  très  peu  Taxe 
instantané  jde  rotation,  s'écartera  lui-même  très  peu 
de  l'axe  Oa  perpendiculaire  à  la  direction  FE  de  la 
percussion  primitive» 

En  négligeant  le  carré  de  6  >  la  troisième  équa- 
tion (5)  se  réduit  à 

fxs^f  =  Cn  ; 

ce  qui  fera  connaître  la  constante  n,  qui  sera,  à  très 
peu  près ,  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de 
Taxe  instantané. 

La  troisième  équation  (7)  du  n*  4  ^9  ^^  réduira  de 
ipéraeà 

^ndt  =:  r£p  -—  ^4  ; 

d'où  l'on  tire 

c  étant  une  constante  arbitraire ,  que  l'on  détermi- 
nera d'après  les  valeurs  initiales  de  (p  et  4".  Cette  der- 
nière  équation  fera  ensuite  connaître  l'angle  >P  a  un 
instant  quelconque  ;  ce  qui  complète  la  solution  du 
problème. 

4a3.  Lorsque  le  mobile  est  un  solide  de  révolu- 
tion ,  dont  Oz^  est  l'axe  de  figure,  on  a  B=s  A;  la 
première  équation  {d)  se  réduit  à  £/r=:  o  ;  r  est  donc 
une  constante  arbitraire  n;  et  toutes  les  formules  du 
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n*  4^0- y  ainsi  que  les  équations  (3),  ont  lieu  rigou* 
reusement. 

L'angle  6  n'est  plus  assujetti  à  être  très  petit  ; 
mais ,  en  vertu  de  la  troisième  équation  (3) ,  sa  valeur 
est  constante  pendant  le  mouvement  ;  en  sorte  que 
l'axe  de  figure  du  mobile  décrit  un  c6ne  droit  k 
base  circulaire  ,  autour  de  la  droite  O2  perpendicu- 
laire à  la  direction  FE  du  cboc  primitif.  En  désignant 
par  €  la  valeur  constante  et  donnée  de  cet  angle  8 , 
on  aura 

pour  déterminer  lia  constante  n.  D'après  les  deux 
premières  équations  (^3) ,  on  aura  aifss^ 

avy^sin**  =  a*A^(A  —  C), 

.pour  déterminer  la  constante  a;  et  en  vertu  des 
équatioas  {2)  la  vitesse  angulaire  ùù  autour  de  l'axe 
instantané  sera  (  n^  4^  ) 

a>  =  \f  n^+  — ^  sm*  £  ; 

ce  qui  montre  que  cette  vitesse  sera  constante,  de 
manière  que  le  mobile  tournera  uniformément,  soit 
autour  de  l'axe  instantané,  en  vertu  de  cette  vitesse  , 
soit  autour  de  son  axe  de  figure,  en  vertu  de  la  vi- 
tesse n. 
Les  deuK  premières  équations  (3)  donnent  aussi 

tang  ^  =  tang(JVif  +y)y      ^  ==  ^^^  +  >  • 
La  troisième  équation  (7)  du  n^  4*^  devient 

•  îidt  =  éndt  —  cos  îd'\  ; 
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en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire ,  on  en 

déduit 

^  cos  t  A 

par  conséquent ,  l'angle  ^  ,  compté  sur  un  plan  per** 
pendiculaire  à  Taxe  de  figure ,  et  Tangle  4  9  compté 
sur  le  plan  du  choc  primitif  et  du  point  0,  varient 
Fun  et  l'autre  uniformément. 

4^4.  La  stabilité  du  mouvement  autour  des  axes 
principaux  du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment 
d'inertie,  ayant  été  conclue  des  équations  (2)^  qui  ne 
sont  qu'approchées,  on  pourrait  conserver  quelque 
doute  sur  l'exactitude  de  cette  conclusion  ;  mais  on 
démontre  rigoureusement  la  stabilité  dont  il  s'agîl , 
au  moyen  des  intégrales  exactes  (e)  et  {f)  des  équa- 
tions du  mouvement. 

En  effets  en  multipliant  la  première  par  C,  et  la 
retranchant  de  la  seconde ,  on  a 

A(A-C)/)*  +  B(B-.C)9-=D,  ^  (4) 

D  désignant,  pour  abréger,  la  constante  Af  —  CA.  Si 
donc  Taxe  instantané  s'écarte  très  peu  de  Taxe  prin- 
cipal Oz^  à  Torigine  du  mouvement,  de  sorte  que 
les  quantités  p  et  q  soient  très  petites  à  cette  époque^ 
la  constante  D  sera  aussi  très  petite  ;  d'où  je  conclus 
que  les  valeurs  de  p  et  ^  devront  rester  très  petites 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  lorsque  les 
deux  différences  A  —  C  et  B  —  C  seront  de  même 
signe  ;  car  il  faudra ,  en  vertu  de  l'équation  (4) ,  que 
leurs  carrés,  multipliés  par  des  quantités  de  même 
signe,  et  ensuite  ajoutés,  donnent  constMnnient  une 


DTNAHIQUE,  SBCONDE  PARTIE.  i6i 

somme  très  petite.  Op  peut  même,  dans  ce  cas, 
fixer  des  limites  aux  valeurs  de  p  et  ç,  et  Ton  voit 
qu'on  aura  toujours 

/    ^  A(A— C)'      ï   ^B(B-C)* 

Biais  si  les  diffiérences  A-^C  et  B —  C  sont  de 
signe  contraire,  et  que  la  constante  D  soit  encore 
supposée  très  petite,  on  conçoit  que  l'équation  (4) 
pourra  néanmoins  être  satisfaite ,  sans  que  les  va- 
leurs de  p  et  9  soient  astreintes  a  demeurer  constam- 
ment très  petites;  et,  en  effet,  l'analyse  du  n*"  ^20 
montre  qu'alors  ces  valeul^s  ne  sauraient  être  sup- 
posées très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. 

An  reste,  les  axes  principaux  relatifs  au  point  6xe 
0  sont  les  seuls  axes  qui  puissent  rester  les  mêmes 
dans  l'intérieur  du  mobile,  et  demeurer  en  repos, 
quand  ils  ne  sont  pas  entièrement  fixes,  ainsi  qu'on 
la  déjà  vu  dans  le  n**  S8q.  Cela  résulte  actuellement 
des  équatioûs  (d).  En  effet,  pour  que  l'axe  instantané 
de  rotation  conserve  toujours  la  même  position,  il 
faut  que  les  trois  quantités  p,  9 ,  r,  soient  constantes. 
On  a  donc  dp^=iO,  ^  =  0,  dr:s=o;  ce  qui  réduit 
les  équations  {d)  à 

(B  — A)/>9  =  o,   (A  — C;r/i=o,    (C— B)çr=o. 

Si  les  trois  momens  d'inertie  A ,  B,  C,  sont  inégaux , 
il  faudra  su{^)06er  nulles  deux  des  trois  quantités  /?, 
q,r,  pour  satisfaire  à  ces  équations  ;  et  alors  l'axe 
instantané  coïncidera  avec  l'un  des  trois  axes  Ox^ , 

2.  ï» 
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Ojr^ ,  Ojs^.  si  deux  de  ees  trois  moméns  d'inertie  sont 
égaux  ^  de  sorte  que  Ton  ait  B  =  A ,  par  exemple  ^  la 
première  équation  disparaîtra,  et  Ton  satisfera  aux 
deux  autres  en  prenant  r=*o.  L'axe  instantané  sera 
donc  alors  situé  dans  le  plan  des  deux  axes  Ox^  et  Ojr^; 
mais  on  sait  que,  dans  un  pareil  cas^  toutes  les  droites 
comprises  dans  ce  plan ,  et  passant  par  le  point  D , 
sont  des  axes  principaux  ;  Taxe  de  rotation  immobile 
sera  donc  encore  un  axe  principal.  Enfin ,  lorsqu'on 
a  A  SIS  B  sss  C ,  ces  trois  équations  sont  identiques,  et 
l'on  peut  prendre  les  valeurs  de  py  q,  r,  arbitraire-* 
ment  ;  mais  aussi ,  dans  ce  cas  particulier ,  toutes  les 
droites  qui  passent  par  le  point  0  sont  des  axes  prin- 
cipaux; par  conséquent ,  dans  tous  les  cas.  Taxe  de 
rotation ,  s'il  demeure  immobile,  ne  pourra  être  qu'un 
axe  principal. 

§  III.  Solution  d'un  cas  particulier  de  moupeifient  de 

rotation  dun  corps  pesant. 

4^5.  Lorsque  le  point  fixe  0  n'est  pas  le  centie  de 
gravité  du  mobile ,  et  qu'on  ne  fait  point  abstraction 
de  la  pesanteur,  on  n'est  parvenu,  jusqu'à  présent , 
a  intégrer  le  système  des  équations  (7)  et  (b)  des 
n"^  4^^  ^^  4i^>  V^^  quand  le  mobile  est  un  solide  de 
révolution ,  et  que  le  point  0  appartient  à  son  axe  de 
figure.  C'est  ce  cas  particulier  que  nous  allons  main- 
tenant considérer. 

Supposons  que  l'axe  principal  Oz^  soit  l'axe  de  fi- 
gure, et  qu'on  ait,  par  conséquent,  B  ss  A.  Suppo- 
sons aussi  que  le  centre  de  gravité  G  du  mobile  (fig.  9) 
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appartienne  à  Taxe  des  s^  positives^  de  sorte  qu'on  ait 
(n**  4i3)  A  =  o  et  €s=  o,  et  que  y  soit  une  quantité 
positive  et  donnée,  qui  représente  la  distance  OG. 
L'axe  Oz  étant  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  l'angle  0  ou  zOz^  sera  aigu  ou  obtus ,  se- 
lon que  le  point  G  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus 
du  fiizn  horizontal  mené  par  le  point  0.  Dans  ces 
deux  cas ,  les  équaticms  (b)  deviendront 

G/r  =r  o,  i 

Adj  —  (C  —  A)rpdt  ==  yaJ'Mgdt,         >  (i) 
Adp  +  (C  —  A)r^dt  =  —yV^gdti  ) 

les  quantités  d'  «t  V  qu'elles  renfemoient  étant ,  d'a^ 
près  les  équations  (c) , 

d'  =  —  sin  8  sin  9  ^       6"  =  —  sîn  0  cos  ^. 

Nous  appell^^ns  équateur  du  mobile  la  section 
perpendiculaire  à  son  axe  de  figure ,  et  passant  par  le 
point  0.  Soient  NEN'E'  cette  section,  et  ]NON'  la 
droite  suivant  laquelle  elle  coupe  le  plan  horizontal 
mené  par  ce  point  fixe.  Toutes  les  droites  qui  passent 
par  ce  point  et  sont  comprises  dans  cette  section, 
étant  des  axes  principaux ,  Tangle  ^  pourra  se  rap»- 
porter  à  Tune  quelconque  d'entre  elles  ;  et  E  étant 
un  point  déterminé  du  mobile  \  on  pourra  prendre 
pour  (p  l'angle  NOE.  L'angle  4/,  dont  la  troisième 
équation  (7)  renferme  la  différentielle,  sera  l'angle 
rïOx,  compté  à  partir  d'une  droite  fixe  Ox,  menée 
arbitrairement  dans  le  plan  horizontal.  On  aura  donc, 
à  un  instant  quelconque  ^ 

j550z,=:fl,    NOEm^,    N0x=:4; 

II.. 
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et  Toa  a  suffisammeat  expliqué,  dans  le  n^  578,  Gom- 
ment la  position  du  mobile  sera  déterminée ,  sans  au- 
cune ambiguïté,  au  moyen  des  trois  angles  >(/,  9 
et  fl. 

4a6.  En  désignant  par  n  une  constante  arbitraire, 
on  aura  r^=n,  d'après  la  première  équation  (i).  Le 
mouvement  de  rotation  du  corps  sera  donc  uniforme, 
parallèlement  k  son  équateur.  Pour  définir  la  direc- 
tion de  ce  mouvement,  nous  supposerons  que  le  point 
N  soit  le  nœud  ascendant  de  Téquateur  ;  en  sorte  que, 
quand  le  point  E  parviendra  au  point  N,  son, rayon 
£0  s'élèvera  au-dessus  du  plan  horizontal ,  en  vertu 
de  la  vitesse  angulaire  n ,  qui  sera  alors  une  quantité 
positive.  En  effet ,  d'après  la  troisième  équation  (7) 
du  n^  4'^^^^  ^^^ 

d(p  z=i  ndt  4"  cos6^.       (3) 

Lorsque  le  point  E  est  en  N ,  l'angle  (p  est  zéro  ou  un 
multiple  de  27c ;  et,  dans  l'instant  suivant,  il  s'élè- 
vera ou  s'abaissera ,  selon  que  l'angle  (p  augmentera 
ou  diminuera  (n*  378);  donc,  pour  que  le  point  E 
s'âève  comme  on  le  suppose,  en  ayant  seulement 
égard  au  mouvement  du  corps  parallèlement  à  son 
équateur ,  il  faudra  que  le  premier  terme  de  dtp  soit 
positif. 

Cela  étant ,  si  son  second  terme  est  aussi  positif,  il 
augmentera  la  valeur  de  d(p,  qui  sera  donc  plus  grande 
que  si  le  nœud  N  était  immobile  ;  par  conséquent , 
son  mouvement  projeté  sur  l'équateur  sera  rétro^ 
graJe^  ou  en  sens  contraire  du  mouvement  du  «orps, 
parallèlemeot  à  ce  plan.  Le  contraire  aura  lieu,  et  le 


4 

DYNAMIQUE,  SEœNDE  PARTIE.  i65 

moaTement  du  nœud  sera  direct ^  lorsque  le  second 
terme  de  la  valeur  de  dp  sera  négatif.  Dans  le  second 
cas  ^  si  le  second  terme  l'emportait  sur  le  premier,  la 
valeur  complète  de  dç  serait  négative,  et  le  point  E^ 
parvenu  en  N ,  s'abaisserait  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal ,  au  lieu  de  s'élever  au-dessus  ;  mais  cela  n'em- 
pêcherait pas  que  N  ne  fût  toujours  le  nœud  ascen- 
dant, eu  égard  au  mouvement  du  corps  autour  de 
son  axe  de  figure. 

Ainsi ,  le  sens  du  mouvement  du  nœud  ascendant 
N  dépendra  du  signe  qu'aura,  à  chaque  instant,  le 
produit  de  cos  6  et  d-]^  ;  et  ce  mouvement  sera  direct 
ou  rétrograde ,  selon  que  cos  8  et  d*^  seront  de  signe 
contraire  ou  de  même  signe. 

427.  En  ajoutant  les  équations  (i),  après  les  avoir 
multipliées  par  c",  b"y  a^',  les  seconds  membres  des 
deux  dernières  se  détruisent ,  et  l'on  trouve ,  comme 

dans  le  n^  41^1 

Cd.  rd'  H-  kd.  qV  +  kd.pa''  =  o  ; 

donc^  à  cause  de  r  =  n,  c"  =  cos9 ,  et  des  valeurs  de 
d' et  b",  on  aura,  en  intégrant, 

Oi  cos  6  —  A  (  />  sin  8  sin  9  +  9  sin  0  cos  ^)  =  /  ;    (5) 

/  étant  une  constante  arbitraire ,  qui  exprimera , 
comme  dans  le  numéro  cité ,  le  moment  des  quanti- 
tés de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par 
rapport  à  l'axe  Oz.  Dans  le  mouvement  que  nous  con- 
sidérons, le  momenf  de  ces  quantités  de  mouvement 
est  donc  une  quantité  constante,  mais  seulement  par 
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rapport  à  l'axe  vertical ,  et  BOn  plus  par  rapport  à 
tous  les  axes  passant  par  le  point  0. 

J'ajoute  encore  les  deux  dernières  équations  (i)^ 
après  les  avoir  multipliées  par  q  et  p;  ce  qui  donne 

k(pdp'-\-'qdq)  =  >(/>  sîn  flcosÇ — ^sindsin  ç)Mgdt. 

Mais ,  en  vertu  des  deux  premières  équations  (7)  du 
n*"  4iOj  on  a 

psinOcos^— ^sînflsin^  =  — sïn  ô^r; 

on  aura  donc 

A.(pdp  4-  qdq)  ;=;:  —  M^sinO^d; 

et  en  intégrant  et  désignant  par  h  la  constante  arbi- 
traire y  il  en  résultera 

A(/>*  •+•  ?•)  =  aMg^cosfl  +  h.      (4) 

D'après  les  équations  (7)  qu'on  vient  de  citer^  on  a 
d'ailleurs 

psin  6 sin  9  «1- 9 sin  fl  cos ^  =  sin'  6  ^, 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (3)  et  (4)  pourront 
être  changées  en  celles-ci  : 

Cn  cos  6  —  A  sin*  B-j^  =  l, 
Les  équations  (â)  et  (5)  donneront  des  valeurs  de 


I 
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dt,  d^,  €2^ ,  dont  chacune  sera  de  la  forme  F&/0;  il 
ne  fl^agira  donc  plus  que  dlntégrer  ced  trois  formules 
dif^rentielles,^  ^ôur  ayoîr'les  valeurs  de  ^  ^  4  >  <Pf^^ 
fonctions  de  6  ;  or^  leurs  trois  intégrales  se  réduiront^ 
dans  tous  les  cas ,  aux  fonctions  elliptiques.  Mais , 
sans  recourir  k  ces  fonctions  ^  on  pourra  aussi  obte- 
nir des  valeurs  approchées  de  4  1  ?  ^  ^  ^  en  fonctions 
de  <y  dans  les  exemples  que  nous  donnerons  plus  bas^ 
Itprès  avoir  déterminé  les  troi»  constantes  arbitraiiea 
Uf  Ip  h^  que  contiennent  les  équations  précédentes. 
Les  ti*ois  nouvelles  constantes  qui  seront  reofemiées 
dans  leurs  intégrales,  se  détermineront  d'après  les 
valeurs  de  4  »  ^  ^  ^  »  V^^  répondent  à  ^  =  o  :  celle 
de  8  sera'  donnée  ;  on  prendra ,  si  Ton  vent ,  4  =  o  ^t 
^  =  o,  pour  les  valeurs  initiales  de  4  ^^  ?• 

438.  Quelles  que  soient  les  quantités  de  mouve- 
ment que  {Moudront  les  points  du  corps  à  l'origine 
du  mouvement,  leur  moment  principal  relatif  au 
point  0,  et  la  direction  de  son  axe,  seront  connus, 
d'après  les  percussions  qu'on  aura  etsércées  sur  le  mo- 
bile à  cet  instant,  et  auxquelles  ces  quantités  de  mou- 
vement inconnues,  prLses  en  sens  contraire  de  leurs 
directions ,  devront  faire  équilibre  (n^  353). 

Par  la  règle  du  n^  281 ,  je  décompose  ce  moment 
principal  en  trois  autres  momens,  dont  les  axes  rec- 
tangulaires soient  la  partie  Oz^  de  Taxe  de  figure  qui 
comprend  le  centre  de  gravité  G,  une  droite  perpen* 
diculaire  à  Oz^  et  contenue  dans  le  plan  vertical  de 
Oz  et  Ozfp  et  une  droite  horizontale. jperpendiculaire 
à  ce  plan.  Ces  trois  droites  étant  des  axes  principaux, 
le  nu>ment  par  rapport  à  Oz^  aura  Cr  ou  Cn  pour  va- 
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leur  (a""  409)  9  î^  ferait  donc  connaître  la  valeur  de  n  ; 
mais  je  supposerai ,  au  contraire  ^  cette  vitesse  don- 
née directement  y  et  je  prendrai  Cn  pour  ce  mo- 
ment. 

Je  désignerai  par  /te  le  moment  par  rapport  au  se- 
cond, axe  y  et  par  m  le  moment  par  rapport  à  Taxe 
horizontal;  en  sorte  que  la  valeur  initiale  du  moment 

principal  sera  v/C*n'  -f-  /tt*  -f-  m*  ;  à  cause  de  B=iA  et 
r=sn,  son  carré  est  A'  (/>'  -4-  ^)  +  C*/î*  (n*  409) ,  à 
un  instant  quelconque  ;  si  donc  on  appelle  a  la  va- 
leur initiale  de  l'angle  6,  on  aura^  en  vertu  de  Té- 
quation  (4)  p 

{2Mgy  cos  ût  +  A)  A  =s  ft*  -f-  m^, 

a  l'origine  du  mouvement;  ce  qui  donne 

h  =  ^--T~  —  2Mgy  cos  a. 

L'axe  du  moment  désigné  par  /u  fera  un  angle 
a  -f-90^  avec  Oz;  l'axe  du  moment  m  étant  perpen- 
diculaire à  cette  verticale ,  ce  moment  n'influera  pas 
sur  le  moment  /  par  rapport  à  Oz  ;  d'après  l'expres- 
sion générale  de  E  du  n^  281^  nous  aurons  donc  sim- 
plement 

/  =  Cn  cos  a  —  /*  sîn  a. 

•  On  devra  se  rappeler  que  dans  ces  valeurs  de  h 
et  If  l'angle  ol  sera  aigu  ou  obtus,  selon  qu'à  l'ori- 
gine du  mouvement ,  le  centre  de  gravité  G  du 
mobile  se.  trouvçra  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
horizontal ,  passant  par  le  point  0. 
4^9*   Pour  vérifier  ces  différentes  formules,  je 
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suppose  que  la  masse  M  du  mobile  soit  concentrëe  à 
son  centre  de  gravité^  et  qu'il  se  change  en  on  pen- 
dule simple  dont  >  sera  la  longueur. 

Dans  ce  cas ,  on  n'aura  point  à  considérer  l'angle  ^, 
et  le  mouvement  dépendra  seulement  des  angles  >(/ 
et  0.  Si  le  point  matériel  6  a  reçu,  à  l'origine, 
une  yites^  k  perpendiculaire  à  GO  et  dirigée  dans 
le  plan  GOz,  et  une  vitesse  k  perpendiculaire  à 
ce  plan ,  on  aura 

On  aura  aussi 

C  =  o,    A  =  Uy\ 
Il  en  résultera 

A  =s  (Af  -f-  *'•  —  2gy  cos  a)  M ,    /=  —  }Ayk sin  ot ; 
les  équations  (5)  deviendront 

y  sin*  fl  ^  =  A:  sin  ût , 

^(sîn'e  ^-^-f  )  =  *•+*" 4-3gXcose-«>s«); 

et  il  est  aisé  de  les  faire  coïncider  avec  les  équa-* 
lions  (5)  et  (6)  du  n*  2o5. 

La  première ,  multipliée  par  \  ydt ,  exprime  que 
Taire  décrite  autour  du  point  0  pendant  l'instant  dt, 
par  la  projection  horizontale  du  rayon  vecteur  GO 
du  mobile ,  est  constante  et  ^ale  à  sa  valeur  ini- 
tiale ^yksincL.  Le  premier  membre  de  la  seconde 
est  le  carré  de  la  vitesse  de  ce  point  matériel,  au 
bout  du  temps  t}  et  l^  +  k*  étant  le  carré  de  cette 


1 

i 
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vitesse  à  TorigiDe  du  mouTement ,  cette  ëquation  est 
U  formule  du  n*  î5g. 

43o.  Dans  le  cas  d'un  corps  qui  ne  se  réduit  pas 
à  un  point  matériel,  si  Ton  écarte  le  mobile  de  sa 
position  d  équilibre ,  qu'on  lui  imprime  une  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure ,  et  qu'on  la- 
bftndonii^  ensuite  à  lui-même ,  les  deux  quantités  ^ 
et  m  seront  nulles ,  on  aura 

l  =ss  Cn  cos  ot  f     A  s=  —  2Mgy  cos  et , 

et  les  équations  (5)  deviendront 

^^^^  ®  Â"  ^^  T  ^^^^  ®  —  cos  a)  , 
sin*e-^+^  =  — p(cose  — cosct). 

« 

En  vertu  de  la  seconde,  la  différence  cos  8 — cos  a 
est  toujours  positive  ;  en  vertu  de  la  première ,  la 
différentielle  d'^  le  sera  donc  aussi  ;  par  conséquent 
(n^  4^6)  f  le  mouvement  du  nœud  ascendant  N  sera 
direct,  quand  cos  6  sera  négatif,  ce  qui  suppose  le 
centre  de  gravité  G  au-dessus  du  plan  horizontal 
passant  par  le  point  Q;  et  ce  mouvement  sera  ré- 
trograde ,  lorsque  G  sera  au«*dessou6  de  ce  plan ,  Ce 
qui  répond  à  cdsfi  positif. 

Qo^nd  n  sera  zéro ,  la  différentielle  d^ ,  et  par 
suite  la  différentielle  d^  donnée  par  Téquation  (a), 
seront  i&éro;  les.  angles  '^  et  ^  seront  donc  constans, 
et  pourront  être  supposés  nuls;  le  mouvement  se 
chaugera  dans  celui  du  pendule  ordinaire,  autoar 
d'un  axe  horizontal  par  rapport  auquel  le  moment 
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dlnertîé  est  A;. et ^  effectivement^  en  faisant  d^j/sso 
dans  la  seconde  équation  (6)^  elle  se  réduit  k  Téqua^ 
tioD  (a)  du  n^  Sq4  9  q^s^nd  on  suppose  dans  celle-ci 
la  vitesse  initiale  égale  à  zéro* 

L'élimination  de  ^  entre  les  deux  équations  (6) 

donoe 

sin*^^,=^  [sin^fl— aC^(c086— côsa)](co$ô--cosflt),  (7) 

* 

en  faisant  pour  abréger  ^ 

M>  1         CW  4|C* 

A    ~   A  '       A*    ~'      A     ' 

où  l'on  peut  remarquer  que  A  est  la  *  longueur  du 
pendule  simple  qui  ferait  ses  oscillations  dans  le 
même  temps  que  le  mobile ,  si  la  vitesse  n  était 
nulle.  Ea  même  temps ,  la  preipière  équation  (6) 
deviendra 

sin«ô^=  2ff\/f  (cose  — cosdt),     C8j 

en  regardant  C  comme  une  quantité  positive  et 
donnée. 

Les  valeurs  approchées  de  9  et  ^  qu'en  tirera  de 
ces  équations  (7)  et  (8) ,  et  celle  de  ^  qui  résultera 
de  lequation  (2),  s'exprimeront  aisément  sous  forme 
finie ,  dans  leç  deux  cas  dont  nous  allons  nous  oc- 
cuper, 

4^1.  Je  suppose  d'abord  que  la  partie  02»^  de  Taxé 
de-  figure  qui  contient  le  centre  de  gravité  G  du 
mobile  ait  été  très  peu  écartée  de  la  verticale  Oz  a 
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rorigioe  du  mouvement,  de  sorte  que  Tangle  a  soit 
très  petit  ;  l'angle  8  le  sera  aussi  y  puisqu'on  a  ttm** 
jours  cos  6  >  cos  «  ;  et,  en  négligeant  les  quatrièmes 
puissances  de  â&  et  6  dans  les  développemens  de  cos  « 
et  cos  8,  les  équations  (7)  et  (8)  deviendront 

'■^  =  f  K'  +  «■)«*  -  *•*>'  -  «■)■  I 

La  première  montre  que  8 ,  qui  doit  toujours  être 
une  quantité  positive  (n^  ^78)9  n'excédera  jamais  &, 

et  ne  sera  pas  moindre  que  .  ,  En  la  résolyaot 

par  rapport  à  d"/ ,  on  a 


OÙ  l'on  regardera  toujours  le  dénominateur  comme 
unei  quantité  positive ,  et  l'on  prendra  le  signe  infé* 
rieur  ou  le  signe  supérieur,  selon  que  8  croîtra  oa 
décroîtra. 

Pour  faciliter  l'intégration,  je  fais 

8=sasintt,     ^26  ==  «cosur&; 
il  en  résulte 

Va  |/i  — (1  +C*)cos*a 

En  intégrant ,  on  aura  donc 
t \J^-  \/i+^*'=  c=fcarc(sin=  VT+T* cos «)  j 
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c  étant  la  constante  arbitraire*  Pour  ^  =  o,  on  a  0  =  â& 
et  cos  u  =  0}  l'ange  qui  repond  au  sinus  zéro  est 
zéro  ou  un  multiple  quelœnque  de  ^  ;  on  a  donc 
c  ^V7C,  en  désignant  par  i  un  nombre  entier  posi- 
tif, négatif  ou  zéro  ;  et  en  remettant  pour  cos  u  sa 
valeur  9  on  aura 

L'angle  6  décroissant  d'abord  depuis  d=ftjusqu1i 

Cm 

ft  =  ^—TFt  9  ^^  prendra  le  signe  supérieur  et  z=:o  ; 

croissant  ensuite  depuis  cette  dernière  valeur  jusqu'à 
6=A^  on  prendra  le  signe  inférieur  et  £=  i; 
décroissant    de    nouveau,   depuis    8  =  «^    jusqu'à 

8  =  --^ f  on  prendra  le  signe  supérieur  et  /  =  2  ; 

et  ainsi  de  suite.  Cest  de  cette  manière  qu'on  doit 
déterminer  la  constante  arbitraire,  ajoutée  à  un  arc 
de  cercle  que  Ton  considère  comme  une  fonction  de 
son  sinus  ;  mais  il  est  plus  sim]^  de  passer  dé  l'arc 
au  sinus ,  avant  cette  détermination. 

A  un  instant  quelconque ,  on  aura ,  d'après  Féqua- 
tîon  précédente , 

fl.  =  «•  -  -^  sin- V^^^^^ 

En  appelant  T  le  temps  pendant  lequel  l'angle  8 
passera  de  sa  plus  grande  valeur  a  à  sa  plus  petite 
valeur ,  qui  suit  immédiatement ,  ou  reviendra  de  la 
plus  petite  à  la  plus  grande ,  on  en  conclut 


«  • 
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■  T  gg;  -  1C  1/  ".  ■  '.I  Èii. 
a      V  g(i-hÇ») 

• 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  Ô»,  celle  àed-\,m 
est  donnée  par  la  seconde  é<}uation  (g)*,  sera 

C  \/f  (  1+  f)A  ,- 

^4  =    ^^ 7==  -ei/fai; 

en  intégrant  et  supposant  qu'on  ait  *>).  s=  o  qoand 
^  =  o ,  on  en  déduit 

4  =  arc  Ltang  = ^^T^T^ 

formule  qui  déterminera  le  mouvement  rétro^n^de 
du  nœud  inondant  N  sur  le  plan  horizontal  passant 
par  le  point  0.  Si  la  constante  Qu'est  pas  nulle; 
les  valeurs  de  Tare  compris  dans  cette  formule  seront 

arc  (tang  =  00)  =  ^tt,     arc  Ctang  =  0)2=3:^, 
arc(tang  =  —  oouj  =  |^  >     etc. , 

au  bout  des  premier,  deuxième^  troisième,  etc.,  intc^ 
valles  de  temps  T;  par  conséquent.  Tare  parcouru 
par  le  point  N  pendant  le  premier  intervalle  de 
temps  T,  sera 


pendant  les  deux  premiers  intervalles  T ,  il  sera 
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au  bout  des  trois  premiers ,  on  aura 

,3  IttS 

et  ainsi  de  suite.  II  en  résulte  que  les  arcs  parcourus 
par  le  nœud  N  pendant  les  intervalles  T  si^ccessifs 
seront  tous  égaux  entre  eux^  et  auront  pour  va- 
leur commune 


iTT 


.«  <       * 

laquelle  est  d'autant  moindre,  que  la  constante  €  sera 
un  plus  grand  nombre. 

Quant  à  la  valeur  de  ^  ^  si  l'on  néglige  le  carré 
de  0  dans  Féquation  (:i),  et  qu'on  suppose  ^;=o 
quand  tz=zo,  on  aura 

^  =2  nf  •+-  •>},} 

ce  qui  achèvera  de  déterminer  la  position  du  mo- 
bile à  un  instant  quelconque. 

4^2.  Quel  que  soit  l'angle  a,  supposons  actuel- 
lement que  l'angle  d  demeure  à  peu  près  constant , 
et  par  conséquent  très  peu  différent  de  a ,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Faisons  donc 

9=i*  —  w,     fi?9=x  —  du; 

et  considérons  u  comme  une  variable  très  petite.  En 
négligeant  les  puissances  de  u  supérieures  au  car^é , 
on  aura 

sin'6  =  8in*a  —  usinacL  +  w^cosatf, 
cos  9  —  cos  CL  :^=z  u  sin  a  —  j  u^  cosa  ; 

et  à  ce  degré*  d'approximation ,  l'équation  (7)  donne 


« 

• 


1 
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« 

-  2ir==  2Msma —  u\cosa  +  4^*); 
d'où  Ton  tire 

du 


v/!*  = 


^JLU  sin  «  —  k'  (coséi  4-  4^)  * 


En  intégrant  et  observant  que  uzszo  quand  t^^o, 
il  vient 

et ,  par  conséquent , 

Pour  que  la  variable  u  soil  toujours  très  petite , 
comme  je  Fai  supposé,  il  faudra  que  la  quantité  €  soit 
très  grande;  ce  qui  exige,  en  général ,  qu'on  ait 
imprimé  au  mobile  une  très  grande  vitesse  de  rota- 
tion autour  de  son  axe  de  figure.  On  pourra  alors 
mettre  4^*  ^  1^  place  de  cos  et  -f-  4^*>  ^^  ^'^^  ^ura , 
plus  simplement , 


su 
tt  =  — 

cos 


u  =  -zsintfsm 


in^€t^l. 


En  mettant  a— u  au  lieu  de  0  dans  Féquation  (8)^ 
négligeant  le  carré  de  Up  et  supposant  que  Tangle  ol 
ne  soit  pas  nul,  ce  qui  permet  de  supprimer  le  fac- 
teur sin*  ûL ,  commun  aux  deux  membres ,  nous  au- 
rons 


#=cV?--f'v/i- 
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V>à  l'on  Hre 

En  vertu  de  l'équation  (2),  on  aura,  en  même 
temps, 

en  snpposani  les  angles  f  et  4  ^^^  ^  IWigine  àm 
mouTeiHent;  et  ia  position  du  mobile  ^ii  un  instant 
quelconque ,  sera  complètement  déterminée. 

Qb  coiiclat  tde  6  =  k  -«  u  ,  et  de  cette  valeur 
de  4  >  !*•  <I^6  quand  le  motnle  que  tt^os  €Onsi«- 
déraos  a  reott  une  très  grande  vitesse  de  notatkm 
autour  de  son  axe  de  Sgwpe  y  après  <{ue  cette  droite 
a  été  écartée  de  la  dîreéHon  verticale,  son  équa- 
teur  conserve  une  inclinaison  à  pejk  près  constante, 
sur  le  plan  horizontal  passant  par  le  point  0 ,  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement  qui  en  ré- 
sulte; a"*,  qu'en  même  temps  l'intersection  de  ces 
deux  plans  prend  un  mouvement  à  très  peu  près 
uniforme,  très  lent  par  rapport  à  la  rotation  du 
mobile,  et  qui  est  direct  ou  rétrograde,  comme 
on  l'a  déjà  dit  (n*  4^0),  selon  que  le  centre  de 
gravité  du  corps  est  au-dessus  ou  au-dessous  du 
plan  horizontal.  Pourvu  que  l'angle  a  ne  soit  pas 
zéro ,  l'angle  4  ^^  1^  mouvement  du  nœud  sont  in- 
dépendans  de  sa  grandeur.  L'inégalité  u  de  l'inclinai- 
son de  Téquateur,  et  celle  qui  a  lieu  dans  le  mouve« 
ment  du  nœud,  sont  d'autant  moins  sensibles,  que  la 
rotation  est  plus  rapide,  et  la  quantité  €  un  plus 

grand  nombre. 
*     a.  la 
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n  existe ,  dans  beaucoup  de  cabinets  de  physique , 
une  machine  de  Bohnenberger ,  qui  représente  fidè- 
lement toutes  les  circonstances  de  ce  mouvement 
de  rotation ,  de  même  que  la  machine  d'Athood 
montre  aux  yeux  toutes  les  circonstances  du  mou- 
yement  dès  corps  graves.  Le  mouvement  de  rota- 
tion est  produit  au  moyen  d'un  fil  enroulé  sur  Té- 
quateur  du  mobile,  et  attaché  à  l'un  de  ses  points, 
que  l'on  déroule  rapidement,  comme  dans  le  jeu  de 
la  toupie. 

On  remarquera  que  quand  a.  est  zéro ,  6  l'est  aussi; 
ce  qui  rend  l'équation  (8)  identique ,  et  l'angle  4  ii^~ 
déterminé  ;  l'angle  ^  —  4  »  ^S^  k  ni,  représente 
alors  le  mouvement  du  corps  autour  de  son  axe  de 
figure,  qui  demeure  constamment  vertical. 
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CHAPITRE  V. 

BU   MOUVEMENT  D'UN   G0RP8   SOLIDE   BNTIEDEMEIIT 

LIBRE. 

433.  Pour  se  représenter  avec  plus  de  facilité  le 
mouyement  d'un  corps  solide  dans  l'espace,  on  y  substi- 
tue deux  autres  mouvemens,  l'un  de  rotation,  autour 
d'un  des  points  du  mobile,  et  l'autre  de  translathfij 
commun  à  tous  ses  points.  Cela  revient  évidemment 
à  regarder ,  à  un  instant  quelconque ,  la  vitesse  de 
chaque  point  comme  la  résultante  de  deux  autres  vi- 
tesses, dont  l'une  soit  égale  et  parallèle  à  celle  du 
point  que  l'on  prend  pour  centre  du  mouvement  de 
rotation,  et  dont  l'autre  soit  particulière  à  chaque 
point  du  mobile  :  en  ayant  seulement  égard  aux  vi^ 
tesses  particulières,  le  corps  tourne  autour  du  centre, 
comme  autour  d'un  point  fixe  ;  et,  en  vertu  de  la  vi- 
tesse commune,  tous  ses  points  sont  transportés  dans 
l'espace ,  d'un  mouvement  commun  qui  n'altère 
en  aucune  manière  le  mouvement  de  rotation. 

Le  mouvement  de  translation  peut  être  révolutif 
autour  d'un  autre  corps  en  repos  ou  lui-même  en 
mouvement.  Il  n'y  a  pas  de  rotation  toutes  les  fois 
qu'une  face  ou  une  section  déterminée  du  mobile 
reste  constamment  parallèle  à  elle-même  ;  il  y  a ,  au 
contraire,  rotation  dans  le  même  temps  que  la  révo- 
lution, lorsque  le  mobile  tourne  constamment  la 

12.. 
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même  face  vers  le  corps  central.  C'est  ce  second  cas 
qui  a  lieudansrle  mouvement  des  satellites  autour  de 
leurs  planètes.  La  lune  tourne  toujours  la  même  face 
vers  la  terre  ;  et  le  rayon  vecteur  qui  ya  du  centre 
de  la  terre  au  centre  de  la  lune ,  rencontre  toujours 
en  xnk  même  point  la  surface  du  satellite  (n^  ^4^)i 
d'où  il  résulte  que  la  fotation  de  la  lune  sur  elle- 
même  et  sa  révolution  autour  de  la  terre,  s'achè- 
vent dans  un  même  temps ^  lequel  est  2"/ ,5 2166.  On 
démontre  ^  dans  la  Mécanique  céleste^  que  l'égalité  de 
ces  deux  raouvenaens  subsistera  toujours,  quoique  le 
mouvement  révolutif  s'accélère  de  siècle  en  siècle 
(n*  ^44) }  ^°  sorte  que  le  mouvement  de  rotation 
participe  également  k  cette  accélération,  dont  Laplace 
a  assigné  la  cause. 

Tant  qu'on  aura  seulement  pour  but  de  décompo- 
ser le  mouyement  d'un  corps  en  deux  mouyemens 
plus  simples  dt  plus  faciles  à  concevoir,  on  pourra 
choisir  arbitrairement  le  centré  du  mouvement  de 
rotation;  mais  lorsqu'il  s'agira  de  déterminer  efiêc- 
tiyemeUt  ces  deux  mouvemens,  nouâ  prendrons  pour 
ce  point  le  centre  de  gravité  du  mobile ,  parce  qu'a- 
lors ,  dans  le  premier  instant ,  ces  deux  mouvemens 
se  détermineront  indépendamment  l'un  de  l'autre,  et 
qu'il  en  sera  de  même ,  dans  plusieurs  cas,  pendant 
toute  leur  durée  :  le  choix  de  ce  centre  de  rotation 
rendra  toujours  plus  simples  les  équatiotis  différen- 
tielles des  deux  mouyemens ,  ainsi  qu'on  va  le 
voir. 

434*  Appelons  G  le  centre  de  gravité  du  mobile , 
M  sa  masse ,  et  dm  un  élément  quelconque  de  M.  Au 
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bout  du  temps  t ,  compte  depuis  Torigiae  du  mou* 
Temeot  y  désignons  par  or ,  7*,  ^ ,  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  ce  point  matériel,  et  par  x^^y^^z^; 
celles  du  point  G  par  rapport  aux  noièmes  axes.  Noua 
aurons 

Mar,  :=:fxdm ,     M;^,  z=ifydm ,     Mz,  :=ifzdm , 

en  étendant  les  intégrales  à  la  masse  entière*  Si  Fou 
diflerentie  ces  équations  par  rapport  à  ^  ^  on  pourra 
effectuer  cette  opération  sous  les  signes  f.  Oq  aura ,. 
de  cette  manière, 

et,  pour  en  conclure  l^s  composantes  de  la  vitesse 
initiale  du  centre  de  gravité  »  il  suffira  de  connaître 
I08  valeurs  de  c^  dernières  intégrales  à  l'origine  du 
mouvement. 

Pour  cela ,  supposons  qu'il  cette  époque  des  parties 
Il ,  lif,  i^'f  etc, ,  de  M ,  reçoivent  des  vitesses  qui  soient 
les  mômefî  pour  tous  les  points  de  chacune  d'elles ,  et 
que  nous  représenterons  par  v,  i^',  i^',  etc.  ;  en  sorte 
qu'elles  prendraient  les  quantités  de  mouvement  /i^i^, 
/*V,  fjJVf  etc.,  si  elles  étaient  libres.  D'après  le  prin- 
cipe du  n*  555,  l'équilibre  doit  exister  entre  obs  quan-- 
tité^  de  mouvement,  pripes  ^P  sens  QOxnXmT^  do  leurs 
directions,  et  celles  que  prendront  réellement,  dans 
le  prei^ier  moroent,  tous  les  points  du  mobile,  les- 
quelles seront,  parallèlement  aux  axes  ^,  J,  ^  ^  les  va- 
leurs initiales  de  Jdm,  f  iin,  j^^An,  relativement 
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à  rélément  dm.  Or ,  les  directions  des  vitesses  s^^  v\ 
sf'f  etc.  y  étant  données  ^  on  pourra  décomposer ,  pa- 
rallèlement à  ces  axes^  les  quantités  de  monyement 
qui  leur  correspondent.  Si  donc  on  désigne  par  P, 
Q,  R,  les  sommes  de  ces  composantes^  suivant  les 
directions  des  ^,  j",  2,  positives,  et  si  Ton  observe 
que,  par  hypothèse ,  le  mouvement  est  entièrement 
libre,  il  faudra  qu'on  ait,  pour  l'équilibre  -  dont  il 
s'agit , 

pour  la  valeur  particulière  ^3=0.  Les  équations  (i) 
deviendront  donc 

à  l'origine  du  mouvement  ;  et  Ton  en  conclut  que  la 
vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  sera  la  m^me ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  que  si  la  masse  entière  M 
du  mobile  y  était  concentrée,  et  que  toutes  les  quan- 
tités de  mouvement  /iv^  fjisf^  A^V',  etc.,  ou  leurs  com- 
posantes?, Q,  R,  y  fussent  appliquées  parallèlement 
\  leurs  directions  respectives. 

435.  On  peut  supposer  que  ^t,  fji^  /Et",  etc.,  sont 
les  masses  de  corps  animés  des  vitesses  i^,  i^',  s^^  etc., 
qui  sont  venus  frapper  simultanément  un  autre  corps 
en  repos ,  et  y  sont  restés  attachés ,  pour  former  une 
masse  totale  M,  dont  le  centre  de  gravité  6  a  pris  la 
vitesse  qui  a  pour  ses  trois  composantes  les  valeurs  de 

^,    •^* ,  —^  données  par  les  équations  (2). 
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Le  problème  serait  différent  si  les  corps  choquans 
ne  restaient  pas  attachés  au  corps  choqué  après  les 
percussions.  Concevons  qu'une  masse  M  en  repos  soit 
frappée  par  un  autre  corps  en  mouvement^  qui  touche 
M  en  un  seul  point  E  (fig.  lo)  de  sa  surface  ;  suppo- 
sons,  de  plus,  que  pendant  la  durée  du  choc  Û  n'y 
ait  pas  de  glissement  de  l'un  des  corps  sur  l'autre , 
ou  du  moins  ;  s'il  y  en  a  un  d'une  très  petite  éten^ 
due^  faisons  abstraction  du  frottement  considérable 
auquel  il  pourrait  donner  lieu  (n*  353);  supposons  ^ 
enfin ,  que  £F  soit  la  normale  en  E  à  la  surface  de  M , 
et  comprise  dans  rintérieur  du  corps.  On  verra ,  dans 
un  autre  chapitre ,  que  le  mouvement  de  M  sera  le 
même  que 'si  une  certaine  partie  )Ei  de  la  masse,  dont 
le  centre  de  gravité  serait  situé  sur  EF,  recevait,  sui*-* 
vaut  cette  direction ,  une  certaine  vitesse  i^,  commune 
à  tous  ses  points.  La  droite  EF  est  donc  la  direction 
du  choc  ;  et  son  intensité ,  c'est--à-<lire ,  la  quantité  de 
mouvement  ft(^,  sera  déterminée ,  dans  ce  chapitre, 
d'après  le  mouvement  du  corps  choquant  et  la  forme 
des  deux  corps,  élastiques  ou  non  élastiques. 

Cela  étant;  si  l'on  appelle  Y  la  vitesse  que  prendra 
le  centre  de  gravité  G  de  M ,  elle  sera  dirigée  suivant 
la  droite  GD^  parallèle  à  EF,  et  elle  aura  pour  va-^ 
leur  le  rapport  de  fjo^  à  M,  de  sorte  que  l'on  aura 

Réciproquement,  si  la  vitesse  Y  du  centre  de  gravité 
est  donnée  par  l'observation ,  en  la  multipliant  par 
M,  on  aura  la  quantité  de  mouvenient  qui  a  été  im- 
primée au  corps  choqué;  suivant  la  partie  intérieure 
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de  la  nornaale  à  la  sar&ce,  menée  par  le  point  E  où 
le  choc  a  eu  lieu  ;  prc^rîeté  qui  appafrtient  exclim- 
vement  au  centre  de  ^vitë  €r ,  et  qui  n'aurait  pas 
lieu ,  eu  général ,  pour  la  vitesse  que  prend  le  paiat 
£^  Qu  tout  autre  point  de  M^  situé  on  non  sur  la  di^ 
rection  du  cboc. 

.  4^6.  Afin  que  l'on  voie  plus  dairement  comment 
le  mouvement  de  rotaticm  d'un  corps  se  trouve  sim- 
plifié, quand  on  le  rapporte  à  son  centre  de  gravité , 
supposons  d'abord  que  Ton  veuille  déterminer  ce 
mouvement  autour  d'un  point  déterminé  G  (fig.  1 1) 
de  ce  corps,  que  nous  ferons  ensuite  coïncider  avec 
son  centre  de  gravité  G. 

Soient  CA,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  vitesse 
du  point  C,  et  BD  celle  d'un  autre  point  quelconque 
B  du  mobile.  Par  le  point  B ,  tirons  une  droite  BE 
égale  et  parallèle  à  CA,  et  achevons  le  parallélo- 
gramme BEDF.  On  pourra  remplacer  la  vitesse  BD 
par  ses  deux  composantes  BE  et  BF;  et  si  l'on  dé- 
compose de  même  les  vitesses  de  tous  les  points  du 
mobile,  ils  auront  tous  une  vitesse  commune,  égale 
et  parallèle  à  CA ,  et  chacun  d'eux  aura,  en  outre,  une 
vitesse  particulière.  Or,  si  l'on  imprime  au  point  B  et 
a  tous  les  autres  points  du  corps,  une  vitesse  égale,  pa- 
rallèle et  contraire  à  CA ,  on  réduira  le  point  G  au  r»- 
pos,  sans  altérer  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point,  qui  sera  dû  aux  vitesses  particulières  des 
autres  points ,  savoir,  BF  pour  le  point  B.  Pour  dé- 
terminer ce  mouvement ,  on  pourra  donc  considérer 
G  comme  un  point  fixe,  après  avoir  imprimé  à  tous 
les  élémens  du  corps,  des  quantités  de  mouvement 
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égales  aux  produits  de  leurs  masses  et  de  la  vitessëf 
CA^  et  dirigées  en  sens  contraire  de  €A.  Or,  la  résul- 
tante de  tontes  ces  forces  parallèles  et  proportion- 
nelles aux  niasses  y  sera  égale  à  leur  somme,  et  pas- 
sera par  le  centre  de  gravité  G,  comme  la  résul- 
tante des  forces  qui  proviennent  de  la  pesanteur  ; 
par  conséquent ,  si  l'on  désigne  par  U  la  vitesse  CA  ^ 
et  toujours  par  M  la  masse  du  mobile ,  il  sujfBra  de 
joindre  aux  quantités  de  mouvement  données ,  qui 
peuvent  être  imprimées  simultanément  à  différentes 
parties  de  M,  une  autre  quantité  de  mouvement 
MO  f  dirigée  suivant  la  droite  GA',  parallèle  et  con- 
traire à  CA.  On  déterminera  ensuite  le  mouvement 
de  rotation  autour  du  point  G,  par  les  règles  du 
chapitre  précédent ,  et  comme  si  G  était  un  point 
fixe^ 

Cette  détermination  exigera  donc  que  Ton  con- 
naisse la  vitesse  U  du  point  G;  mais  lorsque  ce 
point  sera  le  centre  de  gravité  G,  il  est  évident 
qu'après  avoir  appliqué  au  mobile  la  quantité  de 
mouvement  MU,  dont  la  direction  passera  par  ce 
point  G I  on  en  pourra  faire  abstraction  ;  car  une 
force  quelconque ,  passant  par  le  centre  d'un  mou- 
vement de  rotation ,  ne  peut  influer  en  aucune  ma- 
nière sur  ce  mouvement,  puisqu'elle  ne  saurait  faire 
tourner  le  corps  autour  de  ce  point,  plutôt  dans  un 
sens  que  dans  le  sens  opposé. 

Concluons  donc  que  quand  on  imprime  simultané- 
ment des  quantités  de  mouvement  données,  en  gran- 
deur et  en  direction ,  à  différentes  parties  d'un  corps 
solide ,  le  mobile  commence  à  tourner  autour  de  son 
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centre  de  gravité,  comme  autour  d'un  point  fixe^  et 
sans  qu'on  soit  obligé  d'ajouter  aucune  autre  quan- 
tité de  mouvement  à  celles  qui  sont'données. 

437.  En  combinant  ce  théorème  avec  ce  qui  pré- 
cède ,  on  déterminera  complètement  le  mouvement 
initial  d'un  corps  solide  de  forme  quelconque ,  de 
quelque  manière  qu'il  soit  produit* 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  mobile  dont 
le  centre  de  gravité  est  G  (fig.  10),  et  dont  la  masse 
est  M ,  soit  frappé  en  un  point  E  de  sa  sur&ce  par  un 
autre  corps  qui  s'en  détache  après  le  choc.  En  pre- 
nant pour  son  mouvement  de  translation  celui  du 
point  G,  et  ayant  seulement  égard  à  ce  mouvement, 
tous  les  points  du  mobile  décriront,  dans  le  premier 
instant,  des  droites  parallèles  à  Ja  normale  EF  ;  on 
pourra  toujours,  romme  on  l'a  dit  tout  à  l'heure , 
déterminer  leur  vitesse  commune ,  qui  sera  la  vitesse 
complète  du  point  G  ;  mais,  pour  plus  de  simplicité , 
je  la  supposerai  donnée  par  l'observation,  et  je  la  re- 
présenterai par  y.  Indépendamment  de  ce  mouve- 
ment de  translation,  le  corps  tournera  autour  du 
point  G  comme  s'il  était  fixe ,  et  qu'une  partie  de  la 
masse  M ,  dont  le  centre  de  gravité  serait  sur  la  droite 
EF,  reçût  une  quantité  de  mouvement  équivalente  à 
MV.  Par  conséquent ,  dans  le  premier  moment,  la 
direction  de  Taxe  instantané  de  rotation  et  la  vitesse 
angulaire  du  mobile  autour  de  cet  axe ,  se  détermi- 
neront d'après  les  équations  (/)  du  n""  4^^;  ^^"^ 
lesquelles  op  fera 

k  =  MV/; 
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y  étant  la  perpendiculaire  GL,  abaissée  dn  point  G  sur 
la  droite  £F. 

ÂppeloDS,  pour  cela^  cù  cette  vitesse  angulaire,  et 
^%^%  y^  les  angles  que  fait  la  direction  de  Taxe  ins- 
tantané  avec  les  trois  axes  principaux  du  mobile  qui 
se  coupent  au  point  G  ;  soit  aussi  HEK  la  section  du 
mobile  qui  renferme  le  point  G  et  la  droite  EF;,par 
le  point  G,  élevons  sur  ce  plan  une  perp<endiculaire^ 
et  représentons  par  a,  6,  c,  les  angles  qu'elle  fera 
avec  les  axes  auxquels  répondent  a  >  f  >  7^  :  d'après 
les  équations  (/)  et  les  formules  (3)  du  n""  4o5  y  nous 
aurons 

Aâ^cosa=:A:cosa,   Bâs^cos^ ==  Arcos^^  CâK:os}^==A:cosc; 

A^  B^  G,  étant  les  trois  momens  d'inertie  du  mobile 
par  rapport  aux  mêmes  axes.  On  en  déduit 

, k"  cos*  a    ,    A*cos»  h  j.k^  cos*  c 

Les  valeurs  de  a^  h^  Cp  seront  données  dans  chaque 
cas  ;  on  connaîtra  donc  la  vitesse  rjù  ;  et  les  équations 
précédentes  détermineront  les  angles  ^,  €,  y,  c'est- 
à-dire  ,  la  direction  de  l'axe  instantané. 

Si  la  perpendiculaire  à  )a  section  HEK  coïncide 
avec  l'un  des  trois  axes  principaux,  de  sorte  qu'on 
ait,  par  exemple,  a  =1=90%  6=290%  c  =  o,  il  en 
résultera  a  =  90%  6  ==90^^  =  0,  et  l'axe  instan- 
tané coïncidera  aussi  avec  le  même  axe  principab; 
d'où  il  suit  qu'un  corps  libre ,  qui  est  frappé  dans  le 
plan  de  deux  des  trois  axes  principaux  relatifs  à  son 
centre  de  gravité ,  commencera  à  tourner  autour  du 


•\ 
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troisième  axe.  En  mettant  pour  k  sa  valeur,  celle  dé 

la  vitesse  initiale  de  rotation  sera ,  dans  ce  cas  ^ 

MV/ 

Réciproquemeut,  il  est  aisé  de  conclure  des  équations 
précédentes  que  lé  mobile  ne  peut  commencer  à 
tourner  autour  de  la  perpendicnlaire  au  plan  de  la 
section  HEK ,  de  manière  que  a  ,  ^ ,  > ,  soient  égaux 
aux  angles  a^  ^  ;  c,  ou  à  leurs  supplémenSt  à  moins 
que  cette  perpendiculaire  ne  soit  un  des  axcss  princi-** 
paux  qui  se  coupent  au  point  G. 

Lorsque  le  mobile  sera  une  spbère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques ,  la  perpendicu- 
laire EF  passera  par  le  point  G  p  qui  seni  sou  centre 
de  figure.  On  aura  donc  y*  =:=  o »  A: ;;=  o  9  a^:=;o;  en 
sorte  que  le  mobile  ne  prendra  aucun  mouyement  de 
rotation.  Quand  on  parvient^  par  une  percussion ,  à 
faire  tourner  sur  elle-même  une  sphère  entièrement 
libre  ^  c'est  toujours  parce  que  le  corps  choquant 
glisse  plus  ou  mpins  sur  cette  sphère ,  et  le  mouve- 
ment de  rotation  est  alors  produit  par  le  frottement 
qui  a  lieu  pendant  la  durée  du  choc. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  corps  choqué ,  si  le 
oorps  choquant  s'y  attache ,  les  formules  précé^ 
dentés  auront  encore  lieu^  en  j  mettant  la  qu^intité 
de  mouvement  du  second  corps  avant  le  choc, 
à  la  place  de  MV ,  et  prenant  pour  f  la  perpendi-r 
culaire  abaissée  du  centre  de  gravité  des  deux  masses^ 
sur  la  direction  primitive  du  centre  de  gravité  du 
second  corps  t  A^  fi,  C,  seront  alors  les  momens^ 
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d*ineitie  principaux  du  corps  formé  des  deux  ttiasses 
réanies. 

438.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement 
de  la  masse  M  au  bout  d'un  temps  quelconque  /,  et 
considérons  successivement  ses  mouvemens  de  trans- 
lation et  de  rotation  ^  rapportés  l'un  et  l'autre  à  son 
centre  de  gravité. 

I*.  A  cet  instant^  soient  X^  Y,  Z ,  les  ocmipo- 
santés  parallèles  aux  axes  des  x^y^  z,  de  la  force 
accélératrice  donnée  qui  agit  sur  l'élément  quel- 
conque dm\  les  forces  perdues  par  ce  point  maté- 
rid  >  peiidànt  l'instant  dt  p  seront  (  n*  691  ) 

(x_^)<*»,  (ï-^)^,  (z-|0<*»' 


parallèlement  .aux  mêmes  axes.  Le  mobile  étant  en* 
tièrement  libre  ,  il  faudra  pour  l'équilibre  des  forces 
perdues  par  tous  ses  élémens,  que  les  intégrales  de  • 
ces  quantités,  étendues  à  la  masse   entière,  soient 
égales  à  aéro  ;  par  conséquent ,  on  aura 

f^^lm:^fZdm,f^dm:st^ 

Mais  en  différentiant  de  nouveau  les  équations  (i)^ 
on  a 

il  en  résultera  donc 
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d'où  l'on  conclut  que  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  le  centre  de  gravité  G  du  mobile  se 
meot  ocHmne  si  sa  mmam  «itière  M  y  était  concen- 
trée ,  et  que  les  forces  motrices  qui  agissent  sur  tous 
ses  points,  ou  leurs  composantes ,  y  fussent,  appli- 
quées parallèlement  à  leurs  directions. 

2^.  Après  avoir  détruit,  comipe  dans  le  n*  4^6, 
le  mouvement  de  translation  initial  du  mobile , 
supposons  qu'à  chaque  instant  on  communique  à 
tous  ses  points  des  accroissemens  de  vitesse  infini- 
ment petits,  égaux  et  de  direction  contraire  à  celui 
qui  a  lieu,  au  même  instant,  pour  le  point  G.  Ce  point 
sera  réduit  au  repos  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement; et  la  rotation  autour  de  ce  même  point  ne 
sera  point  altérée.  Or,  cela  revient  évidemment  à 
appliquer,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  à 
tous  les  élémens  du  mobile,  des  forces  accéléra- 
trices égales  et  contraires  à  celle  du  centre  de  gravité  ; 
les  forces  motrices  correspondantes  étant  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses  de  ces  points  matériels, 
leur  résultante  passera  constamment  par  le  point  G  ; 
on  en  pourra  donc  faire  abstraction,  en  déterminant  le 
mouvement  de  rotation  autour  de  G.  Par  conséquent , 
ce  mouvement  sera  le  même,  à  chaque  instant,  que  si 
G  était  un  point  fixe ,  et  que  les  forces  qui  agissent  y 
à  cet  instant ,  sur  le  mobile ,  ne  fussent  pas  chan- 
gées. 

Ces  deux  théorèmes  sont  semblables  à  ceux  des 
n""  434  ^^  4^^  f  V^^  ^  rapportent  k  l'origine  du  mou- 
vement; mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  pendant  toute 
sa  durée,  le  mouvement  de  translation  du  mobile 
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et  son  moavement  de  rotatiop  autour  du  centre  de 
gravité ,  soient  indépendans  l'un  de  l'antre ,  et  puis- 
sent se  déterminer  séparément ,  comme  à  cette  ori- 
gine. Les  équations  (3)  seront  celles  du  mouvement 
de  translation  ,  et  les  équations  (7)  et  (a)  des  n^  410 
et  4 1 2 ,  celles  du  mouvement  de  rotation ,  en  pre- 
nant ,  dans  celles-ci ,  le  centre  de  gravité  G  pour 
l'origine  des  coordonnées.  Or ,  quand  les  forces  mo- 
trices appliquées  aux  différens  points  du  mobile  dé- 
pendront de  leurs  positions  absolues  dans  l'espace, 
les  coordonnées  de  ces  points ,  dont  ces  forces  seront 
des  fonctions  données ,  entreront  à  la  fois  dans  ces 
deux  systèmes  d'équations  différentielles,  qui  ne 
pourront  plus  s'intégrer  séparément,  et  les  deux 
mouvemens  qui  dépendent  de  ces  équations ,  influe- 
ront l'un  sur  l'autre.  On  ne  pourra,  généralement, 
intégrer  ces  équations  différentielles  simultanées  et 
déterminer  les  deux  mouvemens  du  mobile,  que 
par  approximation  ;  toutefois ,  ils  seront  indépendans 
l'un  de  l'autre  dans  deux  cas  particuliers  que  nous  al- 
lons considérer. 

439.  Si  le  mobile  n'est  soumis  qu'à  la  seule  ac- 
tion de  la  pesanteur ,  les  équations  (3)  seront  celles 
du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant ,  dans  le 
ride  ;  quels  que  soient  la  forme  du  corps  solide  et 
son  mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité  , 
ce  point  décrira  donc  dans  l'espace  une  parabole 
tangente  à  la  direction  de  sa  vitesse  initiale ,  dont  le 
paramètre  dépendra  de  la  grandeur  de  cette  vitesse; 
et  son  mouvement  sur  cette  coufbe  sera  le  même 
que  celui  d'un  point  matériel  isolé  (n*  208).  D'un 
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autre  côté ,  le  poids  du  corps  étant  une  force  appli*- 
quée  constamment  à  son  centre  de  gravité ,  il  n'aura 
aucune  influence  sur  le  mouyemeot  de  rotation 
autour  de  ce  points  qui  sera  uniquement  dû  aux 
percussions  initiales  ^  et  le  même  que  si  le  centre  de 
gravité  ne  se  déplaçait  pas. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  le  corps  soit  un 
ellipsoïde  homogène,  frappé  par  un  autre  corps 
qui  le  touche  au  point  E  de  sa  surfiice  (fig.  i  o)  ;  la 
droite  6D ,  parallèle  à  la  normale  TSF  y  sera  la  tangente 
à  la  parabole  que  le  point  G  va  décrire;  et  Ton 
construira  aisément  cette  courbe ,  d'après  la  vitesse 
initiale  du  point  G ,  que  je  représenterai  par  V.  Con- 
cevons y  de  plus  f  que  la  section  HEK  du  point  G 
et  de  la  droite  £F  comprenne  deux  des  axes  de 
figure  de  l'ellipsoïde }  a  et  b  étant  leurs  demi-lon- 
gueurs ,  C  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  troi- 
sième  axe ,  et  M  la  masse  du  corps ,  on  aura  (n^  370) 

C  =  iM(a*  +  *•). 

Or ,  le  mobile  devra  tourner  autour  du  point  G , 
comme  s'il  était  dénué  de  pesanteur ,  et  que  ce  point 
ne  prit  aucun  mouvement  ;  mais  alors  Taxe  pei^ndi- 
culaire  à  la  section  HEK  demeurerait  tout  entier  kn- 
mobile  (n"*'  $89  et  437}  ;  et  aa  vitesse  angulaira  de 
rotation  serait  donnée  par  la  formule  relative  au  movi- 
vement  initial  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe. 
Donc ,  en  la  désignant  par  tv  y  observant  que  la  quan- 
tité de  mouvement  imprimée  au  mobile  est  équiva- 
lente à  MVy  et*a[^lant/la  perpendiculaire  GL 
abaissée  du  point  G  sur  la  droite  £F ,  nous  aurons , 


( 
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d'après  Ja  formule  (i)  du  n""  586, 


MV/ 

C      ^ 


OU  bien ,  eu  mettant  pour  C  sa  valeur , 


«6> 


û»  +  **' 


Les  deux  vitesses  o  et  Y  sont  ainsi  liées  Tune  à 
Tautre ,  parce  qu'elles  résultent  toutes  deux  d'une 
même  percussion. 

Ainsi  9  tous  les  points  du  mobile  décriront  des 
paraboles  parallèles  à  la  trajectoire  de  son  centre  de 
figure^  et,  en  même  temps,  le  corps  tournera  uni-* 
fbrmément  autour  de  Taxe  perpendiculaire  à  la  sec* 
tion  HEK ,  qui  sera  emporté  en  restant  constamment 
parallèle  à  lui-même. 

44o.  Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques,  dont  tous. les 
points  soient  attirés  ou  repoussés  en  raison  inverse 
du  carré  des  distances ,  par  les  points  d'autres  corps 
en  repos  ou  en  mouvement ,  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  du 
mobile  était  réunie  à  son  centre  de  gravité  ;  car  cha- 
cune d'elles  sera  égale  et  contraire  à  la  réaction  de 
la  sphère  sur  le  centre  dont  elle  émane.  Par  con- 
séquent, le  centre  de  gravité  se  mouvra  comme  un 
point  isolé ,  soumis  à  des  attractions  ou  répulsions 
données;  et  le  mouvement  de  rotation  du  mobile 
sera  indépendant  de  ces  forces ,  et  le  même  que.  si  le 
centre  de  gravité  demeurait  en  repos  ;  en  sorte  que  j 

2.  i3 
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dans  ce  cas,  les  deux  mouvemens  de  translation  et 

de  rotation  seront  encore  indcpendans  l'un  de  Tautre. 

Abstraction  faite  dp  la  non-sphéricité  parfaite  des 
couches  de  la  terre ,  elle  tournerait  donc  constam- 
ment et  uniformément  autour  d'un  de  ses  diamètres, 
qui  serait  toujours  le  n|ême  et  demeurerait  toujours 
parallèle  à  lui-même  j  en  même  tAnps  le  mouvement 
elliptique  de  son  centre  de  gravité  autour  du  soleil 
serait  troublé  par  l'action  des  autres  planètes ,  mais 
rigoureusement  indépendant  du  mouvement  de  rota- 
tion. 

441 .  H  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'on  a  égard  à 
l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre.  D'abord,  si 
Taxe  de  rotation  n'a  pas  coïncidé  exactement ,  à  Torî- 
gîne  du  mouvement ,  avec  Taxe  de  figure ,  Taxe  ins- 
tantané de  rotation  oscillera  autour  de  cette  droite 
(  n*  42  î  ) ,  et  rencontrera  successivement  la  terre  en 
différeus  points  de  sa  surBàce.  Les  pôles  et  l'équateur 
se  déplaceraient  donc  à  la  surface  du  globe  ;  et  il 
en  résulterait ,  pour  les  différens  lieux  de  la  terre , 
dfs  changemens  dans  leurs  latitudes  géographiques. 
L^amplittide  de  ces  oscillations  serait  arbitraire  ;  mais 
leur  durée  dépendrait  des  diffîrences  entre  les  mo- 
mens  d'inertie  de  la  terre;  et,  d'après  ce  qu'on  sait 
svr  ces  éifiërences,  cette  durée  serait  d'un  peu  moins 
dStne  année.  Op  ,  dans  cet  intervalle  de  temps ,  les 
observations  les  plus  précises  ne  font  connaître  au- 
cuiie  variation  dans  la  distance  du  zénith  d'un  Keu 
déterminé  de  la  terre  au  point  où  Taxe  de  rotation 
va  reacpntrep  le  meh  II  en  îko%  donc  conclure  que  les 
psc^ations  dont  il^  s'agit,  si  elles  ont  existé  antre- 
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fois^  sont  dcyennes  t<mt-à-fait  insensibles  à  ré-* 
poqne  actuelle  ;  en  sorte  qu'il  n'existe  plus  mainte- 
nant que  les  forces  permanentes  y  provenant  des 
attractions  du  soleil ,  de  la  lune  et  des  planètes  sur 
le  sphéroïde  terrestre ,  qui  puissent  faire  Varier  la 
diracti<m  de  Taxe  de  rotation  de  la  terre. 

Or,  \  nisoa  de  la  non-sphéricité  des  coudies  de 
la  terre,  ces  forces  renferment  une  partie,  à  la  vérité 
très  petite  par  rapport  aux  attractions  sur  le  sphé- 
roïde entier ,  dont  la  direction  ne  passe  pas  constam- 
ment par  son  centre  de  gravité.  C'est  cette  partie  qui 
produit  les  perturbations  du  mouvement  de  rotation  ^ 
savoir,  la  précessàm  des  éqtdnoxes  et  la  miiation  de 
l'axe  de  ia  terre. 

En  vertu  de  ht  précession  ,  la  rétrogradation  an- 
nuelle àes  équinoxes  sur  l'édiptique  fixe  de  1800 
est  de  5o'^,3648â  ;  sur  le  plan  de  l'orbite  de  la  terre , 
rente  mobile  par  l'action  des  autres  planètes ,  c'est- 
à-dire,  sur  l'édiptique  vraie,  elle  est  un  peu  moindre, 
et  ^ale  à  5o",3S4^7,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
dans  un  autre  endroit  (n*  219  )• 

La  nutation  est  une  oscillation  de  l'axe  de  la  terre , 
qui  s'approche  et  s'éloigne  alternativement  de  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  l'édiptique  :  elle  est  due  à 
l'atCvaction  de  la  lune  ;  sa  période  est  celle  du  ptiou- 
vemettt  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire ,  ou  d'environ 
18  ans  ;  et  son  amplitude  s'élève  à  g'\4^  (n*  ^sS), 
en  supposant  la  masse  de  la  lune  égale  à  un  soi  étante-* 
quinaième  de  celle  de  la  terre. 

Les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  le  sphéroïde 
terrestre  ne  produisent  qu'une  variation  très  lente  et 
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qui  ne  sera  sensible  qu'après  une  longue  suite  de 
sièclesydans  Tinclinaison  de  l  equateur  sur  1  ecliptique; 
la  diminution  annuelle  de  lobliquité de  1  ecliptique , 
que  Ton  observé  et  qui  s  élevait  à  o'^^Sji^  au  com- 
mencement du  siècle ,  est  due  aux  actions  planétaires 
qui  font  varier  le  plan  de  l'orbite  de  la  terre  (n^  M4)' 

Un  examen  approfondi  de  la  question  a  fait  voir 
que  les  mêmes  forces  qui  produisent  les  variations 
que  nous  venons  d'indiquer  daus  la  direction  absolue, 
ou  rapportée  à  des  lignes  tixes,  de  l'axe  de  rotation  de 
la  terre,  sont  impuissantes  pour  déplacer  cet  axe,  dans 
l'intérieur  du  sphéroïde,  non  plus  que  pour  faire 
varier  sa  vitesse  de  rotation.  Ainsi,  la  terre  tourne 
constamment  autour  d'un  même  diamètre,  qui  est 
son  axe  de  figure  ;  et  son  mouvement  est  uniforme 
autour  de .  cette  droite  mobile ,  dont  la  direction 
change  continuellement  dans  l'espace.  Le  jour  sidéral 
est  donc  constant  ;  il  en  résulte  que  le  jour  moyen 
(  n°  1 1 1  )  l'est  aussi ,  ou ,  du  moins ,  il  n'est  soumis 
qu'à  une  variation , séculaire  tout-à-fait  insensible  ;  et 
l'une  ou  l'autre  de  ces  durées  peuvent  être  prises  pour 
unité  de  temps. 

Pour  tout  cjp  qui  concerne  cette  importante  théo- 
rie, dont  je  n'ai  pu  ici  qu'indiquer  succincten^eol 
les  principaux  résultats ,  je  renverrai  à  mon  Mémoire 
sur  le  mouvement  de  la  terre  autour  de  son  centre  de 
grasfitéf  inséré  dans  le  tome  VII  des  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences. 

443*  L'invariabilité  du  jour  est  coufirmée  par  les 
observations  les  plus  anciennes,  qui  font  voir  que 
sa  durée  na  pas  changé  d'un  centième  de  seconde^ 


«  / 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  197 

par  exemple,  depuis  aSoo  ans,  ainsi  que  nous  allons 
l'expHcfiier. 

Si  la  durée  X  du  jour  était  yariable,  les  longitudes 
et  les  latitudes  du  soleil ,  de  la  lune  et  des  autres 
corps  célestes ,  calculées  en  la  supposant  constante , 
ne  s'accorderaient  plus  avec  les  longitudes  et  les  lati- 
tudes observées  ;  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre ,  à  cause  de  sa  rapidité ,  serait  le  plus  propre 
à  nous  éclairer  sur  ce  point;  et  si  la  variation  du  jour 
était  progressive,  les  différences  entre  le  calcul  et 
l'observation  seraient  d'autant  plus  grandes  qu^elles 
se  rapporteraient  à  des  époques  plus  éloignées  de  la 
nôtre  « 

Cela  étant ,  soient  /  et  If  les  longitudes  vraies  de  la 
lune  et  du  soleil  a  une  époque  déterminée.  Si  l'on 
sait  qu'à  cett^  époque  il  y  a  eu  une  éclipse  de  lune  ou 
de  soleil,  la  différence  /  — /'  devra  s'écarter . d'un 
multiple  de  180",  d'une  quantité  moindre  que  la 
demi-somme  des  diamètres  du  soleil  et  dé  la  lune  ;  si 
donc  on  appelle  J^  cette  différence  ,  abstraction  faite 
du  multiple  de  180^  qu'elle  peut  contenir,  il  faudra 
que  cT  n'excède  pas  un  demi-degré ,  et  soit  même,  en 
général,  beaucoup  au-dessous  de  cette  limite.  Or,  on 
a  calculé,  dans  la  Connaissance  des  Tenu  de  1800,  les 
valeurs  de  cT  qui  répondent  à  27  éclipses  observées 
par  les  CÎialdéens,  les  Grecs  et  les  Arabes  ;  les  valeurs 
qu'on  a  tix>uvées  pour  cette  différence  sont  tantôt  en 
plus,  tantôt  en  moins,  et  toutes  très  petites.  La  plus 
grande ,  qui  répond  à  une  éclipse  observée  582  ans 
avant  l'ère  chrétienne,  s'élève  à — 27'4 1  ";  pour  l'éclipsé 
la  plus  ancienue,  observée  par  les  Chaldéens  720  aiia 
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avant  notre  ère ,  la  valeur  de  cT  est  a'^sealement.  Cette 
comparaison  prouve  l'exactitude  des  tables  lunaires 
que  nous  possédons  ^  et  là  nécessité  des  inegatités 
séculaires  que  Laplace  y  a  introduites.  Elle  fait  aussi 
voir  que  la  durée  du  jour^  qu'on  a  supposée  constante 
dans  le  calcul  das  longitudes  de  la  lune  et  do  soleil  ^ 
n'est ,  en  effet ,  sujette  à  aucune  variation  progres- 
sive. Mais  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur  ce 
point  important  »  calculons  la  valeur  de  ^  i  corres* 
pondante  à  l'éclipsé  la  plus  ancienne ,  qui  résulterait 
d'une  semblable  variaticm  ,  si  die  existait. 

443*  Prenons  pour  unité  l'intervalle  de  temps  qui 
forme  aujourd'hui  le  jour  moyen;  supposons  que, 
depuis   une  époque  très  éloignée,  cette  durée  ait 
diminué,  d'un  jour  au  suivant ,  de  la  quantité  cons- 
tante et.  Soit  n  le  moyen  mouvement  de  la  lune , 
c'est-à-dire,  le  nombre  de  degrés  qu'elle  décrit  dans 
chaque  unité  de  temps  ,  abstraction  &ite  des  inéga- 
lités de  son   mouvement  vrai;   les  arcs  parcourus 
aujourd'hui  et  les  jours  précédens  seront  n,  n(i-h^)> 
n(i^2€t) ,  n(]-f-3oL),  etc.;  et  l'arc  décrit  pendant 
un  très  grand  nombre  t  de  jours,  sera  ni-^lctnlÇt-^i), 
ou,  à  très  peu  près,  nt'+'^anÉ^.  Le  terme  nt  est 
déjà  compris  dans  la  valeur  de  2,  calculée  d'après 
les  tables  ,  en  considérant  le  jour  comme  amstant  ; 
la  variation  du  jour  augmenterait  donc  de  ^etrU* ,  la 
longitude  vraie  de  la  lune,  à  une  époque  séparée 
de  nous  par  un  nombre  t  de  jours.  Celle  du  soleil , 
à  la  même  époque ,  serait  augmentée  de  i  €tn't\  en 
appelant  n'  le  moyen  mouvement  diurne  du  soleil  ; 
à  raison  seulement  de  la  variation  du  jour,  on  aurait 
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donc  k  cette  époque 

^(n^H')è  =  J^}  (,) 

et,  par  tSLppott  k  Tédipse  observée  720  ahs  avant 
ftotre  ère ,  ce  siérait  tôttte  Iâ  valëtir  de!  la  différence 
des  longitudes  de  la  Inné  et  du  soleil ,  jmisqiie  cette 
différence  i  calculée  en  supposait  le  jour  cOnstàilt , 
n'êsl  que  de  2"  y  oii  à  peu  près  iiullé. 

Soit  /  le  nombre  de^^cles  coi^tenus  dans  le  noinbre  t 
de  jours;  on  aura    * 

t  =s  (565a5>** 
Soient  aussi 

£:sz.{56525)èi,  mm=(56S2S)n,  m' ^  (S6525)n' : 
réquation  (i)  se  changera  en  célle-ci  : 

dans  laquelle  Ç  sefra  maintenant  la  diminution  sécu- 
laire du  jour ,  eimetmf  représenteront  les  mouvez 
mens  séculaires  de  la  lune  et  du  solèif  •  D'après  leurs 
valeurs  déterminées  au  moyen  des  ofaservations  mo- 
dernes, on  a 

m  —  m'  =  445368° ,  ' 

en  négligent  les  ihictions  de  degrés.  Or>  si  l'on 
suppose  qtte  le  jour  a  diàniMié  d'un  dixy-mtllionième 
depuis  la  plus  ancienne  éclipse  caldéetme ,  où  aura 

Ci  ss  0|OOooooi  ;    i  s=:  25,52  y 
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et  il  en  résultera 

«r  =  34'; 

valeur  qui  rendrait  impossible  l'éclipsé  observée. 

On  ne  peut  donc  pas  admettre  que  la  durée -du 
jour  ait  diminué  de  cette  fraction ,  un  peu  moindre 
qi^'un  centième  de  seconde,  dans  un  intervalle  de  tcni]» 
qui  surpasse  vingt-cinq  siècles.  S'il  existait  des  varia- 
tions périodiques  dans  la  durée  du  jour ,  il  en  résul- 
terait des  illusions  dans  la  ftifture  du  temps,: qui 
produiraient  des  inégalités  apparentes  dans  les  mou- 
vemens  des  astres.  Ces  inégalités  seraient  faciles  à 
distinguer ,  parce  qu'elles  suivraient  toutes  la  même 
loi,  pour  la  lune,  le  soleil  et  les  planètes,  et  que 
leurs  grandeurs  seraient  proportionnelles ,  pour  cha- 
cun de  ces  corps,  à  la  rapidité  de  sou  mouvement.. 
Les  astronomes  n'ont  reconnu'  aucune  inégalité  de 
cette  nature  dans  les  mouvemens  des  corps  célestes^ 
Ainsi  Inobservation ,  d'accord  avec  la  théorie ,  prouve 
que  la  durée  du  jour  moyen  n'est  sujette  à  aucune 
variation ,  périodique  ou  progressive ,  qui  ait  une 
grandeur  sensible. 

-   444*  Revenons  actuellement  à  l'objet  spécial  de  ce 
chapitre. 

«  Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  l'air  ou  dans 
un  autre  fluide ,  les  résistances  exercées  sur  tous  les 
points  de  sa  surface  doivent  être  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes,  avec  le  poids  du  corps,  à 
son  centre  de  gravité  5  et  le  mouvement  de  ce  centre 
est  celui  d'un  point  matériel  pesant,  dans  un  milieu 
résistant;  la  masse  de  ce  point  étant  celle  du  corps, 
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et  sa  force  motrice ,  provenant  de  la  résistance , 
i  une  force  dont  les  composantes  dépendront  de  la 
I  ^ forme  da  mobilisa  des  vitesses  des  differens  élémens 
de  sa  surface ,  et  des  condensations  ou  dilatations 
du  fluide  en  contact  avec  ces  élémens.  En  même 
temps  le  mobile  tournera  autour  de  son  centre  de 
gravité ,  comme  si  la  vitesse  de  ce  point  était  nulle, 
et  que  les  vitesses  des  points  de  la  surface  fussent , 
néanmoins^,  celles  qui  ont  réellement  lieu  k  cha- 
que instant.  Il  en  résulte  que  la  résistance  du  mi- 
lieu influera ,  à  la  fois  ,  sur  le  mouvement  de 
translation  et  sur  le  mouvement  de  rotation  du 
mobile ,  et  que ,  pour  un  corps  de  forme  quelcon- 
que ,  ces  deux  mouvemens  dépendront  l'un  de 
l'autre  et  ne  pourront  pas  être  déterminés  sépa- 
rément. 

Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou  com- 
posée de  couches  concentriques ,  à  laquelle  on  n'ait 
imprimé  aucune  vitesse  de  rotation  à  l'origine  du 
mouvement,  il  ne  s'en  produira  aucune  pendant  toute 
la  durée  de  cemouvement,  qui  sera  un  simple  mouve- 
ment de  translation,  dans  lequel  tous  les  points  du 
mobile  auront  à  chaque  instant  des  vitesses  parallèles 
et  égales  entre  elles.  En  effet,  si  l'on  mène  alors  par 
le  centre  de  la  sphère ,  une  tangente  à  la  courbe  qu'il 
décrit,  il  est  évident  que  tout  sera  semblable  autour 
de  cette  droite ,  soit  pour  les  vitesses  des  points  de 
la  surface  ,  soit  pour  les  condensations  ou  dilatations 
du  fluide  environnant.  Par  conséquent,  la  résultante 
des  résistances  exercées  sur  tous  les  points  de  la 
surface ,  passera  constamment  par  le  centre  de  figure'^ 
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qui  est  aussi  le  centre  de  gravité  f  et  elle  ne  pourra 
{produire  aucun  mouvement  de  rotation^  Les  oon^ 
densations  ou  dilatations  du  fluide  en  contact  avec  tes 
élémens  de  la  surface  ^  dépendront  de  la  vitesie  coniH- 
mune  à  tous  les  points  du  mobile ,  et  seront^  d'ail* 
leurs ,  différentes  pour  les  différentes  sections  per*^ 
pendiculaires  a  la  tangente  qu'on  a  menée  par  le 
centre.  Donc  aussi  la  résultante  des  résistances  eicté*^ 
rieures ,  qui  coïncidera  avec  cette  tangente,  ne  pôiin*à 
dépendre  que  de  cette  vitesse,  de  l'étendue  de  la 
surface ,  et  de  la  force  élastique  naturelle  du  fluide; 
et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera  celai  d'un 
point  matériel  isolé ,  dont  la  masse  est  oelle  du  coi^ , 
et  auqiiel  on  applique  la  résnltante  dont  il  s'agit , 
continuellement  dirigée  en  sens  contraire  de  sa  vi** 
tesse^  et^  en  outre,  le  poids  du  mobile.  C'est  ce 
que  nous  avons  supposé  dans  le  n"*  210  ^  à  l'égard 
des  projectiles  de  l'artillerie,  supposés  parlaîtemeilt 
Sf^hériques  et  homogènes^ 

Dans  ce  cas  ^  le  centre  d'un  boulet  ne  peut  pas  sor- 
tir du  plan  vertical  passant  par  la  direction  dé  àa 
vitesse  initiale,  et  par  rapport  aiiqiiel  tout  est  sem- 
blable d'un  c6té  et  de  l'autre.  Mais  si  le  projectile  s'é- 
carte un  peu  de  la  forme  sphérique.  Ou  s'il  n'a  pas 
la  même  densité  dans  tovte  son  étendue,  la  résul- 
tante des  résistances  extérieures,  qui  sont  normales  à 
sa  surface,  ne  passera  phis  constamment  par  le  centre 
de  gravité  -,  elle  produira  donc  un  motrremeitt  de  rep- 
tation ;  et  si  elle  n'est  pas  toujours  comprise  dans  le 
pian  vertical  où  le  centre  de  gravité  coimnénce  k  se 
mouvoir ,  elle  le  fera  sortir  de  ce  plam  ;  doi  sorte  que 
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la  trajectoire  du  projectile,  rapportée  à  sou  centre 
de  grayité ,  ne  sera  plus  une  courbe  plane.  Tout  cela 
est  facile  à  concevoir^  h,  l'égard  d'un  projectile  non-, 
spfaérique  ou  non  homogène;  mais  j'ajouterai  que, 
abstraction  faite  du  défaut  d'homogénéité  ou  de  sphé- 
ricité ,  si  le  boulet  a  reçu ,  à  la  bouche  du  canon ,  une 
vitesse  de  rotation ,  le  frottement  de  sa  surface  contre 
l'air,  pendant  son  mouYemaat,  pourra  encore  faire 
sortir  d'un  plan  vertical  son  centre  de  gravité  et  de 
figure. 

44s  •  Four  le  faire  vcur,  soient  G  (fig.  i  a)  le  centre 
de  grayité  et  de  figure  d'un  corps  s{Âérique  et  ho- 
mogène ,  et  AGB  le  diamètre  tangent  à  sa  trajectoire* 
Sd{^>osoos  ,  pour  plus  de  simplicité ,  que  l'axe  de  ro- 
tation qui  passe  par  le  point  G ,  soit  perpendiculaire 
à  ce  diamètre.  Soient  ADBE  la  section  du  mobile , 
perpendiculaire  à  cet  axe,  et  DGE  un  diamètre  de 
cette  section ,  qui  coupé  AGB  à  angle  droit.  Suppo- 
sons aussi  que  le  mouyement  du  point  G  a  lieu  de  A 
vers  B,  ou  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  ^  ,  et  le 
mouvement  de  rotation  dans  le  sens  indiqué  par  les 
flèches  placées  en  A,  D,  B,  E.  Le  frottement  de 
chaque  élément  de  la  surface  contre  l'air,  qui  naî- 
tra du  mouvement  de  rotation  ^  sera  une  force  tan-* 
gente  à  la  surface,  et  dirigée  en  sens  contraire  de 
ce  mouvement.  Sur  chaque  section  parallèle  à  ADBE, 
SI  variera  d'un  point  à  un  autre ,  à  raison  de  la  dif- 
férence de  densité  du  fluide.  En  avant  du  jHXijec- 
tile,  le  fluide  sera  condensé;  en  arrière,  il  sera  di- 
laté ;  par  conséquent,  le  frottement  sera  le  plus  grand 
du  côté  du  point  B,  et  le  plus  petit  du  côté  du  point 
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A.  On  conclut  de  là  que  si  Ton  transporte  au  point 
G,  parallèlement  à  elles-mêmes,  toutes  les  forces 
provenant  du  frottement  exercé  a  la  surface ,  il  en 
résultera  une  force  dirigée  suivant  la  partie  GD  du 
diamètre  DGE.  J'appellerai  F  cette  force,  P  le 
poids  du  corps,  et  R  la  résistance  proprement  dite 
du  milieu,  transportée  au  point  G,  et  dirigée  sui- 
vant la  partie  GA  du  diamètre  AGB.  La  force  mo- 
trice du  point  G  sera  la  résultante  des  trois  forces 
F,  P,  R ,  et  sa  force  accélératrice ,  cette  résultante  di- 
visée par  la  masse  du  projectile. 

Cela  posé,  si  Taxe  de  rotation  est  vertical,  et  com- 
pris, par  conséquent ,  dans  le  plan  des  deux  forces  Pet 
R ,  la  direction  GD  de  la  force  F  sera  perpendiculaire 
k  ce  plan  ;  elle  fera  donc  sortir  le  mobile  de  ce  plan 
vertical ,  en  le  poussant  du  côté  du  point  D  ;  et ,  dans 
ce  cas,  la  trajectoire  du  point  G  sera  une  courbe  à 
double  courbure.  Si,  au  contraire,  l'axe  de  rotation 
est  horizontal,  la  direction  GD  de  la  force  F  sera 
comprise  dans  le  plan  vertical  des  forces  P  et  R ,  qui 
sera  celui  de  la  section  ADBE  ;  par  conséquent ,  le 
point  G  ne  sortira  pas  de  ce  plan.,  et  sa  trajectoire 
sera  plane. 

446.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  que  la  compo- 
sante verticale  de  la  force  F  augmentera  ou  dimi- 
nuera le  poids  P ,  selon  que  la  flèche  A  sera  dirigée 
vers  le  haut  ou  vers  le  bas.  La  force  F  sera  verticale, 
et  cette  diminution  ou  augmentation  de  poids,  la 
plus  grande  ,^quand  la  direction  AB  sera  horizontale. 
Ainsi,  dans  le  tir  horizontal,  et  en  supposant  que  le 
boulet  tourne  autour  d'un  axe  horizontal,  perpen- 
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diculaire  à  la  direction  du  tir,  le  frottementdu  pro- 
jectile contre  lalr  augmentera  son  poids  et  dimi- 
nuera la  portée ,  lorsque  la  partie  antérieure  de  ce 
corps  tournera  de  bas  en  haut;  et  quand  cette  paru 
tie  tournera  de   haut  en  bas,   le  fi*ottement  dimi- 
nuera le  poids  et  augmentera  la  portée.  Il  pourrait 
même  arriver ,  dans  ce  second  cas,  que  la  trajec- 
toire devint  convexe  vers  le   terrein  :   il  suffirait 
•  pour  cela ,  que  la  rotation  fut  assez  rapide  pour 
rendre  la  force  F  plus  grande  que  le  poids  P  ;  mais 
alors  le  frottement  diminuerait  la  vitesse  de  rota- 
tion, la  force  F  ^décroîtrait,  et  finirait  par  deve- 
nir moindre  que  P;  ce  qui  ramènerait  la  trajectoire 
a  sa  forme  concave  vers  le  terrein ,  comme  à  l'or- 
dinaire. • 

Ces  considérations^  jointes  à  celles  du  numéro 
précédent ,  montrent  qu'indépendamment  du  défaut 
de  sphéricité  ou  d'homogénéité  du  boulet,  le  frot- 
tement de    sa  surface  contre  Tair,  provenant  du 
monvement  de  rotation  qu'il  peut  avoir  contracté 
en  roulant  dans  Tâme  du  canon,  est  une  circons- 
tance qui  peut  influer,  soit  sur  la  justesse  du  tir, 
parce  que   ce  frottement  fait  sortir  le  centre  du 
boulet  du  plan  vertical  de  projection,  soit  sur  l'i- 
négalité des  portées ,  à  cause  que,  cette  force  aug- 
mente ou  diminue  le  poids  du  mobile.  Toutefois , 
on  doit  observer  qu'aucun  de  ces  effets  n'aura  lieu, 
si  le  boulet  tourne  autour  du  diamètre  ÂB,  dans 
le  sens  duquel  il  se  meut;  car  alors  le  frottement 
est  égal  et  contraire  pour  deux  élémens  opposés  de 
chaque  section  de  la  surface ,  perpendiculaire  à  l'axe 
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de  rotation;  d'oà  il  résrdte  que  les  forces  proye- 
iMnt  du  frottement  exercé  sar  tons  les  élémens, 
étant  transportées  an  centre  de  grayité^  s^  détrai- 
ront deux  à  deux  ;  en  sorte  que  le  mouvement  de 
ce  point  ne  sera  pas  dérangé  par  le  frottement  to- 
tal^ dû  à  la  rotation. 


i«t 
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CHAPITRE  VI. 

nu  |IOi;jVI9lf£NT  P'UH  COBPS  SOUDIB  VESANT  SUR  VN 


§  P'.  Cas  où  Von  lia  pas  égard  au  frottement. 

447*  Pour  simplifier,  je  supposerai  que  le  mobile 
ne  tORçli^  le  plan  4o«ioé  qu'en  un  seul  point ,  que 
j'jippellc^ai  K,  et  qui  variera,  en  général ,  sur  sa  sur* 
£sk:6  Qt  sur  le  plan*  Les  forces  perdues  dans  chaque 
instant  infiniment  pettlt  devant  se  faire  équilibre ,  il 
faudra  qu'elles  se  réduisent  à'  une  seule  force,  passant 
p^r  le  point  K,  normale  au  plan  donné,  et  dirigée  de 
nwîèrQ  q^'9U9  tende  à  appuyer  le  mobile  sur  ce 
plan*  Ce^  ré$^taut«  sora  la  pression  que  ce  plan 
éprouYi^ra,  ^\  qui  sera  détruite  par  sa  résistance,  que 
J9  repré$eQ|erai  par  R*  Eu  joignant  au  poids  du 
corp$  1»  force  H.>  de  grandeur  inconnue ,  on  pourra 
iàirei  i|bsti^acltjk>n  dm  plan  donné  >  et  considérer  le  mo- 
bile comme  entièrement  libre. 

Soql  cmtrede  grayité^  que  j'appellerai  G,  se  mou- 
vra doioc  comme  un  point  matériel  isolé,  dont  la 
ilijis^seffait  celte  du  mpbile,  et  auquel  on  applique- 
rait, pai^element  à  leurs  directions ,  le  poids  de  ce 
corps  et  la  force  R.  Au  bout  du  temps  i^,  je  représen- 
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terai  par  x^f  jr^^  z^^  les  coordonnées  du  point  G  i 
rapportées  à  des  axes  fixes  et  rectangulaires ,  et  par 
Xf  fJL  ^  VyXes  angles  que  la  direction  de  la  force  R.  fait 
avec  des  parallèles  à  ces  axes ,  menées  par  le  point  K. 
En  supposant  l'axe  des  z^  positives ,  vertical  et  dirigé 
de  bas  en  haut ,  et  en  appelant  g  la  pesanteur  et  M^ 
la  masse  du  corps ,  nous  aurons 

M--rr  =  RcosA, 

M^f  =  Rtos^,  )      (i) 

M  -^'  =  R  cos  V  —  M gr , 

pour  les  trois  équations  différentielles  du  mouve-* 
ment  du  point  G.  Si  le  plan  donné  est  fixe^  les 
angles  X^  fi ,  v  ^  seront  constans  et  donnés  ;  s'il  est 
en  mouvement ,  nous  supposerons  que  ce  mouve- 
ment soit  connu»  et  ne  puisse  pas  être  modifié  par 
celui  du  corps  :  A  »  1^  9  ^  f  seront  alors  des  fonc- 
tions données  de  t.  Le  mobile  étant  un  corps  pe- 
sant, il  âudra,  pour  qu'il  ne  se  détache  pas  de  ce 
plan ,  fixe  ou  mobile ,  qu'il  soit  toujours  situé  au- 
dessus  ;  en  sorte  que  la  composante  verticale  R  cos  r 
de  la  résistance  du  plan  sera  constamment  positive , 
et  V  un  angle  aigu  :  les  deux  autres  angles  donnés 
A  et  f6  pourront  être  aigus  ou  obtus. 

En  même  temps,  le  corps  tournera  autour  du 
point  G'  comme  autour  d'un  point  fixe ,  en  vertu 
des  forces  R  et  M^ ,  appliquées  aux  points  K  et  G 
(  n""  4^8  )  ;  mais  le  poids  iâg  n'influera  pas  sur  ce 
mouvement  de  rotation ,  dont  les  équations  diflTé- 
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rentielles  ne  dépendront  que  de  la  force  R.  Pour  les 
former ,  ou  prendra  pour  les  seconds  membres  des 
équations  (à)  du  n^  4  '  ^^  ^  momens  multipliés  par  dt, 
de  la  force  R,  par  rapport  aux  trois  $xes  principaux 
du  mobile ,  qui  se  coupent  au  point  G.  En  appelant 
cLf  €,  y,  les  coordonnées  du  point  K  rapportées  k 
ces  axes,  et  ^f,  f/,  v\  les  angles  que  ûiit  la  direc- 
tion de  la  force  R  avec  les  parallèles  à  ces  mêmes 
axes  y  menées  par  le  poizit  K>  ces  momens  seront 

aRcosfc'  —  CRcosx', 
yR  cos  X'  —  aR  cos  v', 
^cos  /  —  yKcos/ji', 

et  les  équations  (a)  deviendront 

Cdr  +  {B^A)pqdtz=:K{acospu'—ecos?^')dt,   ) 
Ri^ 4.  (A—  C)  rpdt  =  K{y  cos  A'—  acos  y')dt,  >  (2) 
Ad/)-f-(C-— B)çfïft  =  R(^cos /— >cos^>;^;  î 

A,  B^  Cy  désignant  les  momens  d'inertie  qui  répon- 
dent respectivement  aux  mêmes  axes  que  tes  angles 
A',  fJL\  p',  et  que  les •  composantes  p,  y,  r,  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation  (n*  4^7). 

Il  y  faudra  joindre  les  équations  (7)  du  n*'  4 1  o , 
savoir  : 

pdt  =  sin  â  sin  (pd-^—  cos  (pd^ ,   1 
-  qdt  =  sin  6  cos  ^^+  sin  (pdQ ,   >     (5) 
itfo  =:  d(p  —  cos  fti-sj/.  ; 

Nous  supposerons  que  les  neuf  cosinus  a,  é ,  etc. , 
dont  les  valeurs  en  fonctions  de  ^,  -n^^  ®>  ^"^  ^^* 
a.  «4 
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données  dans  len''  378 ,  sont  ceux  des  angles  qne  font 
^es  axes  fixes  des  coordonnées  or, ,  ^1 ,  z. ,  du  point  G, 
ayec  des  parallèles  aux  axes  principaux  relatif  a  ce 
point ,  menées  par  l'origine  de  ces  coordonnées  ;  et , 
d'après  la  signification  des  angles  A ,  ft,  v.  A',  fÂ\  r% 
et  Féquation  (2)  du  n*  9,  nous  aurons  alors 

cosA'  =  acosA  +  a'cosfi  -+•  a"cosr,   \ 
cosft'  =  icosA  4-  b'cosfA  +  b"cos9,  C  (4) 
cos  v'  =  c  cos  A  +  c'  cos  fJL  +  d*  CO8  y ,   ) 

pour  les  valeurs  de  cos  A%  cosfi',  cos/,  qu'on  devra 
substituer  dans  les  équations  (a). 

La  position  du  mobile  à  un  instant  quelconque,  par 
rapport  aux  plans  fixes  des  x^,  J'i,  z^f  sera  complè- 
tement déterminée  au  moyen  de  ces  coordonnées  et 
des  trois  angles  (p,  4  9  ^f  précédemment  définis 
(n""  578)  ;  la  position  de  Taxe  instantané  de  rotation , 
dans  l'intérieur  du  mobile,  et  sa  vitesse  autour  de  cet 
.  axe,  dépendront,  en  outre,  des  trois  quantités  p, 
ç ,  r  :  la  solution  du  problème  consistera  donc  à  dé*' 
duire  des  neuf  équations  (i)^  {2),  (5),  les  valeurs  de 
ces  neuf  inconnues  en  fonctions  de  /;  mais  comme 
ces  équations  renferment  la  force  R  et  les  trois  coor- 
données a,  €,y^  qui  sont  aussi  inconnues,  il  faudra 
encore  quatre  antres  équations,  que  l'on  obtiendra 
de  la  manière  suivante. 

448-  Soit  L  une  fonction  donnée  de  a ,  f ,  ^ ,  et 
représentons  par  L  =  o ,  l'équation  de  la  surface  du 
mobile ,  rapportée  à  ses  axes  principaux  qui  se  cou* 
pent  au  point  G.  Si  nous  faisons 


t 
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v=[(sy+(^)-+OT. 

noas  aurons  (n**  21) 

««A'  =  V^,    cos,*'=:V§,    cos/=vg,    (5) 

où  Ton  prendra  le  signe  de  Y  de  manière  que  les  an- 
gles A'^  IJtl^  y',  se  rapportent  à  la  partie  intérieure  de  la 
normale  à  la  surface  du  mobile,  qui  sera  la  partie 
supérieure  de  la  normale  au  plan  donné.  L'une  de 
ces  équations  sera  une  suite  des  deux  autres.  En  met- 
tant les  formules  (4)  à  la  place  de  cos  A',  cos  (/,  cos  v', 
et  les  joignant  ensuite  à  l'équation  L  =  o,  on  aura 
déjà  trois  des  quatre  équations  demandées. 

Si  l'on  représente  pap  x  ^  y  y  z,  les  coordonnées 
courantes  du  plan  donné,  rapportées  aux  mêmes 
axes  fixes  que  a:, ,  ^, ,  z, ,  et  en  observant  que  A , 
/t,  y ,  sont  les  angles  que  fait  la  normale  à  ce  plan 
avec  ces  axes ,  on  aura ,  pour  son  équation , 

•rcosA  H-^cos/t  -|-  iecosF  =  Ç; 

Ç  étant  une  quantité  donnée ,  qui  sera  constante, 
quand  le  plan  donné  sera  fixe ,  et ,  générflemenf , 
une  fonction  donnée  de  t.  D'ailleurs,  en  supposant 
que  XyjfyZy  répondent  au  point  K  qui  appartient  à 
ce  plan,  on  aura,  d'après  les  formules  du  n*  377, 

xs=x,  +  ^»*  +  ^f  +  ^>   \ 

jr  —  j,  +  a'cL+  è'ff-h  c'y,  (     (6) 

z  =  z,  +  a"flt4-  b't  +  d'y.  \ 

Lies  valeurs  de  a:,  j^,  z,  devront  donc  satisfaire  à 

i4-* 
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réqaation  précédente  ;  eu  les  substituant  dans  cette 

équation,  et  ayant  égard  aux  formnles   (4)9    on 

aura 

X,C08  A+J^iCOS^  +  «|COS»+  tfC08X'+CcOSfl'  + VC08/=  Ç,       (7) 

pour  la  quatrième  équation  qu'il  s'agissait  d'ob- 
tenir. 

Lorsque  le  mobile  sera  terminé  par  une  pointe  ^ 
et  qu'il  touchera  constamment  le  plan  donné  par 
son  extrémité  y  les  coordonnées  x,  €,  y,  dn  point 
K  seront  constantes,  et  données  d'après  la  position 
de  cette  pointe  sur  la  surface  et  ses  distances  aux 
plans  des  axes  principaux  du  mobile ,  qui  se  cou- 
pent au  point  G.  Mais  les  équations  (5)  n'auront 
plus  lieu  en  un  point  de  cette  nature;  l'équation  (7), 
qui  exprime  que  ce  point  appartient  au  plan  donnée 
subsistera  toujours  ;  et  il  sufEra  de  la  joindre  aux 
équations  du  numéro  précédent,  pour  déterminer 
les  neuf  inconnues  du  problème  et  la  grandeur  de 
la  force  R  que  ces  équations  renferment. 

449*  Qu^od  le  plan  donné  sera  fixe  et  horizon- 
tal, on  le  prendra  pour  le  plan  des  coordoitnées  x 
et  jr  ;i}^ea  résultera 

cos  X  =  o ,     cos  ft  =  o ,     ces  y  =  I ,     Çz=zo  ; 

ce  qui  réduira  les  formules  (4)  à 

cos  X'  =s  a",     cos  fil'  =  l/'f     cos  f'  =  c". 

En  vertu  des  deux  premières  équations  (i),  le  mou- 
vement horizontal  du  point  G  sera  rectilîgne  et 
uniforme;  sa  vitesse >  parallèlement  au  plan  donné. 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  st3 

dépendra  de  la  percossioa  horizootaie  que  le  iiio«> 
hile  aura  éprouvée  à  rorigine  du  mouvemeiit.  La 
troisième  équation  (i)  donnera 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  R ,  quand  cdie 
de  z,  aura  été  déterminée.  En  même  temps,  les 
équations  (3)  deviendront 

Gir+(B--A)/»fdi!=]V!(^.'H-g)(«6"-^a"y^, 
Brfj  +  (A  ~  C)  ipa^  =  M(^+ g)  (>a''--«c'y<A  (8) 

et  réquation  (7)  se  changera  eu  celle-ci  : 

z,  +  a"  A  +  b''C  +  c''y  =  o ,       (9) 

de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  z.  ^  pour  la  subs- 
tituer dans  les  équations  précédentes. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  le  problème  dépendra  des 
équations  (3)  et  (8) ,  qui  serviront  à  déterminer  p , 
^  9  ^9  Ç  9  '^  7  ^9  ^^  fonctions  de  ^,  comme  dans 
le  mouvement  dW  corps  solide  autour  d'un  point 
£»e.  Si  le  point  K  varie  à  la  surface  du  mobile ,  il 
£aiudra  éliminer  de  ces  équations  les  quantités  a , 
C ,y,  au  moyen  de  L  s=  o  et  des  formules  (5) ^ 
qui  seront  maintenant 
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Si  f  au  contraire  ^  K  est  constamment  le  même  point 
de  la  surface  du  mobile,  on  mettra  dans  les  équa- 
tions (8)  f  à  la  place  de  a,  é ,  ^ ,  les  coordonnées 
constantes  et  données  de  ce  point.  Ce  second  cas  sera 
celui  du  mouvement  de  la  toupie  sur  un  plan  hori- 
zontal y  abstraction  fisiite  du  frottement  de  la  pointe  K 
contre  ce  plan. 

Dans  rétat  d^équilibre  d^un  corps  pesant  sur  un 
plan  fixe  et  horizontal ,  la  droite  GK  sera  verticale  ; 
si  cet  état  est  stable ,  et  qu'après  en  avoir  écarté  le 
mobile  un  tant  soit  peu ,  on  l'abandonne  à  lui- 
même,  il  fera  des  oscillations  très  petites,  que  l'on 
déterminera,  aussi  approximativement  qu'on  vou- 
dra, au  moyen  des  équations  précédentes.  Je  me 
contente  d'indiquer  cet  exemple,  comme  un  exer- 
cice de  calcul.  On  pourra  supposer ,  pour  fixer  les 
idées  et  simplifier  la  question ,  que  le  mobile  soit  un 
ellipsoïde  homogène,  ou  bien  une  sphère  dont  le 
centre  de  gravité  ne  coïncide  pas  avec  le  centre  de 
figure. 

45o.  On  peut  obtenir  deux  intégrales  premières 
des  équations  (8). 

D'abord  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées 
par  d'f  V\  a!^ ,  leurs  seconds  membres  disparaissent , 
et ,  en  intégrant,  on  trouve ,  comme  dans  le  n"*  4i^> 

Aa'>  +  Wq  4-  CcV  =.  l  ; 

l  étant  une  constante  arbitraire  qui  exprimera  la 
somme  des  momens  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps,  par  rapport  à  un  axe  ver- 
tical passant  par  Je  point  G. 


I 
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Pour  obtenir  une  seconde  intégrale  de  ces  mêmes 
équations  (8) ,  je  les  ajonte  ^  après  les  avoir  multi- 
pliées par  r,  q,  p;  ce  qui  donne 

Cnir  ^  Bqdq  +  ÊLpdp  =  M(^  +g)  [a(^'V^  c"q) 

+  €(c''p  —  a!'r)  +  y  (a^q^b'^p)]  dt, 
ou  bien,  à  cause  des  trois  dernières  équations  (8)  du 

Odr+Bqdq+\pdp—^ll(^^g^^ 

En  différentiant  Téquation  (9),  par  rapport  ht  t  ^ 
on  a 

Or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  nul, 
quand  K  est  toujours  le  même  point  de  la  surËice  du 
mobile ,  puisque  alors  ses  coordonnées  a,  €,  y,  sont 
constantes.  Il  est  encore  zéro ,  lorsque  K  se  déplace 
à  cette  surface;  car,  en  vertu  des  équations  (10)., 
on  a  • 

quantité  nulle,  à  cause  que  Ton  a  L=o  pendant; 
toute  la  durée  du  mouvement ,  et ,  conséquemment^ 
dh  =  0.  On  apjra  donc,  dans  ces  deux  cas, 

cula!'  +  €db''  +  ydc""  =:  —  dz,; 
d'où  il  résulte 
Crdr-i-Bqdq  +  Apdp  +  M  (^  +  g^dz^  =  0^ 
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et,  en  inlégrant^ 

h  éfinUla  constante  ajcbitraire. 

Ces  Gcux  intégrales  suffiront  pour  résoudre  le 
problème,  lorsqu'il  s'agira  dun  solide  homogène 
terminé  par  une  surface  de  révolution  ;  ce  qui  a 
lieu  y  par  exemple,  dans  le  cas  de  la  toupie.  L'axe 
de  figure  est  la  droite  GK  ;  en  supposant  que  C  soit 
le  moment  d'inertie  qui  répond  à  cet  axe ,  on  aura 

y  sera  la  longueur  de  GK  ;  et ,  d'après  l'équation  (9) 
et  c"  =  cos  â  ^  on  aura 

J5,  =  —  >  cos  G , 

pour  l'ordonnée  verticale  du  point  G.  La  première 
équation  (8)  donnera  r=7i,  en  désignant  par  n  une 
constante  arbitraire  qui  représentera  la  vitesse  de 
rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure. 
Maïs  d'après  les  valeurs  de  a"  et  b"(tv  5j8),  et  les  deux 
premières  équations  (3),  on  a 

les  deux  intégrales  qu'on  a  trouvées  deviendront 
donc 

CncosS  —  Asin«fl^=  l, 

en  comprenant  —  C/z'  dans  la  constante  A. 
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Ces  deux  demtèiles  équations  feront  connaître  ^  aa 
moyen  des  fonctions  elliptiques ,  les  yalears  de  '^ett 
en  fonctions  de  6  ;  la  troisimie  équation  (5)  donnera 
ensuite  la  valeur  de  ^  ;  et  le  problème  sera  résolu , 
comme  celui  du  n""  4^5 ,  dont  nous  nous  sommes 
occupés  en  détail. 

45 1.  Le  mobile  étant  toujours  un  solide  de  ré- 
volution bomogètae  et  terminé  par  une  pointé ,  et 
ce  corps  touchant  constamment  le  plan  donne  t 
par  l'extrémité  K  de  cette  poiùle ,  supposons  main-* 
tenant  que  ce  plan  soit  en  mouvement,  de  sorte 
que  les  angles  À,  jx,  v ,  ei  la  quantité  ^  soient  des 
fonctions  données  de  t.  L'axe  de  figure  répondant 
au  moment  d'inertie  C ,  les  deux  autres  momens  B 
et  A  seront  égaux,  les  coordonnées  a  et  €  seront 
zéro ,  et  y  exprimera  la  longueur  de  GK*  En  dési«* 
gnaut  par  n  une  constante  arbitraire ,  la  première 
équation  (2)  donnera  encore  r  =  /^  ;  en  sorte  que  la 
vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  son  axe  de 
figure,  sera  constante,  comme  dans  le  cas  du  plan 
fixe.  Si  l'on  a  égard  aux  formules  (4)^  les  deux 
autres  équations  (2)  deviendront 

Âdp  —  lk—C)nqdt=—Viy(bcos x  +b'coSfé  +A''cos  r)  A. /  ^ "^ 

L'équation  (7)  deviendra  de  même 

x,cosx+'j^,co8^+z,cosf+y(ccosA+c'co8/»-f^<^o*0  ==  c  ;  (12) 

et  les  équations  (1)  et  (2)  ne  changeront  pas. 

Le  système  des  équations  (1),  (3),  (11),  (12), 
devra  donc  servir  i,  déterminer  le&  neuf  inconnues 
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P$qt^f'^9^f^tfJ'if^t9^i  ™*w  rîntégration  rigOD- 
i^ase  de  ces  équations  est  impossible  ;  et ,  pour  en 
déduire  des  valeurs  approchées  des  inconnues  ^  qui 
ne  soient  pas  très  com[^iquée$y  on  est  obligé  de 
restreindre  la  généralité  de  la  question ,  par  diffé- 
rentes suppositions  que  Ton  énoncera  à  mesure 
qu'elles  seront  nécessaires. 

45a.  Je  supposerai^  en  pt^mier  lieu,  que  la  rota- 
tion du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  est  très 
rapide,  et  que  les  difierens  mouvemens  du  plan 
donné  sont  très  lents  par  rapport  a  cette  rotation  ; 
en  sorte  que ,  si ,  par  exemple ,  la  perpendiculaire 
au  plan  donné ,  menée  par  le  point  K ,  oscille  de 
part  et  d'autre  ou  tourne  autour  de  la  verticale  qui 
passe  par  ce  même  point ,  la  durée  de  chaque  oscil- 
lation ou  de  chaque  révolution  soit  très  grande, 
relativement  à  une  révolution  du  mobile  autour  de 
Taxe  KG  ;  et  de  même ,  si  le  plan  donné  exécute  des 
oscillations  parallèlement  k  lui-même. 

Je  supposerai,  secondement ,  que  les  angles  8  et  ^^ 
varient  aussi  très  lentement  par  rapport  à  Fangle  p  ; 
hypothèse  qui  devra  être  confirmée  à  posteriori ,  par 
les  valeurs  que  l'on  obtiendra  pour  ces  trois  angles. 

En  négligeant ,  dans  une  première  approximation  ^ 
la  différentielle  d^  que  contient  la  troisième  équa- 
tion (3),  et  en  supposant  qu'on  ait  ^=o  quand 
^  =  0,  on  aura  pz=zntf  à  un  instant  quelconque^ 
Au  moyen  des  formules  du  n"*  SyS,  on  aura  alors 


a  cos  A.  +  ^'  ^^s  /i  +  a!'  cos  f  =  P  sin  «^  -f-  Q  cos  n/, 
b  cos  A  H-  ô'  cos  /it  +  b"  cos  K  =  P  cos  nt  —  Qsin  nl^ 
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OÙ  l'oo  a  fait ,  pour  abréger , 

P  =  C05  Acos  0  sia  4  +  cos  jmcos  0  cos  4  —  cos  vsin  8^ 

Q= cos  Acos4  —  cos/JL  sin  <4/  ; 

et  les  équations  (11)  deviendront 

Adq  -f.  (A  —  C)npdl  =  R>(P  sin  n/  +  Q  cos  nf)  A , 
Adp  —  (A  —  C)nqdi  =  R}^(Qsin  nt  —  P  cos  nt)dt. 

Or  y  dans  la  seconde  hypothèse^  les  quantités  P  et  Q 
•Tarieront  très  lentement  ;  il  en  sera  de  même,  comme 
on  le  verra  tout  h  Theure ,  à  Tégard  de  R;  en  inté- 
grant ces  équations  y  on  pourra  donc  considérer^ 
dans  une  première  approximation,  P,  Q  >  R  >  comme 
des  quantités  constantes,  et  n'avoir  égard  qu'à  la 
variation  de  sin  nt  et  cos  nt  dans  leurs  seconds  mem- 
bres. Si  m  est  une  très  petite  fraction  de  n,  et  que  le 
coefficient  de  sin  nt  contienne ,  par  exemple ,  un 
terme  qui  ait  cos  mt  pour  facteur,  sin  nt  devrait  être 
remplacé  par  j  sin  (n  +  m)t  +  j  sin  (n  -—  m)t;  en  re- 
gardant comme  constant  le  coefficient  de  sin  nt ,  cela 
revient  donc  à  négliger  mt  à  l'égard  de  nt,  du  moins 
^ns  la  première  approximation. 

De  cette  manière,  les   intégrales  complètes  des 
équations  précédentes  seront 

p  =  Ji,in^±=:pn^+Eco,^t—^  _  ^(Qcosn^  +  Psinnl), 

,  =  DcosîiZ^  _  Esin  {Lr32l  +  5ï(Qsm«*-Pco8«<)  ; 

A  A  ti/i 

D  et  E  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Pour  les 
déterminer,  je  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement^ 
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Yjàxe  instantané  de  rotation  a  coïncidé  avec  Taxe  de 

figare  ;  on  aura  alors  /?  ==  o  et  9  =  o,  quand  ^=0; 

et  si  Ton  désigne  par  P',  Q',  R',  les  valeurs  de  P, 

Qy  K,  qui  ont  eu  lieu,  à  la  même  époque ,  il  ea 

résultera 

Nous  aurons  donc,  à  un  instant  quelconque, 

—  R(P  sin  n^  +  Q  cos  rK  n , 
,  =  ^[R'(P'c<«!^-Q'8in<±^ 

—  R(P  cos  nt  —  Q  sîn  nt  )   j. 

En  fiiisant  f^sznt  dans  les  deux  premières  éqi»* 
tions  (3) ,  on  en  déduit , 

sin6é/>[/  ==  (psiant  -4"  q  cos  nt)dtp 
^0  s=  (f  sinn^  —  pcosntyk; 

et  en  y  mettant  pour  petq  leurs  v&leurs  précédente^ 
il  vient 

siaflrf4=^R'(P'cos^+Q'siii^)  —  RpI, 

rfâ=^R'(P'sm^'-Q'cos^)  +  RQ]. 

Or ,  si  C  n'est  pas  une  très  petite  fraction  de  A ,  il 
faudra ,  pour  que  6  et  «4;  varient  très  lentement , 
comme  on  l'a  râpposé ,  que  les  termes  dépendans  de 
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dn  -T-  et  cos  -j-  disparaissent  dans  ces  formules  ; 

condition  que  Ton  remplira  toujours ,  en  supposant 
qua  l'origine  du  mouvement ,  l'axe  de  figure  KG 
coïncidait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  donné. 

En  effet ,  à  l'origme  du  mouvement , soient  e  langle 
que  la  perpendiculaire  au  plan  donné  fait  avec  la 
verticale ,  et  e'  Tangle  que  sa  projection  horizontale 
Sût  avec  la  droite  d'où  Ton  compte  l'angle  4  •  A  cette 
époque ,  on  aura  (  n*  8  ) 

cosir=:cosé,  cosfcssinécçsé',  cosA=sin€sin6'y 

et*en  supposant  que  4'  ^^  ^  soient  les  valeurs  ini- 
tiales de  4  ^t  â  »  il  en  résultera 

P  =s  cos  ô'  sin  £  cos  (é'  —  4O  —  sin  6'  cos  e , 
Q'  =  sin  6  sin  (é' — 40' 

Or ,  si  l'axe  de  figure  a  été  perpendiculaire  au  plan 
donné,  quand  le  mouvement  a  commencé,  ou  aura 
4'=  é'  et  8'  =  fi;  d'où  il  résultera  F  =  o  et  Q'  =  o; 
ce  qui  réduit  les  fprranles  précédentes  à 

,i„8*t=-l^,   <«  =  S^.  (.3) 

'  4^5.  Maintenant,  il  faut  encore  supposer  que  la 
perpendiculaire  au  plan  donné  et  Taxe  de  figure  du 
mobile,  s'écartent  très  peu  de  la  direction  verticale  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Le  supplé- 
ment de  l'angle  â  sera  constamment  très  petit  ;  car  0 
est  l'angle  obtus ,  compris  entre  la  verticale  menée 
de  bas  en  haut  par  le  point  G,  et  la  droite  menée 
de  G  vers  lé  point  K  qui  est.  au-dessous  de  G.  Nous 
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négligerons  le  cam  de  sinS,  et  nous  pretidroos 
ces  8  =  —  I .  Les  quantités  cos  A  et  cos  ft  seront  très 
petites  ;  en  négligeant  leurs  carrés,  on  aura  cos  v  =s  i . 
On  a  d'ailleurs  (  n?  578  ) 

« 

c  =  sinOsin>[/ 9  c'  =  sin8cos<4^y  c^'  =  C06ds=— *i. 

£n  négligeant  donc  les  produits  sinficosA  et  cosQcosft, 
l'équation  (12)  donnera 

2,  =  5<  +  Ç  —  :c,cos  A  —  y,  cos  /t. 

Si  donc ,  indépendamment  de  la  petitesse  de  cos  A  et 
cos  fi ,  les  oscillations  verticales  du  plan  donné  sont 
aussi  supposées  très  petites ,  les  variations  de  z/  le 
seront  également  ;  la  valeur  de  R ,  donnée  par  la 
troisième  équation   (i)  ,   savoir, 

différera  très  peu  de  Mg  ;  et  si  l'on  néglige  les  pro- 

duits  de  ^  et  de  chacune  des  quantités  cos  A , 

cos  fi  jsiaQ,  il  suffira  de  mettre  Mg  à  la  place  de  R , 
dans  les  équations  (i3).  En  y  mettant  aussi  les  va- 
leurs de  P  et  Q,  elles  deviendront 

in  0d>j/  =  -^^  (sin  fl  —  cos  Xsin  4  —  cos^  cos  4)^/, 


sm 


É?ô  =  "^  (cos  A  cos  >[/  —  cos  ju  sin  4  )dt. 

Les  deux  premières  équations  (i)  deviendront,  en 
même  temps , 

^=gcosA,     ^^gcosi^.    (14) 
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En  dîfférentiant  par  rapport  à  t  les  valeurs  de  c  et  c', 
et  mettant  d&  au  lieu  de  ^.sîn  6,  on  a 

^c  a  sin  4/  ^6  -4*  ^^^  4  ^^  ^'^9 
dc^  =  cos >|/  rfG  —  sin^  siu  fl  d^  ; 

et  si  l'on  substitue  dans  ces  formules ,  à  la  place  de 
sin  6^4  ^^  ^^  9  leurs  valeurs  précédentes ,  il  en  rér 
solte 

de  —  c'mdt  =  —  m  cos  fidt  >     )     /  /;x 
de'  4"  c^^  =  mcosAcfc,  J 

où  Ion  a  fait ,  pour  abréger , 

^gy    _    ^ 

Ainsi  la  question  est  réduite  finalement  à  l'intégra- 
tion de  ces  équations  linéaires,  à  coefficiens  con&- 
tans  et  du  premier  ordre ,  par  rapport  aux  incon-« 
nues  c  et  c\  C'est  aussi  en  employant  ces  mêmes  in«- 
connues,  c'est-à-dire ,  sin 6  sin 4  et  sin0  cos 4  j  dans 
le  problème  du  mouvement  de  la  lune  autour  de  son 
centre  de  gravité ,  que  Lagrange  a  ramené  à  la  forme 
linéaire  les  équations  différentielles  de  ce  problème  ; 
ce  qui  l'a  conduit  à  l'explication  complète  du  phéj 
nomène  de  la  Ubration ,  qu'il  n'avait  pas  donnée  dans 
ses  premières  recherches  sur  ce  sujet. 

454*  En  intégrant  les  équations  (i5)  par  la  mé- 
thode ordinaire ,  désignant  par  A:  et  A:^  les  deux  cons- 
tantes arbitraires ,  et  remettant  pour  c  et  d  ce  que 
ces  lettres  représentent ,  on  a 
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sinOsin  •vj,  =  A:  sin  m^  +  k'cos  mt 

««^  msin7n(/(cosftôinm^  — co&^cosmt)dt 

sinO  cos^/ = A:  cos  mt  —  Â:^sin  mt 

— ^iiicosm(/(cosfisinm^ — cos  A  cos  mt)dt 
^msinmtJ(cosiÂCOsmt + cosA  sinmt)dt. 

Je  supposerai  que  les  intégrales  indiquées  dans  ces 
formules  commencent  avec  ^ ,  et  je  représenterai  , 
comme  plus  haut,  par  0'  et  ^'  les  valeurs  initiales  de  0 
et  4  ;  ci^  faisant  tsszo,  on  aura 

k  ==  sin6'cos4^     ^  =  sin0'sin4\ 

pour  les  valeurs  de  k  et  k',  qui  seront  nulles,  lorsque 
Taxe  de  figure  du  mobile  sera  vertical  à  l'origine  du 
mouvement ,  auquel  cas  on  aura  O'  s=  o. 

Lorsque  les  valeurs  de  cos  A  et  cos  /x  en  fonctions 
de  t ,  seront  effectivement  données ,  on  effectuera 
les  intégrations  indiquées,  et  les  équations  (i6)  feront 
connaître  les  valeurs  de  d  et  -4/,  et,  par  conséquent, 
la  position  de  Taxe  de  figure  du  mobile ,  à  un  instant 
quelconque.  D'après  la  troisième  équation  (5) ,  on 
aura ,  en  même  temps , 

<p  =  ni  -^  4  -f-  «nL'i 

en  y  jfaisant  cos  6  =:  ~—  i ,  et  supposant  ^  =  o,  quand 
^  =  o.  Les  deux  premières  équations  (5) ,  dans  les- 
quelles on  fera  simplement  ^  ::r=  n^ ,  donneront  les 
valeurs  de  p  et  ç,  lesquelles ,  en  les  joignant  à  r=n, 
détermineront,  à  im  instant  quelconque,  l'axe  de  ro- 
tation et  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  cet 
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axe.  Eafin ,  par  deux  iotégrations  snccessÎTes ,  on 
tiirera  des  équations*  (i  4)  les  valeurs  de  op,  et  j-^  en 
fonctions   de  /;  d*où  l'on  déduira  immédiatenient 
celles  de  z,  et  R. 
I  Les  valeurs  approchées  de  toutes  les  inconnues  du  pro# 

blême  seront  donc  déterminées ,  au  moyen  des  valeurs 
données  de  cos  X  et  cos  fi.  Au  moyen  de  ces  valeurs 
approchées,  on  pourr^a  calculer  celles  des  quantités 
q^  on  a  négligées  dans  cette  première  approxiipa- 
tion  ;  en  ayant  égard ,  [dans  une  seconde  approxi*- 
jpation ,  à  ces  quantités  ainsi  calculées ,  on  parviendra 
à  d'autres  valeurs  des  inconnues,  plus  approchées  que 
les  premières;  et,  si  Ton  continue  de  cette  manière , 
on  obtiendra ,  par  le  procédé  général  des  apprpxi-- 
mations  successives,  des  expressions  des  inconnmss, 
aussi  approchées  quon  voudra.  Nous  nous  arrê- 
terons k  la  première  approximation;  la  seconde  et 
les  suivantes  n'auraient  d'autre  difficulté  que  leur 
longueur. 

455.  La  vitesse  de  rotation  n ,  imprimée  au  mo- 
bile autour  de  son  axe  de  figure,  étant  supposée 
très  grande^  la  quantité  m  sera  généralement  très 
petite.  Il  résulte  dçnc  des  formules  (1 6)  que  les  varia- 
tions de  cos  A  et  cos  fe ,  provenant  des  petites  oscilla- 
tions de  la  normale  au  plan  donné  sur  lequel  le 
mobile  s'appuie ,  seront  très  affaiblies  dans  la  valeur 
de  6.  PiBir  conséquent ,  si  le  mobile  est  terminé  à  sa 
partie  supérieure  par  une  surface  plane  perpendicu- 
laire à  son  axe  de  figure,  et  qu'à  l'origine  du  mou- 
vemept  cette  surface  soit  horizontale  et  l'axe  ver- 
tical ,  ce  qui  fera  disparaître  les  termes  multipliés 
«  i5 
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par  k  et  k!^  cette  surface  conservera  sensiblement  son 
horizontalité  pendant  toute  la  dUrée  du  mouvement, 
malgré  les  petites  oscillations  du  plan  donné ,  et  cela 
d'autant  plus  exactement  que  la  vitesse  de  rotation 
imprimée  au  mobile  sera  plus  considérable.  Cest  sur 
ce  principe  qu^est  fondé  le  moyen  qui  a  été  proposé 
pour  obtenir  à  la  mer ,  indépendamment  des  mon- 
vemens  de  rouUs  et  de  tangage  du  vaisseau,  un 
horizon  artificiel  qui  puisse  servir  aux  observations 
astronomiques. 

A  raison  de  la  petitesse  de  m,  on  peut  considérer 
sin  mt  et  cos  nU  comme  des.  quantités  constantes 
dans  les  intégrales  que  contiennent  les  formules  (i6). 
Ainsi,  par  exemple,  en  intégrant  par  partie,  on 
aura 

fcosXcomUdtzsu:x)&mtfcos3^+mà.^^ 

•♦ 

et  si  les  variations  de  cos  X  sont  très  rapides  par 
rapport  à  celles  de  sin  mt  et  oos  mt  ^  quoique  très 
lentes  par  rapport  à  la  rotation  du  mobile,  cette 
série  sera  très  convergente  et  pourra  se  réduire  à  son 
premier  terme;  ce  qui  revient  à  considérer  cos  mt 
comme  constant  dans  l'intégrale /cos  A  cos  m/^. 

De  cette  manière ,  et  en  supposant  A =o  et  A:^=o, 
les  formules  (i6)  se  réduiront  à 

8inOsin4  = — mfco^fuU^  sinâcos'^'ssiii^cos A£&. 

Si  Ton  suppose  aussi  que  le  centre  de  gravité  du 
mobile  n'ait  reçu ,  à  l'origine  du  mouvement,  aucune 

vitesse  horizontale ,  de  sorte  qu'on  ait  -^  =  o  et 
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^  =  o ,  quand  t=o,  les  équations  (14) donneront 

■^  =  gfcos^dt ,      ^  =  gfcOSfuU  } 

les  intégrales  commençant  avec  t ,  comme  dans  les 
équations  précédentes.  En  les  éliminant  et  remettant 
pour  m  sa  valeur,  on  aura  donc 

La  différence  de  signe  dans  ces  deux  formules  pro- 
vient de  ce  que  l'angle  >(/  augmentant  de  90° ,  l'axe 
des  abscisses  positives  va  tomber  sur  Taxe  des  or- 
données négatives ,  et  celui-ci  sur  l'axe  des  abscisses 
positives  (n?  378  )  ;  en  sorte  qu'en  mettant  4  +  90*^ 
dans  la  première  formule,  il  y  faut,  en  même 
temps,  changer  j^,  en  ^^^x^;  ce  qui  donne  la  seconde 
formule. 

En  divisant  ces  équations  Tune  par  l'autre  ,  il 
vient 

tang+  =  -  ^. 

Or,  si  Ton  mène  par  le  point  G  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  de  figure  GK,  4  ^^^  Tangle  que  fait  l'in- 
tersection  de  cet  équateur  du  mobile  et  du  plan  ho- 
rizontal, des  ^1  étjr^ ,  avec  l'axe  des  a:,  ;  d'aiUeui^,  les 
:variables;a?t  et  j^,  sont  les  coordonnées  de  la  projec^^ 
ition  durpoint  G  sur  ce  plan  horizontal;  il  en  résulte 
donc  que  cette  intersection  est  constamment  parallèle 
à  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  la  projection 
horizontale  du  centre  de  gravité  du  mobile.  Si  l'on 

i5.. 
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appelle  u  la  vitesse  horizontale  de  ce  point  ^  ^e  sorte 

qu'on  ait 


on  aura  aussi 


u:  


pour  le  sipus  de  l'inclinaison  du  mobile  sur  le  plan 
horizontal,  laquelle  inclinaison  est  le  supplément  de 

l'angle  9. 

Ces  différentes  formules,  et  les  conséquences  qui 
s  en  déduisent,  subsisteront  tant  que  la  vitesse  nde 
rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  sera 
très  grande  ;  mais  la  résistance  de  l'air  et  le  frotte- 
ment de  la  pointe  K  contre  le  plan  sur  lequel  le  ido« 
bile  s'appoie ,  diminueront  continuellement  cette  vi- 
tesse; et  quand  elle  aura  cessé  d'être  très  grande, 
Taxe  GK  s'écartera  de  plus  en  plus  de  la  direction 
verticale  y  et  le  mobile  finira  par  tomber  siu*ce  plan, 
comme  dans  le  cas  de  la  toupie  ordinaire. 

On  doit  aussi  observer  que  les  oscillations  verti- 
cales du  plan  donné ,  d'où  il  résulte  des  variatiojos  al- 
ternatives de  la  quantité  ^,  n'ont  aucune  influence 
sur  les  variations  des  angles  4  ^^  Ô*  Mais  si  le  pkn 
ijonué  s'élève  au  s'abaisse  verticalement  d'un  œouve^ 
ment  uniformément  accéléré,  I4  quantité  ^ comprise 
dans  son  équation.  (  n""  44^  )  >  renfermerai  un  terme 
^  \  S'^^  f  <1^<^  lequel  g'  représentera  une  quaalité 
<:oB(stante  et  positive.  La  valeur  de  R  dont  oi|  a  frit 
U3^ge  dans  le  n*"  4^5,  au  lieu  d'étne  Mg,  e^a  aloii 
M{gd^g');  oa  devra  donc  remplacer  g  par  gàz^ 
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dans  la  Talettr  de  ni;  en  sorte  qn  un  monyement  de 
cette  nature  influera  sur  les  variations  de  d  et  ^^,  Si  le 
plan  donné  s'abaisse ,  auquel  cas  on  devra  prendre  le 
signe  inférieur  devant  g',  il  £atudra  qu'on  ait  ^'  <C.g , 
sans  quoi  la  valeur  de  R  deviendrait  négative  ;  ce  qui 
signifierait  que  le  mobile  cesserait  de  s'appuyer  sur 
le  plan  donnée  qui  tomberait  plus  vite  que  ce  corps, 
pesant^  et  s'en  détache;^it  par  conséquent. 

§  IL  Cas  où  Von  a  égard  au  frottement. 

456.  Dans  l'état  actuel  de  la  science,  les  lois  du 
frottement  des  corps  en  mouvement  ne  peuvent  élre 
déterminées  que  par  l'expérience  ;  avant  d'introduire 
cette  force  y  d'un  genre  particulier^  dans  les  équations 
du  mouvement  d'un  corps  qui  s'appuie  sur  un  plan 
donné,  nous  allons  donc  faire  connaître  les  résultats 
généraux  de  l'observation  sur  cette  matière  (^). 

I  ''•  Le  frottement  d'un  corps  solide  sur  tin  autre 
est  indépendant  de  la  vitesse  du  mobile  ; 

rt"".  U  ne  dépend  pas  non  plus  de  l'étendue  de  la 
surface  frottante; 

3^*  U  est  proportionnel  à  la  pression  totale  exercée 
sur  cette  surface* 

Ces  deux  dernières  lois  sont  celles  qui  ont  aussi 
lieu  dans  l'état  de  repos  (n^  ^^9}>  ^  l'instant  où  l'é-* 


(^)  Les  expériences  les  plus  récentes  sur  ce  sujet  important 
iM>nt  celles  de  M.  Morin,  officier  d'artillerie  attaché  à  VÉcole 
de  Metz  y  dont  le  travail  est  inséré  dans  le  tome  Y  des  lAi^ 
moires  présentés  à  l'Académie  des  Sciencà. 
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quilibre  va  se  rompre ,  et  quand  le  contact  des  corps 
a  dnré  assez  long-temps  pour  que  le  frottement  ait 
atteint  son  maximum. 

Relativement  à  un  fluide  qui  coule  sur  un  corps 
solide^  le  frottement  suit  des  lois  différentes.  On  ad- 
met,  d'après  Texpërience,  qu'il  est  alors  proportion- 
nel à  la  vitesse  du  fluide  et  à  l'étendue  de  la  surface  ^ 
et  qu'il  ne  dépend  pas  de  la  pression.  Quand  il  s'agit 
d'un  fluide  aériforme ,  il  y  a  lieu  de  croire  que  le 
frottement  augmente  ou  diminue  avec  la  densité, 
comme  nous  l'avons  supposé  dans  le  n""  444  i  ^^  sorte 
qu'à  température  égale ,  il  se  trouve  dépendre  indi- 
rectement de  la  grandeur  de  la  pression. 

457.  Supposons  actuellement  qu'un  corps  solide, 
dont  la  base  est  une  surface  plane  d'une  étendue 
quelconque ,  soit  posé  sur  un  plan  fixe  et  horizontal , 
et  que  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité 
G  (  fig.  X  3  )  rencontre  le  plan  fixe  dans  l'étendue  de 
cette  baâe ,  ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  sufii- 
sante  de  l'équilibre.  Soient  M  sa  masse,  et  P  son 
poids.  En  un  point  A  de  sa  surface,  situé  dans  le 
plan  horizontal  mené  par  le  point  G,  attachons  une 
corde  qui  vienne  passer  sur  une  poulie  fixe  B,  de 
sorte  que  BA  soit  le  prolongement  de  GA.  A  l'extré- 
mité inférieure  C  de  cette  corde,  suspendons  un 
autre  corps  dont  la  masse  soit  M',  et  le  poids  P',  et 
qui  ait  son  centre  de  gravité  G  sur  la  verticale  me- 
née par  le  point  C. 

L'équilibre  subsistera  tant  que  le  poids  P',  aug- 
menté du  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde , 
sera  moindre  que  le  frottement  de  M  sur  le  plan  fixe. 
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et  de  la  corde  sur  la  poulie  B  ;  et  si  P'  augmente 
gt*aduel]einent,  Téquilibre  se  roiiipra  à  l'instant  où 
P' surpassera  cette  somme  de  frottement,  diminuée  du 
poids  de  la  corde  verticale.  Si  l'on  néglige  ce  dernier 
poids  relativement  à  P',  et  que  l'on  désigne  par  F  et 
F'  les  frottemens  de  M  contre  le  plan  fixe  et  de  la 
corde  contre  la  poulie  fixe ,  qui  ont  lieu  immédiate- 
ment avant  la  rupture  de  l'équilibre^  on  aura 

F  =  F  +  F'. 

La  pression  exercée  sur  la  base  de  M  est  le  poids  P 
de  ce  corps;  le  frottement  F  est  donc  proportionnel  à' 
P.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  5o2,  le  frotte- 
ment F'  est  aussi  proportionnel  à  la  force  F;  par  con- 
séquent, on  a 

en  désignant  par  y  et  y  des  fractions  indépendante» 
des  grandeurs  de  P  et  F.  Au  moyen  de  ces  valeurs,^ 
l'équation  précédente  devient 

F  =  /P+/yT; 
d'où  l'on  tire 

Le  poids  F  étant  connu  à  l'instant  où  l'équilibre 
commence  à  se  rompre ,  cette  équation  déterminera 
la  valeur  de  f,  relative  au  corps  M  et  au  plan  hori- 
zontal sur  lequel  il  est  posé ,  quand  on  connaîtra  la 
valeur  de  f  qui  répond  à  la  corde  et  à  la  gorge  de 
la  poulie.  Le  moyen  indiqué  dans  le  n**  269  fait  con- 
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naître  cette  valeur  de  f^  indépendamment  d'aucune 
antre  quantité  de  même  nature ,  d'après  l'angle  sons 
lequel  le  mobile  commence  à  glisser  sur  un  plan  que 
l'on  incline  graduellement. 

458.  Dès  que  le  poids  P',   augmenté  du  poids 
de  la  corde  verticale ,  l'emportera  un  tant  soit  peu 
sur  la  quantité  F  +  F' ,   l'équilibre  sera  rompu , 
et,  à  plus  forte  raison ,  pour  uo  poids  P'  encore 
plus  grand.  Le  corps  M  glissera  sur  le  plan  hori- 
zontal, et  M'  descendra  verticalement.  Pendant  ce 
mouvement,  j^appellerai  H  le  frottement  de  M  contre 
ce  plan ,  qui  sera  une  fraction  donnée  de  la  pression 
F.  Quant  à  la  poulie  B ,  on  pourra  supposer  qu'elle 
est  entièrement  fixe  et  demeure  immobile ,  ou  bien  , 
qu'elle  tourne  autour  d'un  axe  horizontal,  |>erpen- 
diculaîre  au  plan  de  la  CDrde  ABC.  Dans  le  premier 
cas,  il  y  aura,  pendant  le  mouvemeot,  un  certain 
frottement  H^  contre  la  poulie  >  qui  sera  différent  de 
F',  et  devra  être  ajouté  à  H  ;  dans  le  second  cas ,  si 
la  corde  ne  glisse  aucunement  sur  la  poulie,  il  n^y  aura 
aucun  frottement  de  l'une  contre  l'autre  ;  mais  il  fan* 
dra  tenir  compte  du  mouvement  communiqué  à  la 
poulie  par  l'intermédiaire  de  la  cordé ,  comme  si  elle 
y  était  attachée.  Je  supposerai  que  ce  soit  le  second 
de  ces  deux  cas  qui  ait  lieu. 

Pour  former  l'équation  du  mouvement,  dési- 
gnons, aii  bout  du  temps  quelconque  ^,  par  z  et 
/  les  parties  horizontale  et  verticale  de  la  corde 
ABC ,  et  par  fi  et  [âI  leurs  masses.  Les  vitesses  de  M 

et  M',  à  cet  instant ,  seront  —  7-  et   jt  ;  et  l'on  pourra 
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représenter  par  o,  -^tia! -^jr  ï^s  résistants  de  lair 

exercées  à  leurs  surfaces;  a  et  a!  étant  des  constantes 
qui  dépendront  de  leur  forme  et  de  leur  étendue.  Si 
Ton  appelle  g  la  gravité,  les  forces  motrices  appli- 
quées au  système  seront  donc  le  poids  (  M'  +  A^O  ?  ^ 
diminue  de  la  résistaxice  a'  -y-  •  et  U  force  horisaon- 

taie  H ,  augmentée  de  la  résistance  a  ^.  Leurs  mo- 

mens ,  par  rapport  à  l'axe  de  la  poulie  B,  devront  se 
retrancher  Fun  de  l'autre;  et  en  appelant  c  le  rajOn 
de  cette  poulie  circulaire ,  on  aura 

•c[(M'+At')g-'»'^-H-a^].    {a) 

pour  leur  différence.  Les  forces  motrices  qui  au- 
ront  effectivement  lieu  seront  (M'  +  /a!)  ^-^  dans 

le  sens  vertical ,  -^(M-H  jLt)  --rt  dans  le  sens  horiïOii- 

tal ,  et  celles  de  tous  les  points  de  la  poulie.  Les 
momens  de  toutes  ces  forces  par  rapport  à  Taxe  de 
la  poulie  devront  s'ajouter  ;  et  la  vitesse  angu- 
laire de  la  poulie   étant    ~   t-»  si  Ton  représente 

par  m  sa  masse,  et  par  mh  son  moment  d'inertie  relatif 
à  son  axei  on  en  conclura ,  comme  dans  le  n**  3g2 , 

—  -jx  pour  le  moment  de  ces  dernières  forces  par 

rapport  à  cet  axe  ;  par  conséquent ,  la  somme  des 
momens  des  forces  effectives ,  par  rapport  au  même 
axe,  sera 
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Or ,  pour  que  les  forœs  motrices  appliquées  au  sys^^ 
tème  fassent  équilibre,  au  moyen  de  l'axe  de  la  poulie, 
aux  forces  effectives ,  prises  en  sens  contraire  de  leur 
direction,  il  faudra  que  les  deux  quantités  (a)  et  (&) 
soient  égales  entre  elles  ;  d'où  il  résultera 

=  (M"  + /»')»  -  H  -  «' ^  -  o^- 

La  corde  ABC  étant  regardée  comme  inextensible , 
la  somme  de  ses  parties  sera  constante  ;  en  appelant  l 
sa  longueur  totale ,  on  aura  donc 

Soient  4r  le  poids  de  la  corde  entière ,  et  p\e  poic& 
de  la  masse  m  de  la  poulie,  on  aura  aussi 

on  a  également 

et  parce  que  le  frottemeat  H  est  proportionnel  ait 
poids  F,  on  a ,  en  outre , 

H  =  AP , 

en  désignant  par  h  un  coefficient  iqdépendant  de  P. 
Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs ,  Féquation  do 
mouvement  deviendra 
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=  g[«P  _  P-  _  4»  +    ^+  („  +  „')    ^]. 

45g.  Elle  n'est  point  intégrable  sons  forme  finie ,  à 
moins  qu'on  ne  néglige  les  termes  qni  proviennent 
de  la  résistance  de  l'air  ;  ce  qui  la  réduit  à 

5r-  -  •V  +  «^  =  ^^ 


en  faisant ,  pour  abréger  y 
F  —  AP  4-  *» 


a 


=z€. 


o  c 

Son  intégrale  complète  sera  alors 

z  =  Ce  +Ce  4- y; 

V 

C  et  C  étant  les  deux  constantes  arbitraires,  et  e  la 
base  des  logarithmes  népériens. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  termes 
de  l'équation  du  mouvement  qui  proviennent  de  la 
résistance  de  l'air ,  et  intégrant  de  nouveau  cette 
équation ,  on  aura  une  valeur  de  z  plus  approchée  ; 
maïs  nous  nous  arrêterons  à  la  précédente  ;  et  pour 
déterminer  les  constantes  C  et  C ,  j'appellerai  y  la 

valeur  initiale  de  z;  on  aura  z  =  7etj^=io,  quand 
/  =  o  ;  d'où  il  résulte 
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C  +  C  +  î^  =  y,      C  —  C  =  «  ; 
ce  qui  donne 

et  f  par  conséquent  ^ 


à  un  instant  quelconque. 

Si  l'on  appelle  6  le  temps  que  le  poids  P  emploiera 
à  atteindre  la  poulie  B ,  c'est-à-dire  ,  à  parcourir  la 
distance  y ,  on  aura  à  la  fois  /  =  6  et  z  =  o  ;  .d^où 
Ton  conclut 

{(tl — ff>)\e  +6  y  =  :kaL 

Lorsque  6  sera  donné  par  Tobservation  ^  cette  équa- 
tion servira  à  déterminer  la  valeur  de  «,  et,  par 
suite,  celle  du  coefficient  h  relatif  au  frottement  du 
poids  P  en  mouvement  sur  le  plan  horizontal.  Dans 
cette  expérience ,  on  pourra  prendre  pour  P'  un  poids 
quelconque,  pourvu  qu'il  surpasse  le  frottement  qui 
a  lieu  dans  l'état  d'équilibre.  Si  le. poids  ^  est  très 
petit  par  rapport  aiix  poids  P  et  F ,  ^  sera  une  très 
petite  fraction ,  et  l'on  pourra  développer  les  expo- 
nentielles en  séries  très  convergentes,  suivant  le& 
puissances  de  €.  De  cette  manière ,  on  aura 

^=(./-e^)(^+.^'+e.c.), 
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et  si  l'on  néglige  tout-^à-fait  la  quantité  C ,  on  aura 
simplement 

ce  qui  doit  être,  en  effett  puisque  alors  le  mouvemeot 
du  poid^  P  est  uniformémont  accéléré. 

Quel  que  soit  le  moay^nent  du  sjstème  que  nous 
considérons ,  la  tension  de  la  partie  horizontale  de 
la  corde  ABC  est  constamment  égale  à  la  plus  petite 
des  deux  forces  qui  agissent  à  ses  extrémités  (n^  552), 
c'est^-àndire ,  au  frottement  H  augmenté  de  la  rési»^ 
tance  de  Fair ,  exercée  sur  la  sur&œ  de  M.  Elle  est 
donc  constante  et  égale' à  H,  ou  hP,  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  lorsqu'on  feit  ahstractiott 
de  la  réâstance  de  l'air;  et  sa  valeur,  mesurée  par 
l'extensiim  d  un  ressort  placé  dans  la  longueur  de 
cette  corde ,  peut  aussi  serTir  A  déterminer  le  coef- 
ficient A. 

460.  Les  valeurs  que  rexpérience  a  données  pour 
ce  coefficient  »  soit  par  l'observation  du  temps  0 ,  soit 
par  la  mesure  de  la  tension  de  la  corde ,  varient  avec 
le  degré  de  poli  <|es  surfaces  frottantes  et  la  matière 
des  corps  ;  elles  ne  dépendent  pas,  comme  eedes  du 
coefficient  f  (n^  ^69)^  du  temps  pendant  lequel  les 
corps  ont  été  en  contact  avant  de  glisser  l'un  sur 
l'antre.  Quand  celles-ci  ont  atteint  leur  moMmum , 
elles  surpassent  toujours  les  valeurs  correspondantes 
de  A;  en  sorte  que,  dans  l'état  de  mouvement,  le 
frottement  H  est  moindre  que  le  frottement  F  qui 
a  lieu  à  l'instant  où  l'éqmlibce  va  commencer  à  se 
rompra  ;  et  la  tension  de  la  corde  en  mourement  est 


s38  TRAITÉ  DE  MÉGANIQUE. 

aussi  plus  petite  que  celle  cpii  avait  lieu  au  dernier 

moment  de  Téquilibre. 

Le  poids  P  étant  en  repos,  1  équilibre  subsiste  tant 
que  le  poids  F  est  plus  petit  que  F;  mais  on  a  re- 
marqué que  si  P'  ^  quoique  moindre  que  F ,  surpasse 
notablement  H  ^  il  suffit  d'agiter  un  peu  le  plan  hori- 
zontal^ par  de  petites  percussions,  pour  que  le 
poids  P  se  mette  en  mouvement. 

Quand  le  coefficient  h  est  connu ,  il  est  facile  de 
déterminer  le  mouvement  du  poids  P  sur  un  plan 
.  incliné.  Je  désignerai  par  i  l'inclinaison  de  ce  plan  sur 
un  plan  horizontal .,  qui  devra  surpasser  l'angle  sous 
lequel  l'équilibre  commencera  à  se  rompre ,  ou  être 
tel  qu'on  ait  tang  t  ^^^y  (  n^  ^^)*  ^^^  composantes 
de  P ,  parallèles  et' perpendiculaires  à  ce  plan,  seront 
P  sin  I  et  P  cos  t.  La  première ,  citiminuée  du  frotte-* 
ment  H ,  sera  la  force  motrice  du  mobile ,  dont  M  est 
la  masse  ;  en  appelant  z  l'espace  parcouru  au  bout  du 
temps  t  •  on  aura  donc 

D'ailleurs ,  la  pression   sur  ce   plan  étant  l'autre 
composante  Pcosi,  on  aura- aussi 

H  as  APcosi; 

à  cause  de  P=Mg,  l'équation  précédente  deviendra 
donc 

d^% 

T-p  =  (i  —  hcoii)gûrïi; 

ce  qui  montre  que  le  mouvement  sera  uniformé- 
ment accéléré,'  et  le  même  que  si  le  frottement 
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n'existait  pas,  et  que  le  sinus  de  rinclinaison  f&t 
dimiaué  dans  le  rapport  de  i-~  A  cot  i  à  Funité.  Cette 
quantité  i — h  coti  est  positive ,  puiscpie  Ton  a,  par 
hypothèse ,  h  <y  et  fcoi  î  <  i . 

461.  Le  frottement  H  étant  proportionnel  à  la 
pression ,  et  indépendant  de  l'étendue  de  la  surface 
frottante,  il  s'ensuit  que  les  poids  P  et  P'  du  n*  4^7, 
restant  les  inêraes ,  le  mouvement  de  P  sur  le  plan 
horizontal  ne  changera  pas,  quelle  que  soit  l'étendue 
de  sa  hase ,  pourvu  qu'elle  ait  toujours  le  même  degré 
dépoli.  Ainsi  ^  en  prenant 'pour  ce  corps  un  parallé- 
lépipède rectangle,  d'une  matière  homogène ,  et  dont 
toutes  les  faces  soient  également  polies  ,  son  mouve- 
ment horizontal  sera  toujours  le  méme^  si  on  le  pose 
successivement  sur  chacune  de  ses  faces  ;  et  il  en  sera 
encore  de  même,  sur  un  plan  incliné ,  sans  le  secours 
du  poids  P'. 

Au  reste ,  cette  proposition,  que  le  frottement  est 
indépendant  de  l'étendue  et  du  contour  de  la  base  de  P, 
et  simplement  proportionnel  au  poids  P,  revient  à  dire 
qu^  chaque  point  de  cette  base,  le  frottement  est  pro- 
portionnel à  la  pression  relative  à  ce  point.  En  effet , 
soient  b  cette  base,  âf^- l'un  de  sesélémens  différentiels, 
etpdj  la  pression  verticale  que  supporte  cet  élément, 
de  sorte'  que  p  représente  la  pression  rapportée  à" 
l'unité  de  surface.  Il  faudra  que  la  résultante  des 
pressions  exercées  sur  tous  les  élémens  de  £,  repro- 
duise le  poids  P  appliqué  au  centre  de  gravité  G  ; 
il  faudra  donc  qu'on  ait 

fpchr  =:F;        {a) 
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et  H  Ton  mène  par  la  projection  du  point  G  sur  le 
pbn  fivie ,  deux  axes  horiaontaux  et  rectangulaires , 
dont  Tun  sera,  par  exemple ,  la  projection  de  la 
droite  GB,  et  qu'on  appelle  x  la  distance  dedak  cette 
projectioQ,  et  y  sa  distance  à  l'autre  axe,  op  deyra 
aussi  avoir 

fxpdtr  =  o,     fxpd(r  =  o;       (b) 

ces  intégrales  et  celle  que  contient  l'équation  (a)  s'é- 
tendant  à  la  base  6  tout  entière.  Cela  étant  ^  supposons 
le  frottement  de  l'élément  d(r  sur  le  plan  fixe,  propor- 
tionnel à  la  pression  pdtr  qu^il  éprouve ,  et  représen- 
tons-le par  hpdT" ,.  en  désignant  par  h  un  coefficient 
indépendant  de  p  et  relatif  à  la  nature  de  la  sur- 
face r/cr;  nous  aurons 

H  z=i  fhpda, 

pour  le  frottement  total;  et  comme  les  frottemens 
de  tous  les  élémens  sont  parallèles  à  la  direction 
GB  du  mouvement,  si  l'on  appelle  x^  la  distance 
de  leur  résultante  H  au  plan  vertical  passant  par  la 
droite  GB ,  on  aura  également 

Bx,  Çï=  fhxpdir. 

Or,  si  la  base  du  mobile  a  le  même  degré  de  poli 
dans  toute  son  étendue ,  le  coefficient  h  sera  constant^ 
et  il  en  résultera 

B,^;fÇihfpd<r^B:kP,     H:ç,mh/xpdffsszo; 

par  conséquent ,  le  frottement  total  ne  dépendra  que 
du  poids  P ,  quek  que  soient  rëtèpdue  et  le  contour 
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de  sa  base;  et  la  direction  de  cette  force  tombant ^ 
à  canse  de  x^  =  o ,  dans  le -plan  vertical  passant  par 
la  droite  GB,  elle  ne  pourra  imprimer  aucune  rota^- 
lîon  au  mobile ,  dont  le  mouvement  sera  parallèle  à 
ce  plan ,  comme  on  la  supposé. 

tiOrsque  les  centres  de  gravité  du  poids  P  et  de  la 
base  b  sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à 
cette  base,  comme  dans  le  cas  d'un  prisme  ou  d'un 
cylindre  vertical^  on  satisfait  aux  équations  (a)  et  (b), 
en  supposant  la  pression  p  constante  et  égale  au  rap* 
port  de  P  à  &•  Réciproquement,  pour  une  valeur 
coostante  de  p ,  les  équations  (b)  donnent 

fxda  =  o,        ,^d(T  =  o; 

ce  qui  exige  que  le  centre  de  gravité  de  b  coïncide 
avec  la  projection  horizontale  du  point  G;  par  con- 
séquent, lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la 
pression  p  varie  nécessairement  d'un  point  à  un  autre 
de  la  base  du  mobile.  La  détermination  de  sa  valeur 
en  un  point  quelconque  est  alors  un  problème  très 
difficile ,  qu'on  ne  peut  résoudre  qu'en  ayant  égard  à 
la  flexibilité  de  la  matière  du  mobile  et  à  celle  du 
plan  horizontal  sur  lequel  il  s'appuie ,  et  qui  donne-^ 
rait  lieu,  sans  cette  considération,  à  une  indéter- 
mination apparente^  comme  dans  le  problème  du 

n*  2'jO. 

Si  Ton  suppose  que  les  deijix  centres  de  gravité 
soient  sur  une  même  verticale,  ou  aura  donc  à  'la 
fois,  quel  que  soit  le  coefficient  h , 

P  P        ' 

^  =  -T- ,     H  =  -r/bdc ,     x^fhdcr  •=;=zpixd(j. 


a. 


i6 
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Par  conséquent,  la  base  récitant  la  même,  le  frotte- 
ment total  H  sera  proportionnel  au  poids  P ,  comme 
sf'le  degré  de  poli  était  le  même  dans  toute  l'étendue 
de  cette  base  ;  mais ,  en  général ,  on  n'aura  plus 
j:^  =  o ,  la  direction  de  la  force  H  ne  coïncidera  plus 
avec  la  projection  horizontale  de  la  droite  GB,  et 
quand  le  poids  V  entrali^era  le  poids  P  sur  le  plan 
horizontal ,  le  frottement  fera  tourner  le  mobile  au- 
tour de  la  verticale  qui  passe  par  son  centre  die 
gravité  G. 

4^rk.  Le  poids  P  étant  toujours  posé  sur  un  plan 
fixe  horizontal ,  et  la  projection  horizontale  du  point 
G  coïncidant  avec  le  centre  de  gravité  de  la  base  b , 
supposons  que  l'on  imprime  à  ce  corps ,  par  un 
moyen  quelconque ,  des  quantités  de  mouvement 
parallèles  au  plan  fixe ,  qui  ne  le  fassent  pas  trébu- 
cher,  c'est-à-dire,  qui  ne  détachent  pas  sa  base  b 
de  ce  plan.  Le  mobile  prendra  deux  mouvemens 
horizontaux ,  Tun  de  translation ,  qui  sera  celui  de 
son  centre  de  gravité  G,  et  l'autre  de  rotation,  au- 
tour de  la  verticale  passant  par  ce  point.  Or,  il  s'a- 
git d'examiner  l'influence  du  frottement  sur  ces  deux 
mouvemens  différens. 

Représentons  par  -^db-  le  frottement  «prouvé  par 

l'élément  da  de  b ,  et  dont  la  direction  sera  con- 
jure à  celle  de  la  vitesse  de  cet  élément.  Appe- 
lons r  sa  distance  à  l'axe  de  rotation  ;  au  bout  du 
temps  t ,  désignons  par  x  et  /  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  centre  de  gravité  de  b ,  rapportées 
à  des  axes  fixes  menés  arbitrairement  dans  le  plan 
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hoFtzontal  ^  «t  par  S  l'angle  qve  &it  r  «vec  le  pro- 
kmgcment  de  x.  Les  cOordonqées  de  da  seront,  au 
même  inaUnt ,  a:  4-  r  00s  8  et  j  +  rsin  &;  et  si 
l'on  désigne  par  i^  la  vitesse ,  et  par  a  et  j?  les  an- 
gles que  £ut  sa  direction  avec  des  parallèles  aux  axes 
4les  X  eljTf  on  aura 


dx  •     A  dd 


(•) 


pour  les  deux  composantes  de  cette  vitesse.  Celles 
da  frottement  seront ,  en  même  temps , 

Or,  le  mouvement  du  centra  de  gr«vîté  G  étant  le 

même  que  si  ]a  masse  du  mobile  y  était  concentrée , 
iet  que  les  forces  motrices  de  tous  ses  polints  y  fussent 
appliquées  parallèment  à  leurs  directions,  nous  au^ 
roos,  pour  les  ^nations  de  ce  mouvement , 


P 

en  désignant  par  g  la  gravité,  de  sorte  que  -  soit  la 

masse,  et  supposant  le  coefficient  h  constant  dans 
toute  rétendue  de  b. 

En  même  temps,  le  mobile  tournera  autour  de  la 
verticale  passant  par  le  point  G,  comme  si  cette 
droite  était  fixe,  et  que  les  forces  qui  agissent  sur  ce 

16.  • 
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corps  ne  fassent  pas  changées.  Le  moment  du  frot- 
tement de  da  sera  égal  à  la  différence  des  momens 
de  ses  deux  composantes ,  et  aura  pour  valeur 

T .  r  cos  8  H T — ^— .  r  sm  6 , 

en  supposant  que  la  rotation  a  lieu  dans  le  sens  où 
Tangle  8  augmente,  c'est-à-dire,  de  l'axe  des  j:  positives 
vers  celui  des  jr  positives.  Cela  étant,  si  Ton  désigne 
par  Où  la  vitesse  angulaire  du  mobile  au  bout  du 

temps  ^  et  par  ?*'  son  moment  d'inertie  par  rapport 

à  Taxe  de  rotation,  on  aura  (n®  Sga) 

A*  ^  =  —  y/(cos  f  cos  â  —*  cos  a  sîn  fl)  rd<T  ,     (5) 

pour  l'équation  du  mouvement  autour  de  cet  axe, 

dans  laquelle,  on  fera  a»  =:  j,  et  Ton  étendra  Tinté* 

grale  à  la  base  entière  b  du  mobile. 

Dans  ces  équations  (2)  et  (3),  les  variables  a:,  ^,  fl, 
ne  sont  pas  séparées  ;  les  mouvemens  de  translation 
«t  de  rotation  dépendent  ainsi  l'un  de  l'autre ,  et  ne 
peuvent  être  déterminés,  en  général,  que  par  ap- 
proximation. Il  y  a  deux  cas  qui  peuvent  se  résoudre 
aisément ,  et  que  nous  allons  considérer. 

46S.  Si  le  centre  de  gravité  G  demeure  en  repos, 

on  aura  27  =  0  et  ^  =  o;  les  équations  (i)  don- 
neront 

•  - 

cosa==— sin6,     cosffsscosfl.     v  =  r-- 
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et  pour  que  les  équations  (2)  soient  satisfaites  ^  il  êiu- 
dra  que  les  intégrales  /sin  ^d^  et  /cos  â ds  soient 
nuUes  ;  ce  qui  ne  dépendra  que  du  contour  de  6  ^  et 
aura  lieu^  par  exemple,  toutes  les  fois  qu'il  sera  sy- 
métrique autour  du  centre  de  gravite  de  cette  base.. 
L'équation  (5)  deviendra 

d'où  l'on  tire 

dm   ^__  hcg 

dt    ~  ^    W  ^ 

en  appelant  c  la  constante  /rdo'*  Le  mouvement  de 
rotation  sera  donc  uniformément  retardé  ;  et  si  l'on 
appelle  A  la  vitesse  initiale  angulaire ,  on  aura ,  à  un 
instant  quelconque , 

nhcgt 

ce  qui  montre  que  ce  mouvement  se  terminera  au 

bout  d'un  temps  exprimé  par  -r —  ,  pour  lequel  on 

aura  a>  =  o ,  et  le  corps  sera  en  repos. 

Lorsque  la  vitesse  de  rotation  sera ,  au  contraire , 
très  petite  par  rapport  à  celle  du  mouvement  de 

translation ,  et  qu'on  négligera  le  carré  de  r  j^  >  les 

équations  (i)  donneront 

*»•  =  «•- a(^sinfl-^cos8)r|, 
en  désignant  par  u  la  vitesse  du  point  G ,  de  sorte 
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qu'on  ait 


On  déduira  de  là  et  des  mémed  éqoatioiis  (i) 

L'origine  des  coo^dosnées  polaires  r  et  0  étant  le 
oenlre  de  gravité  de  la  base  /^ ,  on  a  d'ailleurs 

frfXn^dff  3s  o>      /rcoadcAr  sa  o* 

Cela  étant,  si  Von  substitué  ces  valeurs  de  cos  et  et 
cos  €  dans  les  équations  {2)^  et  si  Ton  observe  que 
fdjznhj  elles  deviendront 

à^x hg  dx        dy hg  djr      ^.^ 

Pour  plus  de  simplicité  ^  je  supposerai  la  base  A  symë^ 
trique  autour  de  son  centre  de  gravité,  de  manière 
qu'on  ait  ^ 

/r*  cos6 sin0^  ==  o ,  ^sin'fldir  =//*  cos^â^o*  =  by^ ; 

y  étaïit  une  ligne  donnée.  Par  la  substâtution  des 
valeurs  de  cos  a  et  cos  C ,  l'équation  (3)  se 
duira  alors  à 


Mr      «^k^»        ^^^^      ^^^^     ^^X^E^.  I  ,  ff   ^  1 


en  observant  que  co:^z^ 
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Les  intégrales  complètes  des  équations  (4)  sont 

a  et  é  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  On  en 
déduit 

u  ss  a  —  hgt  ; 

et  l'on  voit  que  le  mourement  du  poipt  G  sera  uni- 
fonnément  retardé,  et  que  a  et  ê  seront  la  vitesse 
initiale  et  l'angle  que  sa  direction  fait  avec  Taxe 
des  X.  L'équation  (5)  devient 


!^*  —  _      ^^      ^'. 
dp  k*(a—hgt)  dt  * 


son  intégrale  complète  est  donc 

en  désignant  par  Cl  la  constante  arbitraire ,  qui  ex-* 
primera  la  vitesse  angulaire  initiale.  Les  valeurs  de 

u  et  ^  ou  û;  ,  seront  d'autant  plus  approchées ,  que 

le  produit  de  A  et  de  la  plus  grande  valeur  de  rsera 
une  plas  petite  fraction  de  la  vitesse  u  ;  elles  mon*- 
trent  que  1^  mouvemens  de  translation  et  de  rp- 
tatioo  finiront  ensemble,  au  bout  d\in  temps  égal 

"^' 

Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  sur  un  plan  fixe , 
en  le  touchant  constamment  par  un  seul  point  de 
sa  surface,  il  peut  arriver  plusieurs  cas  qu'il  im- 
porte de  distinguer. 
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i"*.  Le^orps  peut  rouler,  âans  glisser,  sur  le  plan 
fixe ,  de  manière  que  les  deux  courbes  tracées  sur  ce 
plan  et  sur  la  surface  du  mobile ,  qui  sont  les  lieux 
géométriques  de  leurs  points  de  contact  successifs , 
aient  constamment  des  longueurs  égales. 

2*.  Le  mobile  peut  tourner  sur  lui-même,  en  tou- 
chant constamment  le  plan  fixe,  en  un  même  point 
de  ce  plan. 

5*.  Le  corps  peut  glisser  sans  tourner,  de  sorte  que 
le  point  de  contact  soit  constamment  le  même  point 
de  sa  surface. 

4*«  Enfin ,  il  .peut  glisser  et  tourner  k  la  fois  sur  le 
plan  fixe. 

Dans  le  deuxième  et  dans  le  troisième,  cas ,  le  frot- 
tement du  mobile  contre  le  plan  fixe  est  le  même 
que  si  le  contact  avait  une  étendue  quelconque  ;  sa 
grandeur  est  proportionnelle  à  la  pression  qui  a  lieu 
au  point  de  contact ,  et  sa  direction  contraire  à  celle 
de  la  vitesse  de  ce  point.  En  le  désignant  par  H ,  et 
la  pression  par  P,  on  a  H  =  AP  ;  le  coefficient  h  étant 
le  même  que  dans  le  n^  4^8.  Cette  loi  est  une  conse«- 
quence  de  ce  que  le  firottement  est  indépendant  de 
rétendue  du  contact;  elle  aurait  besoin,  toutefois, 
d^être  vérifiée  par  des  expériences  directes.  La  force 
H  est  ce  qu'on  appelle  un  frottement  Je  la  première 
espèce. 

Dans  le  premier  cas,  le  frottement  du  mobile 
contre  le"  plan  fixe  se  nomme  un  frottement  de  je- 
conde  espèce.  L'observation  fait  voir  que  cette  force 
est  généralement  très  petite,  et  peut  être  négligée. 

Dans  le  dernier  cas,  les  deux  espèces  de  frottement 
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ont  lieu  en  même  temps  ;  on  néglige  celni  de  la  se- 
conde espèce  par  rapport  au  frottement  de  la  pre- 
mière espèce ,  qui  est  dirigé ,  à  chaque  instant ,  en  sens 
contraire  de  la  vitçsse  du  point  de  contact,  et  tou- 
jours proportionnel  à  la  pression  en  ce  point. 

Ces  résultats  ne  conviennent  pas  au  cas  où  le  point 
de  contact  est  Tcxtrémité  d^une  pointe ,  ou  quand  il 
appartient  à  une  arête  vive  ;  ils  auront  encore  lieu 
lorsque  le  mobile  sera  un  cylindre  qui  touchera  le 
plan  fixe  suivant  une  ligne  droite;  et,  toutes  les  fois 
que  sa  surface  n'aura  ni  pointes  ni  arêtes  vives ,  ils 
suffiront  pour  former  les  équations  différentielles  des 
mouvemens  de  translation  et  de  rotation.  L'exemple 
suivant  montrera  cornaient  on  en  devra  faire  usage 
pour  cet  objet. 

464*  Je  suppose  que  le  mobile  soit  une  sphère  ho- 
mogène, posée  sur  un  plan  fixe  horizontal.  Ou  im- 
prime k  ce  corps  un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  diamètre  horizontal ,  et  à  son  centre  une  vitesse 
horizontale  et  perpendiculaire  à  ce  diamètre.  Il  est 
évident  que  le  mobile  tournera  autour  de  ce  dia- 
mètre, qui  sera  transporté  parallèlement  à  lui-même 
et  au  plan  fixe,  et  que  le  centre  de  figure  et  de  gra- 
vité décrira  une  droite  horizontale ,  dans  le  plan  ver- 
tical perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation.  Il  s'agit  de 
déterminer,  à  un  instant  quelconque,  les  vitesses  de 
ces  deux  mouvemens. 

La  figure  14  représente  une  section  du  mobile, 
perpendiculaire  à  son  axe  de  rotation  et  passant  par 
son  centre  G.  La  droite  AKB  est  la  section  du  plan  fixe  ; 
la  parallèle  CGD  est  la  droite  que  décrit  le  point  G , 
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et  le  coatact ,  au  bout  du  temps  quelconque  t  ^  a  lieu  ait 
point  K.  A  cet  instant,  soient  x  la  distance  CG,  coonp» 

tée  à  partir  du  point  fixe  C ,  -j-  la  vitesse  du  point  G^ 

cù  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  son  axe 
de  rotation,  qui  sera  regardée  comme  positive  ou 
comme  négative,  selon  que  la  rotation  aura  lieu  dans 
le  sens  indiqué  par  la  flèche  s  ou  en  sens  contraire.^ 
En  appelant ,  au  même  instant ,  (^  la  vitesse  absolue 
du  point  K ,  et  désignant  par  c  le  rayon  CG  de  la 
sphère ,  on  aura 

dx 

<^  =  27  "+"  ^^' 

Selon  que  cette  quantité  sera  positive  ou  négative ,. 
le  point  K  s'avancera  vers  B  ou  vers  A  ;  et  le  (rot« 
tement  qui  a  lieu  en  ce  point  K  en  sens  contraire 
de  sfp  sera  dirigé  suivant  KA  ou  suivant  KB.  Quand 
on  a  i' sa  o ,  le  corps  roule  sans  glisser,  et  le  6roUe* 
ment  n'est  plus  que  de  la  seconde  espèce. 

Cela  posé ,  désignons  toujours  par  P  le  poids  da 

corps ,  par  g  la  gravité ,  par le  moment  d'inertie 

par  rapport  à  l'axe  de  rotation ,  et  par  AP  le  frot- 
tement au  point  K.  En  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  la  vitesse  i^  positive ,  et,  conséquemment ,  4e 
frottement  dirigé  suivant  KA ,  les  équations  différen- 
tielles des  mouvemens  de  translation  et  de  rotation 
seront 

^=~*g,     f^  =  -.*cg;       (a) 
car  le  centre  G  devra  se  mouvoir  comme  si  la  masse 
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-  da  mobile  j  était  réunie ,  et  c[ne  le  frottement  y 

f&t  appliqué  parallèlement  à  sa  direction;  et,  en 
même  temps ,  le  mobile  devra  tourner  autour  de 
son  axe  de  rotation ,  comme  si  cet  axe  était  fixe,  et 
que  le  point  d'application  du  frottement  et  le  sena 
de  cette  force  ne  fussent  pas  changés.  Le  mobile  étant 
une  sphère,  on  a  aussi 


2C* 


les  équations  précédentes  auraient  encore  lieu ,  mais 
avec  une  valeur  différente  de  A:*,  si  ce  corps  était 
tm  solide  de  révolution,  ou  un  cylindre  droit  à 
Imse  circulaire,  tournant,  dans  ces  deux  cas^  antour- 
de  l'axe  de  figure. 

En  supposant  le  coeffident  k  constant,  et  intégrant 
les  équations  (a) ,  on  a 

^  ^  a  —  hgt,      à)  =  a ^'  j     (*) 

a  et  CL  étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  re^pré^ 
sentcront  les  valeurs  initiales  des  vitesses  ^r  et  fi>.  On 
aara ,  en  même  temps , 

V  =  a  •+•  c«  —  ^i  -h  p)^^- 

Far  hypothèse,  la  constante  a+ca  est  positive; 
la  vitesse  s^  Test  donc  aussi  pendant  un  temps  fi  ^ 
au  bout  duquel  elle  est  nulle ,  et  qui  a  pour  valeur 
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dans  le  cas  de  la  sphère.  Pendant  rintervalle  de 

temps  6,  les  yàlears  précédentes  ^^  x-  et  t»  sub- 
sisteront, et  les  denx  mouvemens  du  mobile  seront  uni- 
formémeût  retardés.  Au  bout  d'un  temps  égal  à  rp  U 

dx 

valeur  de  -p  sera  nulle  ;  si  donc  ce  temps  est  moindre 
que  â  I  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a  1 


a  ^  ^   , 


2C« 


la  vitesse  -r-  deviendra  négative  au-delà  de  /=z=-— ^ 

et. le  centre  de  la  sphère  rétrogradera.  C'est  ce  qui 
arrive  i  par  exemple ,  lorsqu^on  frappe  une  bille  de 
billard  de  manière  à  la  faire  tourner  rapidement 
autour  d'un  diamètre  horizontal  et  à  faire  avancer 
en  même  temps  son  centre  av«c  une  moindre  vitesse, 
en  sorte  que  les  quantités  a  et  a  soient  toutes  deux 
positives  et  satisfassent  à  l'inégalité  précédente.  Le 
frottement  contre  le  tapis  détruit  bientôt  le  mou- 
vement de  translation  ;  mais  le  mouvement  de  rota- 
tion subsistant  encore ,  le  frottement  continue  d*agir 
en  sens  contraire  de  ce  dernier  mouvement;  et  c'est 
cette  force ,  transportée  au  centre  de  gravité  ,  qui  le 
ramène  vers  son  point  de  départ. 

Si  f  à  l'origine  du  mouvement ,  la  sphère  ne  toome 
pas,  de  sorte  qu'on  ait  ce=:o,  ou,  plus  généra* 
lement ,  si  Ton  a  . 


2C« 

a 


p 


—   -^ 
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dx 

la  vitesse  j-  ne  deviendra  pas  nulle  avant  la  vi- 
tesse V,  et  le  centre  G  ne  rétrogradera  pas.  Mais 
dans  tous  les  cas,  au  bout  du  temps  6  y  le  point 
d'appai  K  du  mobile  n'ayant  plus  de  vitesse ,  le  frot- 
tement h2  de  la  première  espèce  disparaîtra  ;  la  sphère 
continuera  de  rouler  sans  glisser  ;  et  il  se  produira  un 
frottement   qui    ne   sera   plus  que  de   la   seconde 

espèce.  Les  vitesses  -g-  et  a»  deviendront  constantes , 

ou  ne  décroîtront  plus  que  très  lentement  ;  leurs  va-* 
leurs  seront  .celles  des  formules  (V) ,  qui  répondent 
à  1^  =  ^,  savoir  ; 

a>  = . 


dt  n        ' 


1^ 


Ainsi ,  Teffet  général  du  frottement  ordinaire  ou 
de  la  première  espèce ,  est  de  réduire  au  repos  les 
corps  qui  glissent  sans  tourner,  et  de  réduire  seu- 
lement à  l'uniformité  et  k  l'égalité ,  en  sens  opposés, 
les  deux  mouvemens  des  corps  qui  glissent  et  roulent 
en  même  temps.  Dans  un  vide  parfait,  le  roulement 
du  mobile  qui  résulte  de  ces  deux  mouvemens ,  sub- 
sisterait indéfiniment ,  et  le  frottement  de  la  seconde 
espèce  maintiendrait  la  vitesse  if  nulle,  et  les  deux 

vitesses  -7-  et  o)  égales  et  contraires.  Mais  la  ré- 
sistance de  Fair  trouble  cette  égalité  ;  le  frottement 
de  la  première  espèce  reparaît ,  et  le  concours  de 
ces  deux  forces  finit  par  réduire  le  mobile  à  l'état 
de  repos. 
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CHAPITRE  Vn. 

BU  CHOC  BBS  COUPS  BE  FOBME  QUELCONQUE. 

465.  La  position  et  Tétat  d'un  corps  solide  ea 
mouvement  y  $ont  complètement  déterminés  à  un 
instant  donnée  lors(|ue  Ton  connaît,  à  cet  instant , 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité ,  les  com* 
posantes  de  la  vitesse  de  ce  point ,  les  directions  des 
trois  axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  même 
point ,  et  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  autour  de  ces  trois  axes.  Si  ce  corps  est 
rencontré  par  un  autre  mobile,  pour  lequel  toutes 
ces  choses  soient  également  connues,  les  compo* 
santés  de  leurs  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
seront  changées  par  le  cboc ,  mais  non  pas  les  posi- 
tions de  leurs  centres  de  gravité,  ni  les  directioai 
de  leurs  axes  principaux  ;  car ,  quoique  le  cboc  ne 
soit  pas  instantané ,  cependant  la  durée  d^  ce  phé« 
nomène  est  toujours  assez  petite  pour  quW  puiifie 
faire  abstraction  du  déplacement  des  difierens  points 
des  deux  mobiles^  pendant  qu'il  s'accomplit,  et, 
par  conséquent ,  pour  qu'on  puisse  considérer  comme 
sensiblement  immobiles  leurs  centres  de  gravité  et  les 
points  des  deux  mobiles  qui  appartiennent  à  lenis 
axes  principaux.  I^e  problème  du  choc  des  corps 
aura  donc  pour  objet  de  déterminer,  en  grandeur  et 
en  direction ,  leurs  vitesses  de  translation  et  de  rota' 
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tion  après  le  choc,  au  moyen  de  ces  mêmes  quantités 
avant  le  cboc ,  et  d'après  la  forme  et  la  situation  rela- 
tives des  m<riiiles. 

Mous  allons  donner  la  solution  générale  de  ce  pro- 
blème, dans  les  deux  cas  extrêmes  où  les  mobiles 
sont  mous  et  dénués  d'élasticité ,  et  où  .ces  corps  sont 
au  contraire  parfaitement  élastiques. 

466.  Supposons  d'abord  que  les  mobiles  soient 
au  nombre  de  deux  ,  qu'ils  se  touchent  par  un  seul 
point ,  et  qu'ils  soient  entièrement;  libres.  Soient  M 
et  M'  leurs  masses  ,  G  et  G'  (  fig.  1 5  )  leurs  centres 
de  gravité ,  K  leur  point  de  contact ,  HKH'  la  nor« 
maie  à  leurs  surfieKres  en  ce  point.  Soient  aussi  Goc, 
C^p  Gz,  les  axes  principaux  de  M,  et  G'x\  G'f^ 
GV^  ceux  de  M'. 

Immédiatement  avant  le  choc,  désignons  par  u^ 
(^,  TV  ^  les  composantes  de  la  vitesse  de  ^G  suivant 
les  axes  Gx  ^  Gjr,  Gz  ;  appelons  en  même  temps  &  la 
vitesse  angulaire  de  M  autour  de  l'axe  instantané 
de  rota|ion|  passant  par  le  point  G,  et  p,q,  r,  les 
trois  coipposantes  de  cette  vitesse,  autour  des  mêmes 

axes  Gx ,'  Gjr,  Gz }  en  sorte  que  ^ ,  2,  ^ ,  soient  les 

cosinus  des  angles  que  Taxe  instantané  fait  avec  ces 
trois  droites  (  n*  407  )  »  et  qu^on  ait 

»•  =  />•  +  qr^  -f-  r*. 

Cela  étant  ^  si  x ,  y,  z,  sont  les  trois  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  M ,  rapportées  aux  axes 
Gx  ,  67",  Gz  y  les  composantes  de  sa  vitesse ,  paral- 
lèles à  ces  axes  et  provenant  de  la  rotation  du  mo- 
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hUe  {ra!^  ^iS)  seront  qz — ry,  rr — pz,  pf^^qxi 
par  conséquent ,  on  aura  celles  de  sa  vitesse  absolue , 
en  y  ajoutant  les  composantes  u,  ^y^  f  de'  la  vites^ 
du  point  G  ;  ce  qui  donne 

u  +  qz  —  /j,     if^-^-rûc — pz,     w-^pjr — qx. 

« 

Je  désigne  par  «^ ,  sf^,  w^ ,  p^,  q^,  r^ ,  ce  que  de- 
viennent u,  sfyW,  p^q,  r,  immédiatement  après  le 
choc.  En  observant  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  jr^  z,  ne  change  pas  sensiblement  de  posi- 
tion pendant  le  choc ,  les  trois  composantes  précé- 
dentes deviendront 

et  comme  les  axes  Go: ,  Gj-,  Gz ,  auxquels  elles  sont 
parallèles,  sont  aussi  supposés  immobiles  pendant 
le  choc ,  on  aura  les  vitesses  perdues  par  ce  point  sui- 
vant ces  axes ,  en  retranchant  ces  dernières  quantités 
des  précédentes.  Si  donc  on  désigne  par  dm  l'élément 
de  la  masse  M  qui  répond  aux  coordonnées  cc^j-^z, 
nous  aurons 

[«  —  "/  +  (?  —  îy>  —  (r  —  r;)r]dm, 
[^  —  ^,  +  (r  —  O)^—  (P  —  P,)i]dm, 
Iw  —  w,  +  (p  —  p;^—  (q^  q;)x]dm, 

pour  les  composantes  parallèles  à  Gx,  Gj-,  GZf  de  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  dm ,  pendant  la 
durée  du  choc. 

En  vertu  du  principe  général  de  la. Dynamique 
(n*  353  )  y  les  quantités  de  mouvement  ainsi  perdues 
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par  M  et  M'  devront  se  faire  équilibre;  et,  d'après 
ce  qu'on  a  tu  dans  le  n^  ^65,  on  formera  les  équations 
d'équilibre  de  ces  deux  corps  solides ,  appuyés  l'un 
contre  l'autre,  en  considérant  chacun  d'eux  isolément, 
après  avoir  joint  aux  forces  relatives  à  M ,  une  force 
inconnue  N,  dirigée  suivant  KlH ,  et  aux  forces  ap- 
pliquées à  M',  la  même  force  N  agissant  au  point  K 
suivant  KH'. 

Ces  forces  N,  dirigées  suivant  KH  et  KH',  seront 
les  quantités  de  mouvement  imprimées  par  le  choc 
aux  masses  M  et  M'  ;  et ,  avant  d'écrire  les  équations 
d'équilibre,  on  peut  remarquer  que  les  effets  du 
-choc,  qu'elles  serviront  à  déterminer,  seront  les 
mêmes,  pour  la  masse  M ,  par  exemple,  que  si  l'on 
appliquait  à  une  partie  arbitraire  ft  de  cette  masse , 
ayant  son  centre  de  gravité  sur  la  droite  KH,  une  vi- 
tesse k  parallèle  a  KH,  et  telle  que  l'on  eût  ;aA:=N  ; 
car  il  est  évident  que  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  de  jCt  serait  N ,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion :  la  percussion  exercée  sur  M,  suivant  KH,  équi- 
vaut donc  toujours,  comme  nous  Tavons  dit  dans  le 
n*455,  à  des  vitesses  égales,  imprimées,  parallèle- 
ment à  cette  normale  KH,  a  tous  les  points  d'une 
partie  de  M ,  qui  a  son  centre  de  gravité  sur  cette 
droite. 

467.  Cela  posé,  désignons  par  a,  6,  c,  les  trois 
coordonnées  de  K ,  rapportées  aux  axes  Gx,  G7-,  Gz, 
et  par  a,C ,  y,  les  angles  que  la  droite  KH  Êiit  avec 
des  parallèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  K  ;  les 
six  équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouve- 
ment perdues  par  tous  les  points  de  M ,  seront 
2.  '7 
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N  cos  «  +/[«  —  ",+  (?  —  ?>—('*— 0  J]*^ =o. 
N  cos  €  +f[y  —  \>,  +  (r  —  r,)x-^(p—p,)  z}dm =o, 

N  cos  >  +/[w— w,+(/'— i'J.r— (9— 9i)^3'*»=<»» 

N  (c  cos  A  — a  cos  7) 
+y[„  —  «^  4-  (?  —  ?/)«  —  (r—  0/-]zc&n 

N  (6  cos  7  —  ec<t&Q) 

les  intégralies  s'étendapt  à  la  masse  entière  M. 

A,  cause  que  le  point  G  est  le  centre  de  graTÎte 
de  M ,  et  que  Qx  y,  Gjr,  Gz,  sont  ses  axes  princi- 
paux, 00  a 

fxdmsszà,    fjrdm   =o,    fzdm   =o, 
fj-zdmzs^Of    fzxdms;=o,  fxydmz=iO. 

Désignons^  de  plus ,  par  A ,  B,  C,  les  momens  d'iner- 
tie 4e  M  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  de  sorte 
qu'on  ait 

A,=f{y^3f)dm,  1is=f{z^^x*)dm,  Csss/{x^.+^)dm. 

En  oH^rvant  que  fdm  =;:  M  ^  les  sî^k  équations  d'équi- 
Kbre  se  réduiroat  à 
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Ncosa  +  M(u  —  u,)  =  o, 
NcosC  +  M(p  —  pj  =  o, 
Ncos>  -4-  M(tv— w^)  =  0,  , 

N(acos^— .*cosct)4.C(r— r,)  =  o,  /  ^'^ 
N(cca8fl6  — flco$>)4-B(5f— ^^)i=dj 
N  (Â  C09  >  —  c  coft  C)  H-  A  (p-^p,)  sa  o. 

Par  rapport  à  M'  et  à  ses  axes  principaux  GV. 
^jf  G  2 ,  je  de'sîgnerai  les  quantités  qui  entrent  dans 
ces  équations  par  les  roêmes lettres,  avec  un  trait  su- 
périeur ;  en  sorte  que ,  par  exemple  y  a',  C,  y\  se- 
ront les  angles  que  fait  la  droite  KH'  avec  des  parais 
lèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  K,  et  que  a', 
h ,  c',  seront  les  coordonnées  de  ce  points  rapportées 
à  ces  mêmes  axes.  En  observant  que  la  grandeur  de 
N  doit  être  la  même  pour  les  deux  corps  M  et  M',  les 
équations  d'équilibre  des  quantités  de  'mouvement 
perdues  par  Miseront 

Ncosa'4-M'(a'--  tt/)=50^ 

Nc«ff'4-ar(/  ^  Oatro, 
Nc08y-f-M^(«/— iV^reô,  . 

»(fl'cos^  — i'costf')  +  C'(r'  — r;)  =  o,  ^    ^^^ 
N  (^  cos  tf'  —  a'  côs  >0  +  B'(/— 9/)  =i  o , 
N  (b'  cos  y  —  c'  cos  e')  +  A  V— p/)  =s  o. 

Outre  les  ddOM  iiic€mniiie&  u^^v^^w^^  u^y  (^/,  ^/, 

Pn  9/^  ^»  jP/'>  ?/>  ^/^  ^n*^  c<wrtïenoent  ce»  éeruiscf 
éqiiations.(i)  eli(a),  elles  reofermetit  encore  Vittcôt}^ 
Boe  N  ;  elles  seront  donc  en  ndfflbr^'  insuffisant  ^ponf 
détermiiief  €66  tr^2se  incotntties  3  et  il  J  fàudf«  jôlddi^ 

17.. 
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une  treizième  équation,  que  Ton  obtiendra  par  la 

considération  suivante ,  dans  le  cas  des  corps  dénués 

d'élasticité. 

468.  La  solution  du  problème  serait,  en  effet,  in- 
déterminée ,  si  Ton  considérait  les  deux  mobiles 
comme  absolument  durs ,  et  qu'on  fit  abstraction  de 
la  compression  qu'ils  éprouvent  pendant  la  durée  du 
choc.  Mais  en  ayant  égard  à  cette  compression ,  quel- 
que petite  qu'on  la  suppose,  on  conçoit  qu'elle  est 
due  à  ce  que  les  points  des  deux  mobiles,  par  les- 
quels ils  viennent  se  toucher,  n'ont  pas  la  même 
vitesse  suivant  la  normale  commune  à  leurs  sur- 
faces. A  raison  de  la  différence  des,  vitesses  normales 
de  ces  deux  points,  les  deux  corps  s'appuient  et  se 
compriment  graduellement  l'un  contre  l'autre;  en 
même  temps,  cette  différence  diminue  par  degrés 
infiniment  petits,  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  entièrement 
disparu  ;  et  quand  les  deux  mobiles  sont  dénués  d'é- 
lasticité, le  phénomène  du  choc  est  achevé  à  l'ins- 
tant où  cette  différence  est  devenue  nulle,  et  ces 
deux  corps  conservent  la  forme  qu'ils  ont  prise  à 
cet  instant  de  leur  plus  grande  compression.  C'est 
cette  égalité  des  vitesses  normales  des  deux  points 
de  contact,  à  la  fin  du  choc,  qui  fournit  la  trei- 
zième équation  demandée,  et  qui  fait  disparaître 
l'indétermination  du  problème. 

En  tant  que  le  point  K  appartient  au  corps  M , 
ses  coordonnées,  rapportées  aux  axes  Gx,  G^,  Gz, 
sont  a,  b,  c;  en  les  substituant  à  la  place  de  jr, 
jr,  z,  dans  les  formules  du  n"  466,  on  a,  immé- 
diatement après  le  choc,  u,^qfi  —  rj>^  •'.-+-  rja^^p  c. 
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fv,  •i-Pfb'^^qfl^  pour  les  composantes  de  ik  vitesse 
parallèles  à  ces  trois  axes  ;  et  comme  et ,  ^f  y^  sont 
les  angles  que  la  droite  KH  fait  avec  les  directions 
de  ces  composantes^  on  en  conclut 

(tt^  +  j^cr— r/)cosa+((^^H-r^a — p^c)cosC 

+ i^r^Pfi — ?/^)  ces  y, 

pour  la  vitesse  finale  de  ce  point  suivant  cette  droite. 
Si  l'on  considère  le  même  point  K  comme  lEaisant 
partie  du  corps  M%  sa  vitesse  après  le  choc,  sui- 
vant la  direction  KH',  sera 

(m/ + ç/c'—  r/b')  cos  a'  +  (u/  +  rfa'  --p/c')  cos  C 

+ K+f /'*  —  9/'^0  cos  >'.. 

Or,  pour  que,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse  nor«- 
maie  du  point  K  soit  la  même,  et  dirigée  dans  le 
même  sens ,  il  faudra  que  ces  deux  dernières  jquan*- 
titës  soient  égales  et  de  signe  contraire,  ou  que* 
leur  somme  soit  nulle;  par  conséquent,  on  aura 

-H^,  +r/i^p,c)cose+{^/+ry-p;c')cose'         \  (3) 
+(^,+Pi^—9i^)  cos>+(Tv/4-)t^/*'— î»os>'=o.  ) 

Les  équations  (i),  (a),  (5),  du  premier  degré, 
par  rapport  aux  inconnues  N,  u^,  p^,  etc.,  dtonne-^ 
ront ,  dans  chaque  cas  particulier ,  des  valeurs  en- 
tièrement déterminées  pour  ces  quantités,  qui  fe- 
ront connaître  l'état  des  deux  mobiles  après  le  choc, 
et  les  quantités  de  mouvement,  égales  et  contraires, 
que  la  percussion  leur  aura  imprimées  suivàht  I^ 
normale  commune  à  leurs  surfaces. 
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469.  Slaînt^aaat ,  ai  les  deux  corps  sent  éltstt-^ 
qw$  9  il  faudra  distinguer  trois  époques  sucoessives 
dî)n$  le  phénoinène  du  choc  :  la  première  répondra 
à  l'instant  où  les  deux  mobiles  commencent  à  se 
toucher  par  un  point  K  de  leurs  surfaces;  la  deuxième 
«sera  celle  de  leur  plus  grande  compression,  où  les 
vitesses  normales  du  point  K  seront  égales  et  dans 
le  roéme  sens  pour  ces  deux  corps;  la  troisième 
a^ro  la  fia  du  choc ,  où  les  deux  mobiles  se  sépa- 
rcrrant  l'un  de  l'autre ,  après  avoir  repris  exactement 
leurs  formes  primitives,  s'ils  sont  supposés  parfai- 
tement élastiques. 

Depuis  la  première  jusqu'à  la  seconde  époque,  le 
phénomène  est  le  même  que  si  les  deux  mobiles 
étaient  dénués  d'élasticité.  Ainsi,  Ton  déterminera, 
au  BMyen  des  équations  précédentes,  les  douze  com- 
posaii^  u^ ,  p^ ,  etc. ,  des  vitesses  de  translation  et 
de  rotation  des  mobiles  k  l'instant  de  leur  plus  grande 
compression,  et  la  quantité  de  mouvement  N  que 
chacun  des  deux  corps  aura  reçue ,  suivant  KH  pour 
M,  et  suivant  KH'  pour  M'.  Depuis  la  deuxième  épo- 
que jusqu'à  la  troisième ,  ces  deux  corps ,  en  revci- 
nant  à  leurs  formes  primitives,  recevront,  suivant 
ces  directions  >  une  nouvelle  quantité  de  mouvement, 
qui  s^ra  encore  égale  à  N,  dans  le  cas  d  une  parfaite 
él^ticité*  Par  conséquent,  cette  seconde  partie  du 
phénomène  devra  être  considérée  comme  une  se^ 
coode  percussion ,  identique  avec  la  première ,  mais 
exercée  sur  des  corps  aninom  des  vitesses  de  transla-- 
tjou  f t  de  rotation  qui  ont  lieu  à  la  fin  de  la  pne*"* 
mière  partie. 
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D'après  ce  principe^  coiifortâe  à  ce  qui  a  déjà  été 
exfdiqué  dans  le  n^  36o ,  si  l'oti  appelle ,  à  la  ti^oi- 
sième  époque^  U^  \,  W>  les  composantes  de  la  vitesse 
du  point  G,  suivant  les  axes  Gx,  Gjr,  Gz^  et  P,  , 
Q  y  R  ^  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  M 
autour  des  mêmes  axes,  on  aura ,  pour  déterminer  ces 
six  inconnues ,  les  six  équations 

N  cos  a  +  M  (a,  —  U  j  =s  o , 
Ncosff  +  M(\  —  V)  =  o,  . 

Ncos>  +  M(w^— W)  =  o, 
mÇacosC  —  î  cos  a)  4-  C  (r^  —  R)  s=z  o , 
N(ccosa  —  âcos>)  +  B(^,  —  Q)  ==  o, 
N  (6  cos  >  "—  ccos  C)  H7  A{p^  —  P)  =  o , 

qui  se  déduisent  des  équations  (i),  en  y  mettant  U, 
V,  W,  P,  Q,  R ,  à  la  place  de  i/,,  u,,  w^,  Pipqnr^f 
et  ces  dernières  quantités  au  lieu  deu,{f,w,p,q,r, 
et  en  conservant  la  quantité  N. 

Pour  faire  disparaître  les  inconnues  intermédiaires 

^/9  ^if  ^^é9  Pif  9^9  r^>  j'ajoute  chacune  de  ces  six 
équations  à  Téquation  (i)  qui  lui  correspond;  ce  qui 
donne 

^N  ces  a  +  M  (w  —  U)  =  o , 

^NcosC  H-  M(P  —  V)  =ss  o, 

:2Ncos>  +  M(w— W)  =  o,  .       . 

2N(acosff  —  ècosût)  4-  C(r  — •  R)  ss  o,  ^   ^^^ 

5N  (c  cos  <x  —  a  cos  >)  +  B  (9  —  Q)  =  o, 

iN(6cos>  —  ccosC)  +  A.(p  —  F)  s=  o. 

Ces  équations  (4)  sont  celles  de  l'équilibre  des 


264  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

quantités  de  mouvement  perd^e5  par  M  pendant  la 
durée  totale  du  choc^  jointes  à  la  quantité  de  mou- 
vement 2N  imprimée  à  cette  masse ,  suivant  la  di- 
rection KH ,  pendant  cette  même  percussion.  On  y 
mettra  pour  N  la  valeur  de  cette  inconnue ,  qu'on  ti- 
rera de  lequation  (5),  après  y.  avoir  substitué  les  va- 
leurs des  inconnues  u^^  s^^^  etc.,  11/,  (^/,  etc.,  données 
par  les  équations  (i)  et  (2).  Nous  nous  dispenserons 
d'écrire  ici  l'expression  générale  de  cette  quantité  N, 
qui  serait  très  compliquée/  et  dont  on  calculera,  sans 
difficulté  y   la  valeur  numérique ,  dans   chaque  cas 
particulier.  Si  les  deux  mobiles  n'étaient  pas  suppo- 
sés parfaitement  élastiques,  N  serait  moindre  dans 
la  seconde  partie  du  cboc  que  dans  la  pi^mière  ;  il 
faudrait  prendre  alors  pour  sa  valeur,  dans  la  seconde 
partie,  une  fraction  y*  de  sa  valeur,  déduite  des  équa- 
tions (i) ,  (3) ,  (5) ,  et  mettre  (i  •+-  y)  N  à  la  place  de 
jaN  dans  les  équations  (4)-  Cette  fraction  f  dépen- 
drait du  degré  d'élasticité  des  deux  mobiles ,  et  ne 
pourrait  se  déterminer  que  par  des  expériences  faites 
sur  des  corps  de  la  même  matière ,  dans  le  cas  le  plus 
simple ,  par  rapport  à  leur  forme  et  à  leur  mouvement 
primitif.  Nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  de 
l'élasticité  parfaite,  en  ol^servant,  toutefois,  que  la 
remarque  qui  termine  le  n""  466  a  également  lieu, 
quel  que  soit  le  degré  de  Télasticité. 

Quant  au  corps  M',  si  l'on  désigne,  à  la  fin  du 
choc ,  par  U',  V,  W,  les  composantes  de  la  vitesse 
de  G'  suivant  les  axes  GV,  G'/',  G'z',  et  par  F,  Q', 
R',  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  M' au- 
tour de  ces  axes,  on  aura  pour  déterminer  ces  six 


f 
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inconnues  des  équations  semblables  aux  équations  (4), 


savoir  : 


aNcosa^  +  M'Ctt'— U0=:o, 
aNcos^  +  M'fv;'  —  V0  =  o, 

aNcos/ +  M' (tv'— W')  =  o , 

3N(a'cose'  — i'cosaO  +  C'e^— R0=  o,  \   (^^ 
aN(c'cosa'  — fl'co8y)  +  B'(9'— Q')  =  o, 
aN(A'cos/-^c'co8^')+A'(/i'— P')  5=  o- 

Telle  est  donc  la  solution  complète  et  générale  du 
problème  du  choc,  dans  le  cas  de  deux  corps  entiè- 
rement libres,  dénués  de  toute  élasticité,  ou  parfais 
tement  élastiques. .On  Tétendra,  sans  difficulté,  au 
choc  simultané  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  mobiles;  nous  en  donnerons  plus  bas  un  exemple* 

470.  On  peut  conclure  des  équations  précédentes 
que  le  choc  des  corps  M  et  M'  n'altère  nullement 
les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravité  G  et  G',  pa- 
rallèlement au  plan  tangent  commun  en  K  à  leurs 
deux  surfaces. 

En  effet ,  par  le  point  G ,  menons  une  droite  pa- 
rallèle à  ce  plan ,  qui  fasse  des  angles  A ,  f^ ,  v ,  avec 
les  axes  Gx,  Cr;^,  Gjs;  cette  droite  étant  perpendicu- 
laire à  la  parallèle  à  KH,  menée  par  le  même  point  G, 
on  aura 

cosoLCOsA  +  CCS  ff  cos  ;t  +  ços  y  cosjr  ==0; 

et,  d'après  cela,  si  Ton  ajoute  les  trois  premières 
équations  (1)  ou  (4),  après  les  avoir  multipliées  par 
cos  A,  cos/x,  cos  K>  il  en  résultera 
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=Ucosx+Vcosjtt+Wcosi'  ; 

ce  qui  montre  que  la  vitesse  de  G,  suivant  une  direc- 
tion quelconque,  parallèle  au  plan  tangent  en  K,  sera 
la  même  avant  et  après  le  choc  des  corps  mous  ou 
élastiques*  Il  suffira  donc ,  pour  connaître ,  en  gran- 
deur et  en  direction  9  la  vitesse  finale  de  G,  de  déter- 
miner, dans  chaque  cas^  la  vitesse  de  ce  point  aprè^ 
le  choc,  parallèlement  à  la  normale  KH,  et  de  la 
composer  avec  la  vitesse  de  G  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  K,  qui  avait  lieu  auparavant,  et  qui  n'aura  pas 
changé  pendant  la  percussion.  La  même  chose  aura 
lieu  relativement  au  centre  de  gravité  G'  de  M'. 

En  ajoutant  les  trois  dernières  équations  (i)  ou  (4)  i 
après  les  avoir  multipliées  par  cos^,  cos  C,  coscc, 
il  vient 

Crcos  y4"  B?  CQsi+Ap  cosoL  .=  Cr^cos  y  +  Bq,  cos  C  +  kpjcos  m 

=  CR  cosy  +  BQcos  Q  -f-APcos  *. 

Or,  ces  trois  quantités  égales. sont  les  momens  {>ar 
rapport  à  Yaite  KH  (n®  4^9  )>  ^^^  quantités  de  mou- 
vement dont  sont  animés  tous  les  points  de  M,  avant 
le  choc,  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression,  à  la 
fin  du  choc;  d'où  il  résulte  que  la  percussion  ne  change 
rien  à  la  grandeur  de  ce  moment ,  pour  le  mobile  M, 
et,  de  même,  pour  le  mobile  M',  mous  ou  élastiques. 

47  !•  Appliquons  maintenant  à  difTérens  exemples 
les  équations  générales  que  nous  avons  obtenues. 

Supposons  d'abord  que  la  normale  KH  au  point  de 
contact  des  deux  mobiles,  passe  par  le  centre  de  gra^ 
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YÎté  G  de  M,  de  manière  qu'elle  soit  la  drofte  KGB 
(f]g.  16  y  D'après  la  signification  des  lettres  ct^ 
€  y  y ,  a,  b ,  c,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura,  dans 

ce  cas^ 

a  cos  S  :=:  b  cos  a  , 

ccosa  c=:  a  cos  y  ^ 
b  cos  y  ^=1  c  cos  €  ; 

alors  les  trois  dernières  équations  (1}  et  (4)  don- 
neront 

ce  qui  signifie  que  la  direction  de  Taxe  instantané  de  M 
et  la  vitesse  de  rotation  seront  les  mécnes  immédiate- 
ment avant  et  après  le  choc.  Donc^  toutes  les  fois  que 
la  normale  au  point  de  contact  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  l'un  des  deux  mobiles  mous  ou  élas- 
tiques, le  choc  ne  change  rien  au  mouvement  de 
rotation  de  celui-ci ,  et  n'influe  que  sur  son  mouve- 
ment de  translation. 

Si  la  mémç  normale  passe  aussi  par  le  centre  de 
gravité  G'  de  Wp  de  sorte  qu'on  ait  également 

a!  cos  €'  sis  b'  cos  a', 
c'cosa'  =  a' cos  y, 

b'  cosy  =s  c'  cos  €\ 

» 

les  vitesses  de  rotation  disparaîtront  de  l'équation  (3)  ^ 
qui  se  réduira  à 

u^  cos  a  +  i^^cos  ff  +  fv^  cos  y  +  u/  cos  «' 
4-  s^J  cos  ê'  +  w'  cosy'  =  0; 

mais  les  trois  premières  équations  (i)  et  (2)  donnent 
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N=M  [(m^ —  u)co&a  +(i'^  —  v)cosÇ  -Kwy — w')cos>il 

et  en  divisant  ces.  équations  par  M  et  M^  et  les  ajon- 
tant  ensuite  à  la  précédente ,  il  en  r&ulte 

=j|-  +  jj7+ï*cas  a.  +  i^cos  6  +  îvcos^  +  tt'cosa' 

+  /cos  ff'  +14/  cos  y  =  o. 

Or,  si  GL  et  G'U  sont  les  directions  de  6  et  G'  avant 
le  choc  et  0  et  0'  leurs  vitesses  Initiales ,  oa  aura 

OcosHGL  =  ttcosa  4-  ^cos^  +  tvcos^, 
G'cosH'G'L'  =  tt'cos^^a'+  i/cos&+  u^cosy, 

d'après  ce  que  les  lettres  n,  if,  w,€L,  6,  y,  i/,  f/  ,iv^, 
ad,  C,  y ,  représentent*  On  aura  donc 

^  _  .      MM^(9  cos  HGL+  fl^cosggL^) 

^^  —  ""  ''  W+W  ' 

pour  la  valeur  de  N ,  qui  devra  être  essentiellement 
positive  :  lorsqu'elle  sera  négative,  on  en  conclura 
qu'il  n'y  a  pas  de  choc  entre  les  deux  mobiles  M  et  M'. 
De  même ,  si  GZ  et  G' F  sont  les  directions  de  G 
et  G'  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression  des 
deux  mobiles ,  et  0^  et  0/  leurs  vitesses  au  même  ins- 
tant, on  aura  aussi 

0^  cos  HGZ  =  w^cos  CL  +  i/^cos  €  +  n^^cos  y, 
fi/cosH'G7'=  a'^cos  a'+  i^/cos  C  +  w;cos>'; 

et  de  ces  diverses  équations ,  on  conclut 

fi,cosHGZ=   g^^;-^5p , 

0'       H'G7'=    ^'^*  ^^^  Tl'&V—  M9 cos  HGL  f  ^7) 

'  M  -f-  M'  ^ 
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pour  les  composantes  des  vitesses  de  G  et  G'  suivant 
GH  et  GH' ,  à  Tinstant  que  nous  considérons.  Elles 
sont ,  comme  on  voit ,  égales  et  contraires  ;  d'où  il 
suit  qu'à  l'instant  de  la  plus  grande  compression , 
les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles  ont  la  même 
vitesse ,  en  grandeur  et  en  direction ,  suivant  la  nor-* 
maie  au  point  de  contact  K.  Dans  le  cas  des  corps 
mous ,  cette  vitesse  normale  sera  celle  qui  aura  lieu 
après  le  choc.  Lorsque  les  deux  mobiles  seront  par^ 
faitement  élastiques ,  on  aura 

9^  cos  HGZ  =  Ucosa  +  VcosC  H-  Wcos>, 
e/cosH'GT  =  U'cosa'+V'cos  €'  +  W'cosy  ; 

en  supposant  que  les  vitesses  0^  et  d/  et  les  direc- 
tions G/  et  G7'  se  rapportent  à  la  fin  du  choc.  Donc , 
en  vertu  des  trois  premières  équations  (4)  et  (5) ,  et 
de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  N ,  nous 
aurons 

A         «r.1         (M— M')9co8HGL— aM'6'cosH'G'L' 
fl.COsHGi  =  U+W^ '  .  ,g. 

B,cosHGr  = jf^p^j, , 

pour  les  composantes  des  vitesses  finales  de  G  et  G' 
suivant  les  directions  GH  et  G'H'. 

47 3  •  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux,  points  G 
et  G'  se  meuvent,  avant  le  choc,  sur  la  normale 
HKH',  leurs  vitesses  perpendiculaires  à  cette  droite 
seront  nulles ,  et  elles  le  seront  encore  après  le  choc  ; 
en  sorte  que  Ton  aura 

cos  HGL    =  db  I  y    cos  HG/  =  d=  i  , 
cos  ffGX'=:  ±  I ,     cos  HG/'=  =fc  I  , 
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selon  le  sens  de  leurs  directions ,  en  consid^rmi , 
dans  tous  les  cas,  les ritesses  A  y  6',  d^  >  fi/,  cooame  des 
quantités  positives. 

Se  G  et  G'  vont  dans  le  même  sens  avant  le  choc, 
par  exemple  y  de  H'  vers  H ,  l'angle  HGL  sera  zéro , 
et  Tangle  Yi!Qi\J  égal  à  denx.  droits  ;  en  vertu  des 
éqtudions  (7),  on  aura  donc 

cos HGZ=  I,  cosH'GT  =  —  i ,  ô^=  9/  =r  ^^^. 

Si ,  au  contraire ,  G  et  G'  vont  au-devant  l'un  de 
Fautre  avant  te  choc  »  de  manière  que  le  point  G  se 
meuve  de  H  vers  H%  et  le  point  G',  de  H'  vers  H , 
on  aura  cos  HGL  =  cos  H'G'L'  ss  —  i  ^  et  les  équa- 
tions (7)  donneront 

cosHG/==Fi,  cosffGT=±i,Ô^fl/=±?^^; 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  ayant  lieu  se- 
lon que  la  différence  Ma  —  M'0'  sera  positive  Ou 
négative.  On  appliquera  de  même  les  formules  (8)  à 
ces  deux  hypothèse». 

Ces  résultats  coïncident  avec  ceux  qu'on  a  obtenus 
dans  les  n®*  56 1  et  562 ,  relativement  au  choc  des 
corps  sphériques  et  homogènes  ;  mais  on  voit  de  plus 
qu'ils  sont  indépendans  de  la  forme  de  ces  corps  et 
de  leur  mouvement  de  rotation ,  et  qu'ils  supposent 
seulement  que  les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles 
se  meuvent ,  avant  le  choc  ^  sur  la  normale  au  point 
de  contact. 

475.  Sf  Ton  suppose  M^=:M,  les  éqtratkms  (8) 
deviennent 


DYNAMIQUE,  SECOMDE  PARTIE.  271 

S^cosHG/=:— ^cosH'G'U,  fl;cosH'G7'=~0cosHGl,, 

d'où  l'on  conclut  que  dans  le  choc  de  deux  corps 
parfaitement  élastiques  et  égaux  en  masses ,  les  cen- 
tres de  gravité  des  deux  mobiles  échangent  leurs 
vitesses  parallèles  à  la  normale  au  point  de  contact  ^ 
lorsque  cette  normale ,  commune  aux  deux  surfaces 
en  ce  point ,  passe  à  la  fois  |Mir  ces  deux  centres. 

Quand  le  point  G^  sera  en  repos  avant  le  chOc ,  en 
sorte  qu'on  ait  6'  =  o,  et  que  ,  de  plus^  la  masse  M ,  à 
raison  de  sa  densité ,  sera  très  petite  et  négligeable  par 
rapport  à  M'^  on  aura ,  eu  vertu  des  équations  (7) 

fl,  cos  HGi  =  o,     e/  cos  H'GT  =a  ^; 

en  sorte  que  les  centres  de  gravité  G  et  G'  de  deux 
corps  mous  n'auront ,  dans  ce  cas ,  aucune  vitesse 
normale  après  le  choc.  Mais,  en  vertu  des  équa- 
tions (8)  y  si  ces  corps  sont ,  au  contraire ,  parfaite- 
ment élastiques ,  on  aura 

fl/cosH'G'/'  =  o ,     G.cosHG/  =  —  Gcos  HGL  i 

ce  qui  monlre  que  le  centce  de  gravité  G'  ne  prandm 
aucune  vitesse»  et  que  G  prendra,  après  le  choc, 
une  vitesse  normale  ^ale  et  contraire^  à  cette  qnll 
^vait  aupajravant. 

0  est  aisé  d'en  conclure  que  le  centre  de  gnavîte  G 
sera  réfléchi  en  faisant  avec  la  normale  au  point  de 
contact  des  deux  mobiles  f  l'angle  de  réflexion  égal 
à  l'angle  d'incidence. 

En  effet,  prenons  sur  le  prolongement  de  GL 
(fig.  \j),  une  paiiîe  gG  pour  représenter,  avant  le 
choc  I  la  vitesse  de  G ,  qui  se  mouvra  de  g  vers  G  ;  soit 
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toujours  GH  la  normale  au  point  de  contact  des  deux 
mobiles  ,  laquelle  passe ,  par  hypothèse,  par  le  point 
G  ;  décomposons  la  vitesse  gG  en  deux  autres,  l'une 
aG,  dirigée  suivant  cette  normale,  et  l'autre  bG  paral- 
lèle au  plan  tangent  :  la  seconde  ne  sera  pas  changée  par 
le  choc ,  et  la  première  sera  changée  en  une  vitesse  cG 
égale  et  contraire  à  aG.  Donc ,  si  Ton  achève  le  rec- 
tangle Gbik ,  et  qu'on  prolonge  la  diagonale  Gcf  d'une 
quantité  Gl  =  Gd,  la  vitesse  du  point  G,  après 
le  choc ,  sera  Gl,  en  grandeur  et  en  direction  ;  par 
conséquent ,  l'angle  de  réflexion  HG/ ,  sera  égal 
à  l'angle  d'incidence  HGg,  et,  de  plus,  la  vitesse  du 
mobile  aura  la  même  grandeur  avant  et  après  le  choc. 
Ce  cas  est  celui  d'un  corps  élastique  qui  vient  rencon- 
trer un  obstacle  fixe ,  doué  également  d'une  parfaite 
élasticité. 

474*  Lorsque  les  mobiles  sont  des  sphères  homo- 
gènes, la  condition  que  la  normale  HKH'(fig.  16) 
passe  par  leurs  centres  de  gravité  G  et  G' ,  est  tou- 
jours remplie.  Par  conséquent ,  si  ces  corps  sont  par- 
faitement élastiques ,  ils  échangeront ,  en  se  cho- 
quant ,  leurs  vitesses  dans  le  sens  de  la  droite  qui  va 
d'un  centre  à  l'autre,  et  conserveront,  sans  altération, 
leurs  vitesses  perpendiculaifes  à  cette  droite;  et, 
quand  ils  viendront  frapper  un  obstacle  fixe  et  aussi 
parfaitement  élastique ,  ils  se  réfléchiront  en  faisant 
l'angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondé  le  jeu  de  bil^ 
lard;  mais  il  faut  observer  que  non-seulement  ils 
supposent  l'élasticité  parfaite  des  bandes  et  des  billes, 
mais  que  la  non- altération,  par  le  choc,  de  la  vitesse 
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des  tnobSes ,  soit  parallèlement  à  leur  plan  tangent 
commun,  soit  parallèlement  aux  bandes  qu'ils  ren- 
contrent ,  n'a  lieu  que  quand  on  fait  abstraction  du 
frottement  provenant  de  leur  rotation  et  du  glissement 
d'une  surface  sur  l'autre.  On  va  voir,  par  exemple , 
que  l'angle  de  réflexion  dépend  de  la  rotation  de  la 
bille,  et  qu'il  n'est  plus  égal  à  l'angle  d'incidence  , 
quand  on  tient  compte  du  frottement  de  la  bille 
contre  la  bande.  La  même  chose  a  lieu  dans  le  rico'^ 
chet  d'un  boulet  :  le  frottement  de  ce  projectile  contre 
le  terrein  et  sa  vitesse  de  rotation  influent  aussi  sur 
l'angle  de  réflexion ,  qui  peut  être,  pour  cette  raison , 
diflerent  de  1  angle  4'incidence. 

Cette  question  nous  fournira  J'occlsision  d'expli- 
quer comment  on  doit  avoir  égard  au  frottement  dans 
le  choc  des  corps ,  et  de  compléter  ce  que  nous  avons 
dit,  sur  ce  genre  de  résistances ,  dans  le  second  para- 
graphe du  chapitre  précédent.  Nous  allons  d'abord 
exposer  les  principes  qui  nous  guideront  dans  cette 
matière  délicate;  on  y  est  conduit  par  l'analogie; 
mais  3s  auraient  besoin ,  ainsi  que  les  conséquences 
qui  s'en  déduisent,  d'être  confirmés  par  des  expé- 
riences directes. 

475.  En  formant  les  équations  d'équilibre  des  quan- 
tités de  mouvement  perdues  dans  le  choc ,  par  les 
deux  masses  M  et  M',  nous  n'avons  point  tenu  compte 
des  quantités  de  mouvement  produites  par  les  poids 
de  ces  corps  pendant  la  durée  de  la  percussion ,  parce 
que  cette  durée  étant  très  petite,  ces  quantités,  qui 
lai  sont  proportionnelles ,  sont  aussi  très  petites ,  et 
peuvent  être  négligées  par  rapport  à  celles  que  les 
a.  18 
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in€l)iles  reeoiyent  de  leur  choc  mutuel.  Mais  i\  n'en 
est  pas  de  même /cpiti me  iious  l'ayons  déjà  retnar^ 
<pié  (n°  553) ,  à  1  egârd  du  frottement  qui  a  lieu  pen- 
dant le  choc ,  lorsque  les  surfaces  des  deux  mobiles 
«en  contact  glissent  l'une  sur  lautre.  Quoiqu'on  n'ait 
pas  fait  d'obseryations  sur  rintensitë  de  ce  frottement, 
oii  peut  supposer ,  par  induction ,  qu'il  suit*  les  lois 
généi^les  du  frottement  des  corps  soumis  à  des  pres- 
sions proprement  dites,  puisque  la  percussion  n'est 
autre  chose  qu'une  pression  d'une  très  grande  inten^ 
site,  exercée  pendant  un  temps  très  court.  On  peut 
donc  admettre  que  pendant  la  durée  du  choc  le 
frottement,  à  chaque  instant,  est  proportionnel  k  la 
grandeur  de  la  pression  normale,  qui  appuie,  à  cet 
instant  ^  les  deux  mobiles  l'un  contre  l'autre  ;  qu'il 
est  dirigé,  pour  chaque  mobile,  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  relative  dtt  glissement  de  ce  mc^ile 
sur  l'autre,  et  indépendant  de  la  grandeur  de  cette 
vitesse  ;  et  qu'il  disparaît ,  ou  devient  négligeable , 
quand  le  glissement  se  change  en  un  simple  rou-* 
lement. 

Or,  la  quantité  totale  de  mouvement  imprimée  k 
M  suivant  la  normale  KH  (iig.  i5),  a  été  repré- 
sentée par  N ,  quand  ces  deux  mobiles  sont  dénués 
d'élasticité,  ou  par  aN,  quand  ils  sont  parfaitement 
élastiques.  Si  donc,  pendant  toute  la  àuvée  du  choc, 
la  surface  de  M  glissd ,  dans  une  même  direction , 
sur  celle  de  M',  et  qu'on  appelle  Q  la  quantité  de 
mouvement  imprimée  à  M  par  le  frottement,  en 
sens  contraire  de  dette  direction,  on  aura  QsrÂiV, 
dans  le  cas  dès  corps  dénués  d'élasticité ,  et  Q  =  a/iN  > 
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dam  le  cas  des  corps  ptrfftitement  élastîqiies;  b 
ëtaitf  on  eoefBcient  qiû  ne  dép^ad  qae  de  la  na- 
ture dea  surfaces  de  M  et  M'^  au  point  de  contact 
E,  et  pour  lequel  on  pourra  prendre  celui  qui  a 
été  déterminé  par  lexpérience ,  relativement  à  des 
pressions  ordinaires  (n*  4^9)* 

Si  le  glissement  a  lieu  dans  un  sraisi  pendant  une 
partie  du  choc,  et  dans  le  sens  opposé  pendant 
l'antre  partie,  on  aur?i  Q  =  h(W  —  N"),  en 
désignant  par  N'  et  îi"  les  quantités  de  monvement 
produite^  piir  la  percuasiOA  pendant  ces  deux  par* 
ties  du  choc ,  de  sorte  que  N  ou  2N  soit  leur  somme 
N'4.N^  et  en  suppo^nt  N'>  N''.  Si,  à  U  fin  de 
la  première  partie»  le  glissement  se  change  en  uo 
simple  roulement ,  on  prendra  Q  zsa  bSi',  en  négli^ 
géant  le  frottement  de  la  seconde  espèce ,  qui  aura 
lieu  pendant  la  seconde  partie. 

En  appeUnt  Q'  ce  que  Q  devient  relativement  à 
M',  il  est  évident  que  Q^  sera ,  dans  tous  les  cas , 
une  quantité  de  mouvement  égale  et  directement 
opposée  à  Q  ;  car  la  pression  normale  que  M'  ex&cct 
sur  M  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est  de  même 
grandeur  que  celle  de  M  sur  M%  et  la  vitesse  relative 
du  glissement  de  M' sur  M  est  toujours^  égale  et  oon*- 
traire  à  celle  du  glissement  de  M  sur  M'. 

U  résulte  de  là  que  pour  former  les  équations  d'é- 
quilibre des  quantités  de  mouvement  perdues  pen- 
dant le  choc  par  le  corps  M,  en  ayant  égard  au 
frottement,  il  suffira  de  joindre  à  la  quantité  de 
mouvement  N  ou  aN,  imprimée  à  ce  mobile  suivant 
la  normale  KH ,  une  autre  quantité  de  mouvement 

18. 
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Q,  perpendiculaire  à  KH,  et  exprimëe  comme  on 
vient  de  le  dire  ;  et  qne  pour  obtenir,  en  même  temps, 
les  équations  relatives  à  M',  il  faudra  joindre  à  la 
quantité  àe  mouvement  N  ou  aN,  dirigée  suivant 
KH',  une  quantité  de  mouvement  Q'  égale  et  con- 
traire à  Q.  C'est  ce  que  nous  allons  faire ,  dans  le  cas 
du  choc  d'un  projectile  sphérique  et  homogène  contre 
un  obstacle  fixe. 

47^*  Pour  fixer  les  idées ,  je  supposerai  que  Fobs- 
tade  fixe  que  la  sphère  M  vient  frapper  est  un  plan 
horizontal ,  et  que  cette  sphère  tourne,  avant  le  choc^ 
autour  d'un  axe  horizontal ,  perpendiculaire  à  la  dh- 
rection  GH  de  son  centre  de  gravité.  La  figure  18  re- 
présente une  section  du  plan  fixe  et  de  M  par  ce  plan 
vertical.  Tout  étant  semblable  de  part  et  d'autre  de 
cette  section,  le  point  G  ne  s'écartera  point  de  ce  dernier 
plan  pendant  le  choc ,  M  continuera  de  tourner  au- 
tour du  diamètre  perpendiculaire  à  ce  même  plan , 
et  le  point  de  contact  K  glissera ,  pendant  cette  per- 
cussion, le  long  de  AB,  intersection  de  ce  plan  ver- 
tical et  du  plan  fixe. 

Immédiatement  avant  le  choc,  j'appelle  a  la  vitesse 
horizontale  de  G ,  dirigée  suivant  GD ,  b  sa  vitesse 
verticale,  dirigée  suivant  GK,  et  7  l'angle  d'incidence 
HGK ,  de  sorte  qu'on  ait 

Le  mobile  M  étant  supposé  parfaitement  élastique , 
ainsi,  que  Fobstade  fixe  qu'il  vient  frapper,  il  perdra 
d'abord  y  en  se  comprimant,  sa  quantité  de  monve- 
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ment  verticale  Mb;  puis  il  reprendra,  en  revenant  à 
sa  figure  primitive,  une  quantité  de  mouvement 
égale  et  contraire  ;  en  sorte  qu'après  le  choc ,  le 
centre  de  gravité  G  aura  une  vitesse  verticale  b ,  di- 
rigée suivant  le  prolongement  GE  de  GK*  Si  donc  on 
appelle,  à  cette  époque,  a'  sa  vitesse  horizontale,  di- 
rigée suivant  GD,  ou  en  sens  contraire ,  selon  qu^elie 
sera  positive  ou  négative;  que  GH'  soit  la  direction  de 
ce  point ,  et  qu'on  désigne  par  y  l'angle  de  -  re^ 
flexion  EGH',  on  aura 

*ang  y = j. 

La  droite  GH'  sera  située  a  gauche  de  la  verticale 
£K ,  comme  la  droite  GH ,  ou  à  droite  de  £K ,  selon 
que  la  quantité  af  sera  positive  ou  négative.  Pour  que 
l'angle  de  réflexion  soit  égal  à  l'angle  d'incidence ,  il 
faudra  que  cette  vitesse  i^  soit  positive  et  égale  à  a  ; 
la  difierence  y'^^y  de  ces  deux  angles  sera  toujours 
de  même  signe  que  a'  —  a  ;  et  le  point  G  rétrogra- 
dera quand  la  vitesse  a'  sera  négative. 

Soit  aussi  a  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  M 
avant  le  choc ,  bquelle  vitesse  sera  considérée  comme 
positive  ou  comme  négative ,  selon  qu'elle  aura  lieu 
dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  ^ ,  ou  dans  le  sens 
opposé.  Désignons  par  a'  ce  que  devient  cette  vitesse 
angulaire  après  le  choc.  Le  problème  consistera  à  dé-» 
terminer  les  valeurs  de  a'  et  a'  d'après  celles  de  a  et 
a.  Selon  que  la  vitesse  absolue  du  point  K  sera  posi^ 
tive  ou  négative,  c'est-à-dire,  dirigée  suivant  KA  ou 
suivant  KB,  pendant  une  partie  de  la  durée  du  chocj, 
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oa  pendant  sa  chirée  entière  >  la  solution  préseâflera 
dîfierenscas  distincte,  qne  nons  allons  emminer^ue-» 
cés$iveÉ!ient  dans  le  numéro  suivant. 

477-  ^^  isnpposerai^  en  premieir  lieu,  qne  la  tî- 
tesse  da  poixA  K  soit  {KMitiTe,  on  dirigée  suivant 
KA^  pendant  tonte. la  durée  du  <iioc.  -En  appelante 
le  rayon  ^K  de  M,  cette  vitesse  ^efa  a'^CôL  aa 
commencèknèM^  et  a!  -i*ca*  a  la 'fin;  de  sotte  que 
ces  deux  Quantités  devront  étt^e  positivés.  La  quan- 
tité totale  de  mouvement  imprimée  k  M  suivant  G&, 
soit  pendant  que  le  mobile  se  comprime ,  soit  pen- 
dant qu'il  revient  à  sa  figure  primitive ,  étant  égale 
à  2Mb,  la  quantité  de  mouvement  provenant  du  frot- 
temèftit,  et  dirigée  suivant  KB^^era  s^Mî^y  d'après  le 
n""  4v^i  ^r^oàaéqnent,  la  vitesse  horizontale  a'  du 
oeatM  de  gravité  6  après  le  ckoc,  sera  la  même  que 
si  la  masse  M  y  étsAt  réunie ,  et  que  les  quantités  de 
mouvement  Ma  et  ^hMh  y  fussent  appliquées ,  en 
sens  contraire  l'une  de  l'autre  ;  te  qui  donne 


«'  =  a  —  2hb. 


En  observant  que  |  Me*  est  le  numient  d'inerde  de 
M  par  rapport  à  son  axe  de  rotation ,  et  que  ^hMbc 
est  le  moment ,  par  rapport  au  même  axe  »  du  frot- 
tement dirigé  suivant  KB.,  on  verra  ^  sans  difficulté  » 
que  la  diminution  «  •—  a'  de  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  sera  déterminée  par  l'équation 

f  Mc*(a  —  a')  =  afMbc; 

d'où  l'on  tire 

Shb 


a! 


De  ces  yalears  de  a'  et  oJ^  il  réitéra 

a'  +  Cet'  =  /i  -|-  <?a  —  7^6  ; 

et  cette  quantité  a'  +  co'  devant  être  positive  dans 
le  cas  que  nous  examinons,  il  faudra  que  la  quantité 
a-^-ca^  aussi  positive,  soit  plus  grande  que  ^hb. 
Quand  cette  condition  aura  Iteu,  on  aura 

tang  >'==  r —  3ft  =  tang>  —  nh  , 

pour  déterminer  l'angle  de  réflexion  y'  d'après  Tangle 
d'incidence  y  et  le  coefficient  h. 

Si  la  vitesse  absolue  du  point  K  est  constamment 
négative,  ou  dirigée  suivant  KB,  4e  frottenest  sera 
dirigé  suivant  KÂ,  et  il  suffira  de  change  les  signes 
des  termes  multipljiés  par  h^  dans  les  formules  du 
cas  précédent ,  qui  deviendront 

a'  =  a+2hb,  a':Œa-j ,  taug^'=tang7+aA. 

Pour  que  ce  cas  ait  Ueu ,  il  faudra  que  la  vitesse  ini- 
tiale du  point  K  soit  en  sens  contraire  de  celle  de  G; 
ce  qui  suppose  que  la  rotation  primitive  ait  lieu  dans 
le  sens  opposé  k  celui  <]ui  est  indiqué  par  la  flèche  s^ 
A  cause  de 

(^  H-  caf  ==  fl  Ht?  cflt  -|-  jhb, 

il  faudra,  en  oviire,  que  celte  quandté  négative 
a^CA  l'emporte  sur  le  terme  positif  7 Ai.  Dans  ce 
second  cas,  l'angle  de  réflexion  surpassera  l'angle 
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d'incidence^  tandis  que  ^  dans  le  premier  cas ,  y*  était 
moindre  que  y. 

La  yitesse  du  point  K  étant  positive  au  commence- 
ment du  choc,  si  elle  devient  zéro  à  un  certain  ins* 
tant  de  sa  durée,  et  qu'elle  reste  ensuite  nulle  jusqu'à 
la  fin ,  on  prendra,  d'après  le  n^  4?^  >  ^M(  A  +  A') 
pour  l'effet  total  du  frottement ,  en  désignant  par  V 
la  vitesse  verticale  de  G  à  l'instant  dont  il  s'agit ,  et 
regardant  U  comme  une  quantité  négative  ou  posi* 
tive,  selon  que  cet  instant  arrivera  pendant  que  le 
mobile  se  comprime ,  ou  pendant  quH  revient  à  sa 
figure  primitive.  On  en  conclura,  comme  dans  le 
premier  cas, 

et ,  par  suite , 

tang>'  =  tang> J    \ 

Si  la  vitesse  du  point  K  est  zéro  dès  le  commence- 
ment du  choc,  on  aura  ^  =  —  b;  et  le  frottement 
étant  nul ,  ou  de  la  seconde  espèce ,  pendant  toute  la 
durée  de  la  percussion,  il  n'influera  pas  sur  les  va- 
leurs de  a\  et',  tang  y'.  Si  ^  au  contraire ,  la  vitesse  de 
K  ne  devient  nulle  qu'à  la  fin  du  choc,  on  aura 
&'  =s  & ,  et  ces  formules  coïncideront  avec  celles  du 
premier  cas.  Généralement,  la  valeur  de  b'  sera  in- 
connue ,  et  l'on  saura  seulement  qu'elle  ne  peut  pas 
dépasser  dab;  mais  comme  on  suppose  nulle  la  vi- 
tesse finale  du  point  K,  il  &udra  qu'on  ait 

ç!  -^çdf/  ^^a  +  cct  —  2  /i  (6  -(-  A')  =55  0  i 
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d'où  l'on  tire 

A(ô  +  6')  =  ^^^-f^^' 
et^  par  conséquent, 

^=— £:«  =  —— ,    tangy=:tâng>— -i-^^ 

La  yitesse  du  point  K  étant  positive  danft  une 
première  partie  du  choc,  si  elle  devient  négative 
dans  la  partie  suiviyite,  et  que  b'  soit  la  vitesse 
verticale,  positive  ou  négative,  de  G,  à  l'instant 
de  ce  changement  de  signe ,  les  quantités  de  mou- 
vement imprimées  à  M ,  suivant  la  direction  de  KG , 
seront  M  (6  -(-  V)  et  M  (&  —  V)  pendant  ces  deux 
parties  de  la  percussion.  D'après  le  n""  47^9  ^^  pren- 
dra donc  hiA{b  H-  V)  —  hM,{b  —  V)  pour  la  quantité 
totale  de  mouvement  produite  par  le  frottement  sui- 
vant la  direction  KB  ou  KA,  selon  qu'elle  sera  posi- 
tive ou  négative  ;  et  comme  cette  quantité  se  réduit 
à  2}Mb\  on  en  conclut  que  les  formules  relatives  à 
ce  quatrième  cas  se  déduiront  de  celles  du  premier  > 
en  y  mettant  b'  au  lieu  de  b.  On  y  changera  le  signe 
de  h,  comme  dans  le  second  cas ,  si  la  vitesse  de  K  a 
d'abord  été  négative,  pour  devenir  ensuite  positive. 
Mais  la  quantité  b'  n'étant  pas  donnée ,  ces  formules 
ne  feront  pas  connaître  la  diminution  ou  l'augmen-* 
tation  de  l'angle  de  réflexion,  et  Ton  saura  seulement 
que  l'une  ou  l'autre  est  moindre  que  dans  le  premier 
ou  le  second  cas.  .      ^ 

La  question  serait  encore  plus  compliquée,  si  le 
projectile  tournait  autour  d'un  axe  qui  ne  fût  pas 
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perpendicnlaire ,  comme  nous  Tavons  suppose,  au 
plan  vertical  dans  lequel  le  point  G  se  meut  ayant  le 
choc.  Le  frottement  ferait  alors  sortir  ce  point  de  son 
plan  ^ndant  la  percussion  ;  et  non  seulement  Tangfe 
de  réflexion  différerait  de  l'angle  d'incidence ,  mais 
encore  ces  d^ux  angles  tie  seraient  plus  compris  dans 
un  même  plan  yertical. 

4*7^*  MainCeiianty  pour  montrer,  indépendamment 
du  fioitemeftt ,  l'inAuenoe  du  choc  sur  le  monye- 
ment  de  rotfltion  ,  prenons  un  exemple  simple ,  dans 
lecpiel  la  normale  an  point  de  contact  des  deux 
mobiles,  qt^on  peut  regarder  comme  la  direction 
du  choc ,  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  de 
T'un  de  4ses  deux  oorps. 

Supposons  que  dans  le  choc  l'axe  instantané  de  ro* 
ttftion  de  M  coïncide  avec  l'un  des  axes  principaux 
qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité ,  par  exemple^ 
avec  l'axe  Gz  (fig.  i5)  ;  on  aura  alors  ^  =  o  et  ç  =  o* 
Supposons  aussi  que  le  point  K  et  la  normale  com- 
mune aux  deux  surfaces  en  ce  point,  soient  compris 
dans  le  plan  des  axes  Gx  et  Hj^  ;  ce  qui  rendra  nulles 
les4eux  quantités  c  et  cos  y.  En  disant 
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dans  les  deoic  dernières  équations  (i)  ou  (4)^  on  en 
eondiat  p^s^  o  et  ^^  ?=  o,  Ott  P  s=s  o  ert  Q  s:  o  ;  en 
sorte  ique ,  dans  les  deux  cas  d^s  corps  mous  et  des 
torps  élastiques ,  l'axe  de  rotation  cdincîdera  encore  ^ 
aigres  le  choc,  Airec  l'axe  Gz^  et  le  choc  changera 
seulement  la  vitesse  de  TOtatioa  sans  changer  Taoïa 
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instantané^  oonformëment  a  ce  que  nonsiamoiu  déjli 
vu  dans  le  n<»  ^5j. 

Prenons  pour  le  corps  AT  «ne  spbere  bonojgène» 
La  direction  du  choc  passera  par  son  centre  de  gra- 
vité ;  on  anni  donc,  conmie  dans  le  n'  47*  ^ 

a'cos6':=b'cosaf,  c'coset'=^afcoffy^,  b^çosy'=c^dosS^  ; 

en  ayant  agard  aux  siippo^ilions  précédentes^  Yéffaa* 
ûoa  (3)  se  réduira  à 

(acosC  —  ftcosa)r^+  u^cùsa  +  p^cos^ 
+  u/cosa'  -f-  v/cosf'  +  ïv/cos>'  =  o; 

et  9  en  la  combinant  avec  les  éifiiations  (6)j  xm  en 
déduit 

N  M 

g-  + lï7  +  (acosff — bcosei)r^  +  ucosa  +  (^cosC 


-^  i/cûsa'-4-  i^'cosf'  4-  ♦v'cosy  x=z  o^ 

Menons  par  le  point  K  des  parallèles  aux  directions 
des  vitesses  Q  et  6'  deiï  et  "G'  avant  le  clioc;  soient  ^ 
et  cT'les  angles  (pie  ces  parallèles  font  avec  KH  ;  nous 
aurons 

i£Cosa  +  ^cosf  =  GcoSdT, 

u'  cos  a'  +  i/cosf  '  +  w'cos  y  =  —  ô'  cos  J"'^ 

poar  les  composantes  «de  <0  et  d'  suivant  cette  partie 
de  la  normale  an  poist  K$  et  «n  éUminant  r^  au 
v^yen  de  la  qaatrième  équation  (i),  Téquation  pré* 
oédenie  dcv^ieDdm 

jg+ip  +  ^ g ^ HC^cosb  —  ècosfltjr 

+  GcoshT*- d'cosef' s  o; 
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d'où  l'oa  tire 

j^ MM'C[(&  cos  a — g  C08  C)r  -f-  y cos  Z^—  6  cos  ^] 

"  """       (M  +  M')C  4-  MM'(6 cos  «— «  cosC)*'      * 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  N^  les  trois  premières 
équations  (i)  ou  (4),  selon  que  les  mobiles  seront 
mous  ou  élastiques ,  feront  connaître  les  trois  com- 
posantes u^t  i^^f  tv^,  ou  D ,  V,  W,  de  la  vitesse  de  G 
après  le  choc,  et  les  trois  premières  équations  (i) 
ou  (5)  détermineront.  4e  même  celles  de  la  vitesse 
finale  de  G^  Quant  à  la  valeur  de  r^  ou  de  R ,  elle  se 
déduira  de  la  quatrième  équation  (i)  ou  (4)« 

La  quantité  N  doit  toujours  être  positive ,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué  ;  et  quand  sa  valeur  sera 
négative  y  il  n'y  aura  pas  de  choc  entre  les  deux 
mobiles.  Le  dénominateur  de  cette  valeur  est  positif, 
ainsi  que  le  facteur  MM'C  de  son  numérateur.  Les 
quantités  6  et  6^,  contenues  dans  l'autre  facteur,  sont 
aussi  positives;  les  quantités  a,  b,  cos  ol^  cosS, 
cos  J" ,  cos  J^\  pourront  être  positives  ou  négatives  ; 
et  leurs  signes  seront  donnés  dans  chaque  cas  parti- 
culier. .A  cause  de  pz=zo  et  q=sù,  r  sera ,  abstrac- 
tion faite  du  signe  ,  la  vitesse  de  rotation  avant  le 
choc.  Pour  savoir  le  signe  qu'on  devra  lui  donner 
dans  la  valeur  de  N,  je  considère  un  point  situé  sur 
l'axe  Gx ,  à  l'unité  de  distance  du  point  G  ;  la  vitesse 
de  ce  point ,  parallèlement  à  l'axe  Gj- »  sera  v^r 
avant  le  choc  (  n^  4^6  )  i  ^'^^  ^'^^  conclut  que  sa 
partie  r  devra  être  positive  ou  négative ,  selon  que  le 
mouvement  de  rotation  primitif  aura  eu  lieu,  de 
l'axe  G;r  vers  l'axe  Gy^  ou  de  Taxe  Gj'  vers  l'axe  Gx, 
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c'est-à-dire,  dans  le  sens  de  ]a  flèche  s  on  dans  le  sens 
opposé.  Après  le  choc,  la  rotation  aura  aussi  lieu  dans 
le  premier  sens  ou  dans  le  second ,  selon  que  la  valeur 
de  r,  ou  de  R  sera  positive  ou  négative. 

479.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  deux  corps 
M  et  M'  entièrement  libres  ;  mais  s'ils  sont  retenus 
par  un  point  ou  un  axe  fixe,  la  détermination  de  leurs 
mouvemens  après  le  choc  dépendra  toujours  des 
mêmes  principes ,  et  ne  différera  que  par  le  nombre 
des  équations  qu'on  aura  à  considérer. 

Far  exemple ,  si  le  mobile  M  est  retenu  par  un 
point  fixe  G,  les  trois  premières  équations  du  n*  467 
ne  seront  plus  nécessaires  pour  l'équilibre  de  M  et 
des  quantités  de  mouvement  perdues,  pendant  le 
choc ,  par  tous  les  points  de  ce  corps.  Ce  point  fixe  6 
ne  sera  pas  toujours ,  comme  précédemment ,  Iç 
centre  de  gravité  de  M,  et  les  intégn\esfxdm,/ydm, 
fzdm ,  ne  seront  plus  nulles  ;  mais  les  six  quantités 
u,  i^,  TV,  u^fi^ffW^f  seront  zéro;  et  en  prenant  pour 
Ox ,  Gtjr,  Gz ,  les  trois  axes  principaux  de  M  qui  se 
coupent  en  ce  point  G ,  les  trois  dernières  équations 
d'équilibre  se  réduiront  encore  à 

N(acosf  —  bcoset)  -f-  C(r  —  rj  =  o, 
N(ccosa  —  acosy)  -+•  B( j  —  q^)  =  o, 
T!i(bcosy  —  ccosè)  +  A(p —  p,)  =  o, 

comme  dans  le  numéro  cité.  En  y  joignant  les  six 
équations  (a)  relatives  au  corps  M',  que  je  conti- 
nuerai de  supposer  entièrement  libre,  et  l'équa- 
tion (5),  dans  laquelle  on  fera  21^=:  o,  (^,=0,  tv^=:o, 
on  aura  les  dixéquationsinécessaires  pour  déterminer 
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la  yalteur  de  N ,  et  ks  ixioaireiiiens  des  deux  corps 
après  le  choc  f  lorsqu'on  left  supposera  déooés  delaa^ 
Iktté^  Qnand  ils  seront  par&itemei»t  élastiques  ,  on 
remplacera  les  trois  équations  précédentes  par  les 
trois  dernièresi  équations  (4)f  et  l'on  fiera  ii$age  des 
équations  (5)  au  lieu  des  équations  (a). 

Si  le  corps  M  est  retenu  par  un  axe  fixe  G^  j  qui 
ne  sera  plus  un  axe  principal ,  la  quatrième  équation 
du  n^  4^7  sera  seule  nécessaire  ppur  lequilibre  de  N 
et  des  quantités  de  mouvemeat  perdMes  par  M, 
Comme  l'axe  de  rotation  coïncide  alors  ayec  Qz , 
ayant  et  après  le  choc^  on  aura  p=zOy  q^=iO, 
Py=90,  q,^==^o;  et  les  trois  composantes  de  la  vitesse  de 
G  étant  aussi  nulles^  cette  équation  se  réduira  encore  à 

N(aco8é  —  6cosa)  +  C(r  -f-  r^)  se  o; 

€  étant  toujours  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'axe  Gz*  On  la  remplacera  par 

2N(acosê  —  ôcosa)  -|-  C(r  —  R)  =  o, 

lorsque  les  deux  mobiles  seront  parfaitement  élas-* 
tiques  ;  et  en  y  joignant  l'équation  (3)  et  cellea  qui 
répondent  au  corps  M' ,  on  aura  toutes  les  équations 
nécessaires  pour  déterminer  N  et  les  mouyemen$  des 
deux  mobiles  après  le  choc. 

480.  Au  lieu  de  deux  corps  seulement,  si  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  de  mobiles  se  choquent 
simultanément,  on  formera  les  équations  d'équi- 
libre des  quantités  de  mouvement  perdues,  dans 
le  choc,  par  chacun  de  ces  corps,  en  le  consi«* 
dérant  isolément ,  après  avoir  joint  aux  quantités 
de  mouvement  perdues  par  tous  ses  points,  d'au-* 
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très  forcés  inconnues  N  i  If  '  y.  N'V  etc* ,  ^ipfiqti^  âax 
points  de  contact  «de  ce  corps  avec  tons  lesantvea^ 
et  dirigées,  de  dehors  en  dedans^  suivant  la  normale  à 
sa  surface.  Four  tous  les  mobiles^  cas  £onrots  inconnues 
seront  en  même  nombre  que  les  points  de  contact 
de  ces  corps;  car  elles  représenteront  des  quantités 
de  rnouYcment  égales  et  contraires  poor  les  denx 
mobiles  qni  se  touchent  en  chaque  point.  Mais^  k 
l'instant  de  la  plus  grande  compression  ^  c  est«à«»dire , 
à  la  fin  du  choc  des  corps  dénaés  d élasticité,  Fé-» 
quation  (3)  aura  lieu  pour  chaque  point  de  contact) 
d  où  il  résulte  qu'on  aura  toujours  un  nombre  suffit' 
sant  d'équations,  pour  déterminer,  à  cet  instant, 
l'état  de  tons  les  mobiles,  et  les  valeurs  de  N,  N^, 
N'',  etc.  Quand  les  mobiles  seront  parfaitement  élas* 
tiques ,  on  obtiendra  la  solution  du  problème,*  pour 
chacun  d'eux  séparément  ^  par  la  considération  em- 
ployée dans  le  n""  469* 

48 1.  Pour  donner  un  exemple  simple  de  cetle 
solution  générale ,  soient  M ,  M',  /u  ^  les  masses  de 
trois  sphères  homogènes ,  dont  les  centres  sont  G , 
G',  C(fig.  19).  Supposons  que  )ct  soit  en  repos  avant 
le  choc ,  et  que  cette  sphère  soit  frappée  simultané- 
ment par  M  et  M' y  qui  la  touchent  aux  points  K 
et  K'.  Si  M  et  M'  ont  un  mouvement  de  rotation 
avant  le  choc ,  il  ne  sera  pas  changé  par  le  choc  ; 
etjx  n'en  prenant  aucun  pendant  cette  percussion ,  on 
aura  seulement  à  déterminer,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, les  vitesses  de  G,  G',  C,  après  le  choc , 
au  moyen  des  vitesses  et  des  directions  de  G  et  G" 
auparavant. 
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Désigoow  donc ,  ayant  le  choc,  par  a,  b  ,c ,  les 
composantes  de  la  vitesse  de  G,  parallèles  à  trois 
axes  fixes  et  rectangulaires,  Oo:,  Ojr,  Oz,  et  par  a'p 
Vy  c\  les  composantes  de  la  vitesse  de  G',  parallèles 
aux  mêmes  axes.  Représentons  par  u^VjW^  m£^  c/  fv% 
ce  que  deviennent  ces  six  composantes  à  l'instant  de 
la  plus  grande  compression ,  et  par  u^^  9^^  w^ ,  les 
cofnposanfces  suivant  les  mêmes  axes ,  de  là  vitesse  de 
G  à  cet  instant.  Soient  aussi  a,  C ,  y ,  les  angles 
compris  entre  le  rayon  KG  et  des  parallèles  aux 
axes  Ox,  Ojr,  Oz,  menées  par  le  point  K,  et  a\  C, 
y\  les  angles  que  fait  le  rayon  K'C  avec  des  parallèles 
à  ces  axes,  menées  par  le  point  K'.  Appelons,  à  l'ins- 
tant dont  il  s'agit,  N  la  quantité  de  mouvement  com* 
muniquée  à  ft  par  M  suivant  KG,  ou  à  M  par  fc  sui-* 
vaut  KG ,  et  N'  celle  qui  est  communiquée  a  {â  par  M' 
suivant  K'C ,  ou  à  M'  par  jm  suivant  K'G'.  Les  neuf 
équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouvement 
perdues,  et  des  forces  N  et  N' ,  qu'il  suffira  de  con- 
sidérer, seront 

M  (a  —  tt)  —  N  cos  ot  =  o , 
M  (6  —  «;)  —  N  cos  Ç  =  o , 
M(c  —  w)  —  Ncos>  =  o, 

M'(a'— a')  —  N'cos  «'=  o, 
^^(i'  —  i;')  ~  N'cos  ff'  =  o  ,  \  (a) 
M{c'  —w')  —  N'cos  >'=  o  , 
N  cos  a  +  N'  cos  a'  —  fiu^  =s  o  , 
Ncosff-4-N'cosff' — lULif^  =  o  , 
Ncos5.+  N'cos>' — f*^/==  o, 
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en  observant  que  KG  et  KG'  sont  les  prolongemens 
de  KC  et  K'C. 

'  L'équation  (3) ,  appliquée  aux  points  K  et  K',  don- 
nera ,  en  même  temps , 

UjCOSet  -f-l'^COsC  +  W^COSy  =  Il  C08 et  +  C^COSC  -f-  tf  008  y,  1     , 

ii^co8flt'+  ♦'^cosr-4-  w^cosy'=  «'cosflt'-(-/cosC+  M^coBy;}     ' 

et  l'on  aura ,  de  cette  manière ,  les  onze  équations 
nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  les  onze 
inconnues  N,  N',  f^;  p,  etc. 

.    Si  nous  faisons 

cos  «  cos  a  +  cos  ^  cos  ^'  +  cos  y  cos  y'  =s  cos  ^, 
a  cos  a  -h  b  cos  S  +  c  co^y  =  A:, 
a'  cos  flt'  H-  &'  cos  €'  +  c'  cos  y'  =s  A^, 

J^  sera  Fangle  GCG^,  et  A:  et  //  repr^nteront  les  vi- 
tesses primitives  de  G  et  G'  suivant  GK  et  GK^  En 
observant  que 

COS^lH-COS^S+COS»7=I,    C08*«'-|-C0S»C'-+-C08'>'=51, 

les  équations  (a)  donneront 

ttcos«H-<^cos64"^  ^^y  ^^^  *  "^  M^ 

i/cosa'+  <;'co»6^+  w^cosy=:  k' ~  -jj>, 

tt^COStt  +  V^COSb   +  W^COS^^  = , 

»/    .                    /         N'+Nco8* 
u^  COS  a  +  i^^  cos  b'  +  w^  cos  y  = ^^;; ; 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (b)  deviendront 
2  »9 
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Mfik  =  ly  (M  +  y)  4^ 'W'M  cos  J^, 
d'où  l'on  tîf e 

^  —  (M  +  /*)  (M' +  A*)  —  MVI' cos»  <r' 
y  (M+  ^)  M>  —  ^M^r^coa  J-  ^ 
'     ^^  —  (M  +  fé)  (M'-t-  /«)  —  MM'cosV  ' 

valeurs  qui  devront  toujours  être  des  quantités  po- 
sitives. Après  qu'dn  les  aura  substituées  dans  lès  équa- 
tions (a),  on  en  déduira  ioiniédi^temenl  les  valeurs 
des  neuf  composantes  u,  9,  etc. ,  desf  vitesses  dé  G, 
Q',  Cy  qui  auront  lieu  à  la  fin  du  choc,  loi*sque  les 
trois  mobiles  sêrbniÉ  ilénués  d'élàstîaté. 

S'ils  sont,  au  contraire,  parfaitement  élastiques , 
et  qu'on  désigne,  à  la  fin  du  choc  simiillAné  de  ces 
trois  corps ,  par  U ,  V,  W,  les  composantes  de  la  vi- 
tesse de  G,  p?r  U^  y^'Vit',  telles  delà  vitesse  dé  G'; 
par'C)',V^/W/,cellfecfeMâ  vitesse  C,  on  aura,  par 
la  considération  déjà  employée  dans  le  n^  ^6qj  ces 
peuf  équêtîolïii  : 

M  (m  —  U)  —  N  cosct  =  o, 
M(<;  —  V)  —  N  cosC  =  o, 

M(fV-r-W)    —   N   C08J/   =   O^ 

'  iSiV  — Ù')  —  N' cosct' =  o, 

M'(P'  TT-V')  —  N'cosf'.rr:  o, 

Mf(K/— W)  —  N' cos y'=:  o, 
Ncosà-fiN'.oos*-  +  jii(w^  —  UJ  =  o, 
^  cosC  ^N'  cos€'  +  filv^  —  VJ  =  o, 
Ncos>4-N'coèy+;i(iv;_W^)=  o. 

En  ajoujtant  chacune  d'^ellps  à  celle  quir  lui  correspond 
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parmi  les  équations  (à) ,  il  vient 

M  (a  —  U)  —  2N  cos  a  =  o , 

M(6  —  V)  —  aN  cos  C  =  o, 

M(c  — W)  —  :2N  cos  y  i=z  o, 

M'(a^  — UO  —  ^N'cos  a'=  o, 
M'(6'  — V)  —  ^iN'cos  ff'=  o, 
MYc'  —  WO  —  ^iN'cos  >'  =  o , 

2NCOS  a  +  ^N'cos  a' — /jlJ]^  =  o , 
aNeos  €  +  aN'cos  C —  ftV,  =  o , 
aN  cos  5<  4-  aW'cos  y —  /* W^=  o  ; 

et  il  ne  restera  plus  qu^à  substituer  dans  ces  dernières 
éqaatibns  les  valeurs  précédentes  ide  N  et  îi\  pour  en 
déduire  ensuite  immédiatement  les  valeurs  des  neuf 
încodnues  V,  V,  W,  U^  V,  W^  U„  V  ,  W,. 

Les  vitesses  finales  des  points  G,  G^,  C,  seraient 
encore  les  m^mes ,  si  les  chocs  de  M  et  de  M' contre 
fji,  au  lieu  d'être  simultanés^  se  succédaient  à  un 
très  petit  intervalle  de  temps  ^  de  sorte  que  ces  trois 
points  ne  se  fussent  pas  sensiblement  déplaces  pen- 
dant ce  temps  très  court.  Les  durées  très  courtes 
des  'deux  chocs  ^  simultanés  ou  successifs ,  peuvent 
aussi  !4tre  inégales,  et  Finstant  de  la  jdus  grande 
compression  n  être  pas  le  même  aux  points  K  et  K'. 


19- 
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CHAPITRE  VIII. 


EXEMPLES  DU  MOUVEMENT  D'UN  COllPS  IPLEXDLE* 


§  l*'.  P^ibrations  dune  corde  flexible. 

4da.  Soit  ÂlVlB  (fîg.  !2o)  une  corde  parfaitement 
flexible  y  très  peu  extensible,  homogène  et  partout 
de  la  même  épaisseur ,  tendue  suivant  sa  longueur 
par  une  force  équivalente  à  un  poids  donné  9 ,  et 
attachée  par  ses  deux  extrémités  à  des  points  fixes  A 
et  B.  On  néglige  son  poids  par  rapport  à  9;  et  on  la 
regarde,  par  conséquent,  comme  rectiligne  dans  son 
état  d'équilibre.  Cela  étant,  supposons  qu'on  Técarte 
un  tant  soit  peu  de  cette  direction,  et  qu'on  im- 
prime de  petites  vitesses  à  tous  ses  points;  cette  corde 
oscillera  de  part  et  d^autrè  de  la  droite  AMB;  ejt  il 
s'agit  de  déterminer,  à  un  instant  quelconque,  sa 
position  et  les  vitesses  de  ses  diiférens  points. 

Au  bout  du  temps  quelconque  t^  supposons  que 
cette  corde  forme  la  courbe  AM 'B,  plane  ou  à  double 
courbure ,  dans  laquelle  M'  est  la  position  qu'a  prise 
le  point  quelconque  M.  Soit  P  la  projection  de  M' 
sur  la  droite  AMB;  faisons 

AM  =  X ,       AP  =  jc  +  «  ;  ' 
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et  représentons  par  y  et  z  les  deux  autres  àoordon- 
nées  de  W,  perpendiculaires  entre  elles  à  l'àxe  AB. 
Les  déplacemeus  des  points  de  la  corde  étant  suppo- 
sa très  petits^  les  variables  u,jr^  z,  seront  aussi  très 
petites,  et  la  question  consistera  à  déterminer  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  x  et  t. 

Appelons  ils  l'élément  différentiel  de  la  courbe 
AM'B ,  qui  répond  au  point  M^,  et  e  la  densité  de  la 
corde  en  ce  point,  multipliée  par  l'aire  de  la  section* 
perpendiculaire  à  sa  longueur  en  ce  même  point,  de 
sorte  que  eds  soit  l'élément  de  sa  masse.  Dans  Tétat 
d'équilibre ,  les  élémens  de  cette  masse  sont  propor^ 
tionnels  aux  longueurs,  puisque  la  corde  est  homo- 
gène et  d'une  épaisseur  constante;  la  longueur  de 
l'élément  qui  répond  au  point  M  est  dûc;  sa  masse  sera 

donc  ^-j  f  en  appelant  p  et  l  le  poids  et  la  longueur 

de  la  corde  entière,  et  g  la  gravité;  et  comme  la 
masse  de  cet  élément  ne  doit  pas  changer  pendaixi  le 
mouvement,  on  aura  constamment 

7  pdx 

Si  cet  élément  ids  était  sollicité  par  une  force  mo- 
trice  donnée,  dont  les  composantes  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées  fussent  représentées  par  Xe^ , 
Xids ,  Tàids ,  les  composantes  suivant  ces  axes ,  de  la 
force  perdue  pendant  l'instant  dt ,  seraient 

par  conséquent,  pour  avoir  lés  équations  d'équilibre 
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de  ces  forcer,  qui  fieront:  celles  do  mouvement  de  la 

corde  ^  il  faudrait  mettre 

« 

'*'"~'3F'       ^'^W       ^~"1F» 

à  la  place  de  X,  Y^  2^  d^ns  les  équations  (i)  du 
n""  agS ,  et  j  substitiier  pour  éds  sa  valent  précé- 
dente. Or,  les  quantité$  X,  Y,  Z,  étant  nulles ,  par 
hypothèse,  il  en  résulte 

^-        A         ~  gl  dl-  ^^^ 

^T-  —  £-  —dx- 


T  étant  la  tension  de  l'élément  €e&,  et  en  .observant 
que  x^ue&t  Tabscisse  du  point  M' auquel  ces  équa- 
tions répondent.  Elles  ne  sont  intégrables  que  quand 
on  les  a  réduites  à  la  forme  linéaire,  par  la  con- 
sidération du  peu  d'étendue  des  vibrations  de  la 
corde. 

483.  L'élément  de  la  longueur  de  la  corde  étant  da: 
dans  l'état  d'équilibre  et  étant  devenu  ds  dans  l'état 
de  mouvement ,  et  les  tensions  qu'il  éprouve ,  dans 
œs  deux  états,  ayant  <zr  et  T  pour  mesures,  leur 
différence  T  —  «o-  devra  être  proportionnelle  au 
rapport  de  son  extension  ds  -— »  dx  à  sa  longueur 
primitive  dx  (n^  288)  ;  on  aura  donc 

dx         ' 
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9  étant  un  poids  constant  et  dème^  i{iii\dëpenén4le 
la-  mati^  et  de  l'épaÎMenr  de  la  oôrde.  D'ailleurs  ; 

on  a  ^  •'^    il** i .  t4  '.  ' 


'    .      /< 


de  plus,  si  non-seulement  les  points  de  lacoui;']beÂJtf'B| 
mais  aussi  les  directions  de,se§  tan|;entes,  s'écartent  peu 

de  la  droite  AMB ,  les  quantités  7-  ^t  ^  seront  de 

très  petites  fractions  ;  en  négligeant  leurs  carrés  ^  il 
en  résultera  donc 

et  si  Ton  néglige  également  les  produits  ;r  -r-  ^^ 


dx  dx 

d"  S  ^  ^^^  équations  (1)  deyiendront 

d'il ^dHi'    dy ^dy      d'«  _    .^       f\ 

de~^  a?'     dF""^   dr\^    Â'  —  ^  do:*'    W 

où  Ton  a  £iit,  pour  abréger^ 

P  P 

Les  variables  u,  jr^z,  étant  séparées  dans  ces  équa- 
tions (:i),  on  en  conclut  que  les  vibrations  de  la 
corde  y  parallèles  aux  axes  de  XfJ',  z,  seront  indé- 
pendantes entre  elles,  et  coexisteront  ensemble,  sans 
s'influenoer  mutuellementr.OjA.yoit,  de  pljii^^.qae  les 
vibration^  transy$rsales  seront  les  mémesi  dai^  le 
sens  des  y  et  dans  le  sens  des  z  \  en  sorte  qu'il  suffira 
de  considérer  les  premières  ;  par  exemple.  Quant  aux 
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vibrations  longitudinales ^  nous  voyons  aossi,  en  oodk 
parant  la  première  des  équations  (a)  à  Tune  des  deux 
dernières^  qu'elles  suivront  les  mêmes  lois  que  les 
autres ,  dont  elles  ne  différeront  que  par  la  grandeur 
du  coefficient  a*,  qui  surpassera  a^  dans  le  rapport 
de  q  k  ^. 

484-  L'équation  aux  différences  partielles  du  second 
CNrdre 


a  pour  intégrale  complète 

jr=f{x+at)^Y(x'-at);      (5) 

y  et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  En 
effet  ^  quelle  que  soit  une  fonction  %|/^  on  a 

d^  {x  ±  at)        ^,       dJ,  (*  —  ^) 


di dx         ' 

S  **         dx'         ' 

d'où  l'on  conclut 

<^'r—„^à'f{x  +  at)  d*V{x-at)  _ 

et  comme  on  a  aussi 

d*j  __   <t'/(x  +  at)  d*¥{x—at) 

dx*  <fr*  "**  dt*         * 


•  • 


ces  valeurs  rendent  identique  Téquation  donnée. 
Si  le  temps  t  est  compté-à  partir  de  l'origine  du 

mouvement,  et  qu'on  regarde  a,  ou  y/— i 


comme 
P 
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une  quantité  positive ,  x  +  at  sera  une  quantité  po- 
sitive pendant  tonte  la  durée  du  mouvement,  et 
x.''^at  une  quantité  négative,  ou  une  quantité  po** 
sitive  et  moindre  que  /•  Si  donc  on  désigne  par  ^ 
une  variable  positive,  il  suffira,  pour  pouvoir  faire 
usage  de  la  formule  (3) ,  de  connaître  les  valeurs  de 
fX  et  F(— Ç) ,  depuis  Ç=o  jusqu'à  Ç =00  ,  et  celles 
de  FÇ ,  depuis  ^  =  o  jusqu'à  Ç  =  /.  Or ,  on*  détermi- 
nera, comme  on  va  le  voir,  ces  valeurs  de  /l^  et 
F  (db  Ç) ,  par  la  condition  de  Timmobilité  des  pointn 
A  et  B  pendant  tout  le  mouvement ,  combinée  avec 
l'état  initial  de  la  corde* 

485*.  Supposons  qu'on  ait,  à  l'origine  du  mou- 
vement ,    , 

ces  deux  fonctions  ^x  et  ^'x  seront  nulles  pour  x=lo 
et  pour  ar  =  /,  et  données,  depuis  x  =  q  jusqu'à 
x=zl^  par  la  figure  initiale  de  la  corde  et  d'après 
les  vitesses  imprimées,  à  cette  époque ,  à  ses  différens 
points.  En  faisant  ^  =  o  dans  la  formule  (3)  et  dans 
sa  différentielle  p^r  rapport  à  ^,  on  aura 

(px=fx  +  ¥x,       (p'x^a^J^—a'^i 

et  si  l'on  fait 

-f^^xdx  =  4>x  ^ 

et  qu'on  mette  Ç  au  lieu  de  j? ,  on  en  déduira 

y^  =  i<pc  +  i«ç,  n  =  i'PK  -  7*^  (4) 


29S  TRAITÉ  DE  HÉGAKIQUE:     : 

La  fonction  A^i eontiendr»  une.oowtiialé'  ârbitruve; 
mais  il  est  évident  qu'elle  dispaialtm  idas»^a  .fotw 
mule  (3),  qui  se  composé  de  làiisomme  des  Valeurs 
de/i^  et  Fl^y  relatives  à  detix  valcfnrs  diflfërenles  de^; 
On  peut  donc  .faire, abstraction  dé  oei^e.àMistante^ 
et  supposer,  |K>ur  fixer  lès, idées,  spie  Ibu  libacitioo 
itÇ  s'évanouisse,  'quan|d^  Ç^=?o.  i^jës  équations^  (4i 
feront  alors  cpnnaltre  les  valeurs  de/'^elîF^'/^iiiais 
seulement  depuis  Ç 3=  x>.  Jusqu'à  (  es  Z,  ipuisqvc  les 
fonctions  ^^  et  ^Ç  ne  sont  données  que  dans  cet^in- 
tervalle.  •.,!•/    ^'>.  : 

Les  points  A  et  B  étant  fixes,  il  fiBÎudrà'qùè.lei 
valeurs  dejr  qui  répondent  à  or  =  o  et  x  =  I ,.  soîisnt 
constamment  nulles.  En*  faisant  atz=Ç,  oà  aura 
donc,  d'après  l'équation  (5), 

yÇ  +  F(-Ç)  =  o, /(i+o  +  F(/-0  =  o,(5) 

pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  positive  Ç« 

En  vertu  de  la  première  de  ces  deux,  équations^ 
les  valeurs  de  FC  -—  ^  )  seront  égales  et  dç  signe,  çon^ 
traire  à  celles  de  /l^f  Si  l'on  met  dans  la  seconde 
équation  (5) ,  /H-Ç"  à  la  place  de  Ç,  et  qu'on  la  re- 
tranche ensuite  de  la  première ,  il  vient 

ce  qui  fera  connaître  yç,  depuis  ^=0,  jusqu'il 
Ç=oo,  quand  cette  fonction  aura^été  déterminée, 
depuis  C=  o  jusqu'à  Ç  =  2L  Enfin,  en  supposant 
Ç  <  Z ,  et  mettant  l  —  ^  à  la  place  de  Ç ,  dans  la  se- 
conde équation  (5) ,  on  a 
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Par  conséquent,  les  tuleois  iie  /(  2/^-^  Ç  ) ,  depuis 
(  ;:;=.o  juaqu'à  Ç  ssZ»  oa,  ce  qui  est  la  même  chose ^ 
celles  de  y^  depuis  !^=i.l  jusqu'à  Çts^al,  seront 
connues ,  d'après  les  valeurs  de  FÇ  ^  depuis  ^  =  o 
jusqu  a  .Ç  =;= /. 

.,  Ainsi  y  les  valeurs.de/^l  et  F^  étant  données  par 
les  équations. (4)  ,  .depuis  Çtsiq  jusqu'à  2^ 2s/,  les 
équations  (5)  détermineront  celles  def(l+^)  et  de 
F(TrÇ),.dep\iis  2^  =  o  jusqu'à  C  s=s 00^  On  con- 
naîtra donc  toutes  lès  valeurs  de  ces  deux  fonctions , 
d'où  dépendent  celles  dé  yr ,  pour  tous  les  points  de 
la  corde  et  à  un  instant  quelconque  du  mouve- 
ment. Les  valeurs  correspondantes  de  -^  fit  ^  ,-  et, 

par  suite,  celles  de  ^,  seront  aussi  connues;  et  les 

valeurs  de  z  et  ^  s'obtiendront  de  la  méipe  xuânière* 

Par  conséquent,  on  connaîtra  la  figure  de  la  corde, 
et  les  vitesses  transversales  de  tous  ses  points  à  un 
instant  quelconque  ;  ce  qui  est  la  solution  complète 
du  problème,  en  ce  qui  concerne  le  mouvement 
de  la  corde  y  perpendiculairement  à  sa  direction  na- 
turelle. > 
Il  n'y  a  rien ,  dans  la  question ,  qui  puisse  servir  à 

déterminer  les  valeurs  de  /{-^K)*  ^^^  P^"*  m^^ 
celles  de  F^,  qui  repondraient  à  Ç>>Z;  de  sorte  que 
ces  parties  des  deux  fonctions  arbitraires  v  dont 
l'usage  de  la  formule  (3)  n'exige  pas  la  connaissance , 
resteront  tout-à-fait  indéterminées. 

4^*  ^o\xT  connaître  la  valeur  de  jr  qui  résultera 
des  équations  (5),  (4),  (5),  je  considérerai  successi- 
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vemeot ,  la  partie  de  cette  valeur  provenant  de  la 
figure  initiale  de  la  corde ,  ou  de  la  fonction  (px ,  et 
celle  quji  provient  des  vitesses  initiales  de  ses  diffé* 
rens  points,  ou  de  la  fonction  (p'jc. 

i"*.  A  l'origine  du  mouvement,  soit  ACB  (fîg.  21  ) 
la  projection  donnée  de  la  corde  sur  le  plan  des  x 
eijr^  de  sorte  qu'en  pi^nant  sur  AB  la  partie  AD=ar, 
Tordonnée  correspondante  DC  soit  Çx.  Après  avoir 
prolongé  AB ,  je  trace  la  courbe  BC'A^  p  égale  a  ACB, 
mais  inversement  placée,  de  manière  que,  si  Ton  prend 
BD'  s  BD ,  l'ordonnée  IVC  soit  égale  et  de  signe 
contraire  à  DC.Sur  les  deux  prolongemensde  AA',  je 
répète  indéfiniment  la  courbe  ACBC'A^  ;  en  sorte  que 
A'C"B'C'''A"  soit  la  position  que  prendrait  ACBC'A', 
si  cette  courbe  glissait  parallèlement  à  l'axe  des  x , 
jusqu'à  ce  que  A  vint  en  A'  et  A'  en  A",  et  que 
•  AC^B^C,^A,  soit  la,  position  de  A'C'BCA ,  après  avoir 
glissé  de  même  jusqu'à  ce  que  A'  vint  en  A  et  A  en  A^  ; 
et  de  même  au-delà  de  A''  et  de  A^.  Cela  fait ,  si  l'on 
prend  deux  abscisses 

AE  =  jcr  -f-  rtf ,     AE'  =  X  —  at, 

dont  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative ,  et 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  EF  et  ET', 
positives  ou  négatives ,  leur  demi-somme 

i(EF  +  ET')^ 

sera  la  partie  de  j^  dépendante  de  la  figure  initiale  de 
la  corde. 

2**.  Supposons  que  les  ordonnées  de  la  courbe  ACB, 
au  lieu  d'être  les  déplacemens  primitifs  des  points  de 
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la  corde ,  représentent  mainteDant  leurs  vitesses  ini- 
tiales, divisées  par  a;  en  sorte  qu'en  prenant  AD=:x^ 

^^  I 

on  ait  DC  =  -  (ù*x.  Traçons  une  autre  courbe  AGH 

(fig.  :i2),  telle  qu'à  l'abscisse  AD  =  x  réponde  l'or- 

donnée  DG  =  -  f^^xdx  =  <i>x.  L'intégrale  com- 
mençant avec  Xy  et  la  fonction  (^*x  étant  aussi  nulle  y 
quand  or  =  o ,  cette  courbe  touchera  l'axe  des  x  au 
point  A.  Si  l'on  prend  AB  =  /,  et  que  BH  soit 
l'ordonnée  correspondante ,  on  aura 

BH  =  i  f\(p'xdx, 

et  la  tangente  en  H  sera  parallèle  à  i'axe  des  ab^ 
cisses,  à  cause  que  l'on  a  ^'x  —  Q  y  quand  a:  =  /.  Je 
trace  la  courbe  HCA^  égale  à  ACH,  et  placée  de 
manière  qu'en  prenant  BD'  =BD ,  on  ait  D'C'=DC  ; 
puis  je  répète  indéfiniment  la  courbe  ACHCA',  sur 
les  deux  prolongemens  de  AA',  comme  dans  la  cons- 
truction précédente  ;  et  cela  fait ,  si  l'on  prend  deux 
abscisses 

AK  =  ar  +  a/ ,     AK'  z=z  X  —  at  y 

dont  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative  ^  et 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  KL  et  K'L'^ 
positives  ou  négatives ,  on  aura 

i(KL-K'I/), 

» 

pour  la  partie  de  y  qui  résulte  des  vitesses  initiales 
des  points  de  la  corde. 
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La  valeur  complets  de  y  sera  donc 

\r  =  KEF  +  ET)  +  KKL  -  K'L');    («) 

et  la  même  construction  donnera  la  valeur  corres- 
pondante de  ■^.  En  effet,  on  a 

rf.EF_     rf.EF        rf.E^F  _  rf.E'F 

■"S  **     rf*     '  *""**<&:» 

rf.KL_     d.KL        rf.K'L'  _  rf.K'L' 

•  » 

on  aura  donc 

^  _  tfMEF  _  \d.^'r\        a/d.KL         d.ErU\ 
di'^lL\dx  dx    J'^  !^\  djB     '^      dx    J' 

Or,  M  Ton  mène  par  la  pointe  F,  F^  L,  L'  (fig.  ai 
et  22),  les  tangentes  F/,  F/^,  Ll,  W,  et  les  droites  Fx, 
Fx,  La:,  Uo? ,  parallèles  à  Taxe  des  x  et  dirigées  dans 
le  sens  des  x  positives ,  on  aura  aussi 

^:^tang^F/,    ^  =  tang  ^F'y' , 

-^  =  tang  JcU,       '       ■  =  tang  xUP; 

il  en  résultera  donc 

f  =  ?(tonga:F/-tangxF/),     j 
H-  -  (tang  xLl  +  tang  xl/t);     \ 

formule  dans  laquelle  les  angles  seront  toujours 
aigus,  mais  positifs  ou  négatifs;  ce  que  la  figure' in- 
diquera pour  chacun  des  points  F,  P,  tî,  L^ 
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On  construira  de  lâ  même  manière  les  valeurs 
,  dz 

de  z  et  2-' 

487.  IPresolte  de  la  construction  des  courbes  reprë- 
soitees  par  les  figures  2 1  et  22 ,  que  quand  le  produit 

â< augmente  de  2I,  Fordonnée^  et  la  vitesse  —,  ex* 

priaiiiëes  par,  ïes  formules  (a)  et  (b) ,  reprennent  les 
vâleiïrs  qu^elles    avaient    auparavant.  Il  en   est  de 

même  à  1  égard  des   valeurs  de  z  et  -j-.  Par  con* 

séqnent  9  la  corde  revient  au  même  état,  pour 
sk  ^mne  et  pour  les  vitesses  transversales  de  tous 
ifes  points  9'  au  bout  dé  chaque  intervalle  de  temps 

égaî  a  — .  Bans  le  vide ,  et  en  supposant  les  points 


«     M' 


A  €^t  B  rigoureusement  fixes ^  la  corde  exécute- 
rait donc  une  suite  indéfinie  de  petites  oscillations 

dont  la  doille.  serait  — .^  pour,  chaque  oscillation  en- 

tîcrevralléé  et  le  retour 'compris.  Mais  la  résistance 
ffë  ràir^  et«la  cfônimttriidation  d'une  partie  du  raôuve- 
îHentaéMl  ébhlë  à  ses  pdints  extrêmes  A  et  B  , 
àffitlBli&ent  graduellement  les  kmplitudëis  dé  ses  os- 
dUàfiiins,  étrfitiisséni'par  le^  anéantir,  saris  altérer  sen- 
siblement risochronismè  i'rémltat  semblable  à  celui 
que  èo'us  a  preseùfé'lë  moùvéménf  du  pendule  dans 
Fair  (n*  190),  et  que  jé*inê' contente  d^indiquer 
comme  une  conséquence  de  l'analyse ,  confirmée  par 
l'obs^Mfition.  "  f    .    I 

Si  donc  on  désigne  par  T  la  durée  d'une  vibration 
ou  osciUation  entière  de  la  corde,  et  par  n  le  nombre 
débHrHnaftions  cnit  auront  lieu  dans  l'unité  de  temps» 
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oq  aura 

Le  ton  d'une  corde  sonore  est  d'autant  plus  ëleyë 
jqu'elle  fait  un  plus  grand  nombre  de  vibrations  ea 
un  temps  donné;  il  est  donc  déterminé  par  le  nom- 
bre n ,  lequel  est,  comme  .on  voit,  indépendant  dç 
la  grandeur  des  amplitudes ,  supposées  très  petites. 
Pour  une  même  corde ,  ce  nombre  est  proportionnel 
à  -la  racine  carrée  de  la  tension  cb*  ;.pour  deux  cordes 
d'une  même  matière  et  d'une  même  ;épaisaeiir ,  le 
poids  p  est  proportionnel  à  la  longueur  l,  et  le 
nombre  n,  k  tension  égale,  en  raison  inyersè^e  cette 
longueur;  enfin,  pour  deux  cordes  de  même  lon- 
gueur et  également  tendues,  n  est  en  raison  inverse 
des  racines  carrées  de  leur  poids.  Ces  différentes  lois 
ont  été  confirmées  depuis  long-temps  par  l'expérience. 
Toi^tefois  il  y  a  des  cas  dont  nous  parlerons  bientôt, 
où  la  corde  ,  à  raison  de  son  état  initial ,  se  divise 
en  parties  égales ,  jointes  par  des  points  qui  demeu- 
rent immobiles  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment; ce  qui  élève  le  ton  proportionnellement  au 
pombrede  ces  parties. aliquotes. 
^  Si  les  points  de  la  corde  n'ont  pas  de  vitesses  ini- 
tiales*,, ^  on  aura  simplement 

jr  =  1  EF  +  iE'F' ,  I  =  ?(tangxF/-^tàngxFy> 

En  considécant  avec  .attention  la  forme  de  la  coarbe 
représentée  par  la  figure  :2i,  on  verra  qne  tontes  les 
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fois  que  nf  sera  un  multiple  quelconque  de  If  la  titesse 

•^  sera  nulle ,  et  la  corcle  reprendra  la  même  figure , 

mais  située  dans  ^  des  pûstfions  alternativement  in- 
verses l'une  de  l'autre.  ACB  (fig<  2i5)  étant  sa  figure  p 
quand  ^  =»  0|  ce  sera  encore  sa  figure  et  sa  position  ^ 
quand  ai  sera  un  multiple  pair  de  /;  mais  lorsque  at 
sera  un  multiple  impair  de  /,  la  corde  prendra  la 
position  inverse  ACB ,  telle  qu'en  faisant  AD'sss  BD , 
Oa  ait  VC  tss  —  DC.  Dans  Ces  deux  positions  ex- 
trêmes ACB  et  ACB,  les  vitesses  transversales  de 
tous  les  points  de  la  corde  seront  zéro  ;  et  la  corde 
emploiera  le  temps  ^T  d'une  demi -vibration,  à 
passer  de  l'une  à  l'autre. 

483.  En  général ,  les  parties  des  lijgnes  que  repré* 
«entent  les  figures  ai  et  21  ne  sont  pas  les  prolon«^ 
gemens  analytiques  Tune  de  l'autre  ;  ces  lignes  for- 
ment des  omtrbes  discontinues  f  c'est  ««à-»  dire,  des 
courbes  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  assujettis  à 
la  méine  équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée;  mais, 
aux  points  de  jonction  A^,  B^,  A,  B>  A',  B'y  etc. 
(%•  2r),A„  H,,  A,  H,  A',  IT,  etc.  (fig- m), 
de  deux  portions  différentes ,  la  tangente  est  toujours 
commune  aux  deux  parties  adjacentes.  La  courbe 
rdative  à  la  forme  initiale  de  la  corde  ^  et  celle  qui 
représente  la  lot  des  vitesses  imprimées  à  tous  ses 
poinAs  f  peuvent  aussi  être  des  coui4>es  discontinues, 
pourvu  qu'en  chacmi  des  pointe  où  leur  forme 
diange,  la  tangente  reste  néanmoins  la  même  pour 
les  deux  parties  adjracentes. 

Cette  Mstrictîon  est  fondée  sur  ce  que  par  leur 
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nature ,  la  force  accélératrice  d'un  poiat  matériel  et 
là  vitesse  dont  il  est  animé  ,  sont  toujours  des  quan- 
tités finies,  existantes  et  mesurables;  en  sorte  que, 
dans  les  problèmes  de  Dynamique,  les  fonctions 
du  temps  qui  expriment  les  vitesses  et  les  forces 
accélératrices  'des  différens  points  d'un  mobile ,  ne 
doivent  jamais  devenir  infinies.  Ici ,  la  condition  re- 
lative aux  vitesses  est  remplie  ;  car  les  vitesses  trans- 
versales s'expriment  par  la  formule  (b),  au  moyen 
des  tangentes  de  certains  angles ,  multipliées  par  la 
constante  a;  et  par  hypothèse,  ces  angles i^e  s'élèvent 
jamais  à  go**,  et  sont,  au  contraire,  toujours  très  petits. 
Quant  aux  forces  accélératrices ,  elles  deviendraient 
infinies,  dans  les  points  oii  deux  portions  de  la  corde 
se  couperaient  sous  un  angle  fini,  et  ces  forces  croî- 
traient sans  limite,  près  de  semblables  points  de 

jonction. 

En  effet,  soient  m  et  m'  (fig.  20)  deux  points  de 
la  corde ,  très  rapprochés  de  M' ,  et  dont  nous  ren- 
drons ensuite  les  distances  à  ce  point  infiniment 
petites.  Considérons,  à  un  instant  quelconque,  les 
forces  qui  agissent  sur  la  portion.  mM'mf  de  la  corde, 
c'est-à-dire,  les  tensions  qui  ont  lieu  à  ses  extré^ 
mités  ,  et  sont  dirigées  suivant  les  parties  mh  et  m'h' 
des  tangentes  en  m  et  m'.  Représentons  ces  tensions 
par  H  et  H' ,  et  par  fi  la  masse  de  mWm\  Pour  que 
la  force  accélératrice,  parallèle  à  ÂB ,  de  cette  petite 
masse,  ne  devienne  pas  infinie,  quand  ^t  sera  infi- 
niment petite ,  il  faudra  que  la  différence  H— -H'  soit 
très  petite  et  au  moins  proportionnelle  à  /et.  De  plus, 
les  composantes  de  H  et  H'  perpendiculaires  à  AB 
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€t  parallèles  à  Taxe  des^,  seront  H  C^  et  H']^  |, 

en  substituant  ^  à  ^ ,  comme  dans  le  n**  4^5  ,  et 

désignant  par  (-^\  et  [^  j  les  valeurs  de  ^  qui  ré- 
pondent à  /12  et  m!.  La  force  motrice  qui  tire  ft  vers 
ÂB^  aura  alors  pour  valeur 

«(Î)-H'K]- 

Pour  que  la  force  accélératrice  correspondante  ne 
soit  pas  extrêmement  grande,  et  ne  devienne  pas 
infinie,  quand  la  masse /i*  sera  infiniment  petite ,  il 
sera  donc  nécessaire  que  cette  difiërence  soit  aussi  très 
petite  9  et  au  moins  proportionnelle  àfi;  et  comme 
les  quantités  H  et  H'  différent  déjà  très  peu  Tune 
de  l'autre ,  il  faudra  qu'il  en  soit  de  même  à  l'égard 

de  Cf)  et  j  ^  I  »  dont  la  difierence  devra  être  infi- 
niment petite,  quand  les  points  m  et  m!  seront  in^- 
niment  rapprochés  de  M^  Donc,  en  aucun  endroit 
de  la  corde  et  à  aucun  instant,  les  tangentes  mh 
'  et  m'h'y  en  deux  points  infiniment  voisins  ,  ne  pour- 
ront se  couper  sous  un  angle  fini  ;  ce  qu'il  s'agissait 
de  faire  voir. 

Cette  conclusion  aura  encore  lieu,  lorsque  la  corde 
sera  composée  de  deux  parties  de  matières  diffé- 
rentes :  k  leur  point  de  jonction ,  l'ordonnée j-  et  son 

coefficient  différentiel  ^  devront  avoir  constamment 
une  même  valeur  pour  ces  deux  parties;  ce  qui  four- 


20.. 


3o8  TRAITE  DE  MÉCANIQUE. 

nira,  oQmme  la  fixité  des  points  extrêmes»  des 
équations  indispensables  pour  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires ,  et  sans  lesquelles  la  solnticm  du 
problèn(i^  serait  indéternoinee  (^). 

48g.  D'AIembert  a  résolu  le  premier  le  problème 
des  CQrdas  vibrantes;  la  solution  qu'il  en  a  donnée 
est  celle  qu'on  vient  d'exposer ,  et  qui  est  fondée 
sur  l'intégration,   sous  forme  finie,   de  l'équation 

~  =  a'  ^  ;  mais  au  moyen  de   la  formule   (a) 

du  «i*  $^5^  Q»  peut  aussi  résoudre  celte  question 
d'une  wXr^  manière. 

Qualles  que  soient  les  fonctions  données  f  a?  et  ^'x, 
pourvu  qu'elles  soirat  nulles ,  quand  ^  =s  o  et  quand 
xua  If  on  a,  d^près  la  formule  citée, 

^'ar  =  J  2  {f*  sin  ^  <p'x^dx^)  sin  ^,     J  ^"^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  j?=;o  jusque 
xzszl  inclusivement,  c'est-à-dire,  pour  toute  la  lon- 
gueur de  la  corde  ;  i  étant  un  nombre  entier  et  po- 
sitif, et  les  caractéristiques  S  indiquant  des  wmaes 
qui  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  de  />  depuis  is=i 
jusqu'à  f  =x  00  .  D'un  autre  côté ,  toute  expression 
telle  que 


(♦)   Vojez,  pour  cette  solution,  Je  Journal  de  V École 
Pafyteehmiçue,  XVlIi*  cahier,  page  44s. 
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f  zin  (AmtOM  +  Bcoscia<)sin(aa:  +  €),     (5) 

satisfait,  comme  il  est  facile  de  le  vérifiefr,  à  l'é* 
qnation  doouée 

ApB,€i^C,  étant  des  cotistantes  orUfa^fift.  l)'â^i^ 
cela  I  ii  Ton  prend 

+  ^^\Jo   sm-pÇ)V^')jsm-^sin-^,) 

cette  valeur  dé  j^  satisfera  à  toutes  les  conditions  du 
problème >  et  en  renfermera,  conâé^iiemment ,  la 
solution. 

En  effet ,  chacun  des  fermes  des  somnkes  Z  sati^ 
fera  séparément  à  Téquation  (c);  par  conséquent, 
ces  sommes  y  satisferont  aussi ,  puisque  cette  équa- 
tioa  est  linéaire.  Si  l'on  fait  xt=:0  ou  ;£r  3=  /  aaùs 
h  formule  (d) ,  on  a  j^=±±o,  quel  que  soit  t;  ce  qui 
tetnplit  la  condition  de  la  fixité  des  pointa  extrêmes 
de  la  cordcf.  Enfiti ,  la  formule  (d)  donne 

f^\\     sm-y  ^jc ctr'^J ism -j- sm -y  ;  j 

et  si  l'on  fait  /sko  dans  ces  valeurs  de  j*  et  -^ ,  elles 
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deviennent  ^x  et  (p'x,  en  yertu  de  l'équation  (a);  ce 
qui  Satisfait  à  Tétat  initial  de  la  corde,  dans  toute  sa 
généralité. 

Cette  autre  solution  du  problème  est  due  à  Lagrânge, 
qui  a  aussi  fait  voir  qu  elle  coïncide  avec  celle  de 
D^Âlembert. 

Avant  Lagrange ,  D.  Bernouilli  avait  déjà  résolu 
le  problème  des  cordes  vibrantes ,  en  prenant  pour 
jr  une  valeur  composée  de  termes  compris  dans  la 
formule  (b) ,  et  i^ssujettis  à  devenir  nuls,  quel  que 
soit  t,  pour  a:  s=  o  et  pour  a:=^ly  c'est-à-dire,  au 
moyen  de  l'expression 


29ra: 


A  sm  -7  +  B  cos  yj  sm  -j- 

+  (A  sm  -y-  +  Bxos  —j-j  sm  -j 

+  (A"sin  ^  +B"cos  ^  sin  ?î? , 
etc.. 


(f) 


dans  laquelle  A,  A',  A",  etc.^  B,  B%  B",  etc.,  sont 
des  constantes  arbitraires.  Il  manquait  à  cette  solu- 
tion, pour  être  complète,  la  détermination  de  ces 
coefScieus,  d'après  un  état  initial  de  la  corde,  donné 
arbitrairement  ;  ce  qui  était ,  sous  le  rapport  de  l'a- 
nalyse ,  la  difficulté  principale  de  la  question  :  cette 
formule  (J*)  suffisait,  d'ailleurs,  pour  faire  connaître 
les  différens  modes  de  vibrations  transversales  des 
cordes  sonores ,  et  les  lois  de  ces  vibrations. 

490.  Les  formules  (d)  et  (é)  mettent  en  évidence 
les  lois  du  mouvement  de  la  corde  vibrante,  que  l'on 
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a  énoncées  dans  le  a*  4^7  ;  elles  montrent  aussi  que 
le  ton  peut  quelquefois  s'élever^  comme  ou  la  dit 
dans  ce  numéro ,  et  le  nombre  n  des  vibrations  dans 
lunité  de  temps,  devenir  un  multiple  de  sa  valeur 
générale  y  sans  que  la  tension  de  la  corde  ait  été 
changée. 

En  effets  supposons  que  les  valeurs  d^  ^x'  tX,  ^*x^ 
soient  telles  que  Ton  ait 

/    ^x' sîn -~  cfcr' =  o ,    /    ^'or'sin -^rfâ:'=o,  (g) 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  qui  ne  sont  pas  des  mul- 
tiples d'un  nombre  donné  m\  conditions  que  Ton 
peut  remplir  d'une  infinité  de  manières  difTércntes. 
Les  formules  {d\  et  (é)  ne  renfermeront  que  des  si- 
nus et  cosinus  des  multiples  de  — ^  ;  par  consé- 
quent^ l'état  et  la  position  de  la  corde  redeviendront 
les  mêmes  toutes  les  fois  que  at  augmentera  d'tin 

multiple  de  —  ;  et  d'après  la  valeur  de  ay  celle  du  nom- 
bre  n,  d'où  dépend  l'élévation  du  ton  (n**  487) ,  ser^ 

c'est-à-dire,  qu'il  se  trouvera  augmenté  dans  le  rap- 
port de  m  à  l'unité. 

Dans  ce  cas,  la  formule  (rf)  ne  contiendra  que  les 

isinus  des  multiples  de  — ?^  ;  on  aura  donc  constam- 

meut  ^  =  o  pour  les  points  équidistans  N ,  IV, 
N",  etc.,  de  la  corde  (fig.    24),  qui  répondent  à 
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jr=  —,  =  —  ,  =  —,  etc.  ;  en  sorte  que  CCS  pomls, 

au  nombre  de  m  —  i ,  demeureront  immobiles  » 
comme  les  points  extrêmes  A  et  B ,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Pour  cette  raison,  on  appelle 
les  points  N ,  N',  N",  etc. ,  des  nœuds  de  vibrations. 
A  Torigine  du  mouvement  ^  ils  n^auront  reçu  aucune 
vitesse ,  et  n'auront  pas  été  écartés  de  la  droite  AB. 
Les  parties  de  la  corde  ACN,  NCN',  N'C"N",  etc., 
situés  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  ÂB^ 
vibreront  comme  des  cordes  isolées,  dont  les  lon- 
gueurs AN,  NN',  N'N'',  etc.,  sont  toutes  égales  à  -^ , 
et  dont  les  vibrations  isochrones  et  simultanées  s  ef- 
fectueront dans  un  temps  égal  à  — . 

La  manière  la  plus  simple  de  satisfaire  au3e  condi^ 
tiouâ  exprimées  par  les  équations  Çg)^  est  de  prendre  j, 
par  exemple, 

fx  es  h  sin  -^ ,     ^'x  SB  0  ; 


h  étant  une  constante  donnée.  Cela  suppose  que  les 
points  de  la  corde  n'ont  pas  reçu  de  vitesses  initiales^ 
et  qu  à  Forigine  du  mouvement  elle  était  formée  de 
m  parties  égales  et  situées  alternativement  d  un  côté 
et  de  l'autre  de  AB.  Chacune  de  ces  parties  de  courbe 
est  ce  qu'on  appelle  une  troçhoïde^  qui  a  pour  Ion- 

g;ueur  -,  et  pour  hauteur  h.  Dans  ce  cas j,  la  for- 

nmle  {d)  se  réduit  au  seul  tenue  de  la  première  par* 
lie,  qui  répond  à  i^^m.  En  efiectuant  l'intégration 
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relative  à  .r^,  on  a  simplement 

ÀmTTX        Tnwot 
aiQ  -n—  cos 


la  figure  de  la  corde  est  donc  composée^  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement ,  d'un  nombre  m  de 
trochoïdes,  d'une  largeur  constante  et  d'une  hauteur 
variable  ;  et  elle  coïncide  avec  la  droite  AB,  toutes  les 

fois  que  at  est  un  multiple  impair  de  — .  Cette  solu- 
tion particulière  du  problème  des  cordes  vibrantes 
est  celle  <pie  Tajior  avait  donnée  y  avant  que  la  solu- 
tion générale  f&t  connue. 

491*  Tout  ce  que  nous  avons  dit  par  rapport  aux 
vibrations  transversales  s'applicpe  immédiatement 
aux  vibrations  longitudinales.  Il  suffira^  pour  avoir 
à  un  instant  quelconque  Texpression  de  la  variable  u 
du  n*  482  9  àe  mettre  dans  celle  qu*on  a  trouvée  pour 
jTf  la  constante  a  du  n^  4^3  à  la  place  de  a.  On  pren- 
dra alors  pour  ^x  le  déplacement  du  point  M  (fîg.  20) 
k  l'origine  du  mouvement,  suivant  la  longueur  de  la 
corde,  c'est-^dire,  la  valeur  initiale  de  MP;  et  ^^x 
exprimera  la  vitesse  initiale  du  point  M ,  suivant  MB 
ou  MA,  selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative.  Ces 
fonctions  ^x  et  ^x  seront  données  arbitrairement^ 
depuis  ^  s=  o  jusqu'à  x^=^li  et  si  elles  changent  de 
forme  dans  cet  intervalle^  il  faudra  que,  pour  les 
valeurs  de  x  ou  cela  arrivera ,  chacune  de  ces  fonc- 
tions et  son  coefficient  difEerentiel  aient  cependant  la 
même  valeur  dans  les  deux  parties  adjacentes  de  la 
corde* 
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Il  résulte  de  là  que  si  l'on  appelle  T^  la  durée  en- 
tière d'une  vibration  longitudinale ,  c'est-à-dire,  l'in- 
tervalle entre  deux  états  identiques  de  la  corde ,  et 
v!  le  nombre  de  ces  vibrations  dans  l'unité  de  temps» 
nous  aurons  (n*  4^7) 

A  ^  €9  nW  pi 

:  Ce  nombre  n*  et  le  ton  de  la  corde  qu'il  déter- 
mine, ne  dépendent  pas  de  sa  tension  «8*;  cependant 
l'observation  indique  que  le  ton  longitudinal  s'élève 
un  peu  quand  la  tension  augmente  ;  circonstance 
qu'on  peut  attribuer  à  ce  que  la  longueur  de  la  corde , 
comprise  entre  les  points  A  et  B^  restant  la  même, 
son  poids  p  diminue  quand  on  l'étend  davantage. 

49a*  En  comparant  ce  nombre  n'  à  celui  des  vibra- 
tions transversales  de  la  même  cbrde,  on  a 


.      ri=n\J'^l 


en  sorte  que  y  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  le  ton 
provenant  des  vibrations  longitudinales  sera  plus 
aigu  que  celui  qui  répond  aux  vibrations  transver- 
sales ,  dans  le  rapport  de  \/q  à  s/f^. 

Le  poids  q  est  la  tension  qu'il  faudrait  employer 
pour  doubler  la  longueur  naturelle  de  la  corde ,  eu 
supposant  que  la  loi  de  son  extension  fut  constante. 
En  effet,  si  l'on  suppose  que,  pour  une  tension  don- 
née A,  la  longueur  d'une  partie  quelconque  de  la 
corde  augmente  dans  le  rapport  de  i  -f-  cT  à  l'unité  ^ 
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rélém^at  adjacent  au  point  M ,  qui  éprouve  succes- 
sivement les  tensions  49*  et  T  dans  l'état  d'équilibre  et 
dans  l'état  de  mouvement,  augmentera  dans  les  rap- 

i'm  /T 

ports  de  1+  —  et  de  i  +  -r-  à  l'unité;  les  longueurs 

djcetds,  dans  ces  deux  états,  seront  donc  entre  elles 
comme  A  +  J"^  est  à  A  +  «TT  ;  en  sorte  que  l'on 
aura 

dx         A-f  /k-' 
d'où  l'on  tire 

ds  —  dx  /^(T—y) 


dx  A 


9 


en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  cT.  D'après  les  va- 
leurs de  £&— dbr  et  de  T— *«r  du  n^  4^3,  on  aura  donc 

par  conséquent,  q  sera  la  tension  qui  répondrait  à 
cT  =  I,  ou  qui  doublerait  la  longueur  de  la  corde,  si 
son  allongement  croissait  toujours  uniformément. 

Comme  la  tension  v  d'une  corde  sonore  est  tou- 
jours très  éloignée  de  celle  qu'il  faudrait  employer 
pour  en  doubler  la  longueur,  il  s'ensuit  que  le  rapport 

^   de  n!  à  n  est  toujours  très  considérable.  On 

peut  le  déterminer,  à  priori,  d'après  l'allongement  de 
la  corde  produit  par  la  tension  csr ,  et  mesuré  direc- 
tement; car  si  l'on  appelle  y  cet  allongement,  oq 
aura 

yA 


V\ 
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puisque  «T/  est  celui  qui  répond  à  la  tension  A;  et  en 
substituant  cette'valeur  de  v  et  celle  de  q  dans  Teic- 

pression  de  —,  il  vient 

»  V    y» 

dV>ù  l'on  conclat)  réciproquement , 

pour  la   valeur  de  rallongement  y^  diaprés  celle 
de  -7. 

71 

Ce  rapport  très  simple  du  nombre  des  vibrations 
longitudinales  à  celui  des  vibrations  transversales 
d'une  même  corde ,  a  été  vérifié  par  une  expérience 
que  M.  Cagniard-Latour  a  faite  sur  une  corde  très 
longue ,  dont  les  vibrations  transversales  étaient  vi- 
sibles et  assez  lentes  pour  qu^on  pAt  les  compter. 

S  n.  J^ibratîons  hngitudinales  (Tune  verge 

élastique. 

49?.  Cette  verge  sera  homogène  ;  et^  dans  son  état 
naturel ,  je  la  supposerai  prismatique  ou  cylindrique  : 
la  figure  ^5  représente  alors  une  section  faite  par  le 
filet  moyen  ÂB ,  c'est-à-dire ,  par  la  droite  qui  passé 
par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  de  îa 
verge  perpendiculaire  à  sa  longueur  (n*  5i4)-  Si  la 
verge  est,  par  exemple ,  un  cylindre  à  base  circulaire, 
AB  est  son  axe ^de  .figure;  son  diamètre  est  très  petit, 
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et,  dans  tous  les  cas,  les  dimeosioiis  des  sections  nor- 
males sont  très  petites  par  rapport  à  la  longueur  de 
cette  droite;  mais  elles  sont,  cependant,  assez  grandes 
pour  que  la  verge  résiste  à  la  flexion ,  et  soit  ce  qu'on 
appelle  une  vei^e  élastique  (n*  5o6). 

Dans  le  mouvement  longitudinal  de  cette  verge  »^ 
que  nous  allons  d'abord  considérer ,  tous  les  points 
appartenant  à  une  même  section  normale  auront ,  k 
chaque  instant,  la  même  vitesse  parallèle  à  AB;  en 
sorte  qu'il  suffira  de  déterminer  le  mouvement  d\in 
point  quelconque  M  de  cette  droite. 

Prenons  sur  cette  droite  un  point  fixe  C  ;  et  ^  dans 
Tétat  naturel  de  la  verge ,  représentons  par  x  la  dis- 
tance CM ,  qui  sera  positive  ou  négative ,  selon  que 
M  appartiendra  à  la  partie  CB  ou  à  la  partie  CA  de 
AB*  Dans  l'état  de  mouvement,  soit  M',  au  bout 
du  temps  ^ ,  la  position  que  prendra  ce  point  M  ; 
faisons  MM'  z=s  u;  et  considérons  u  comme  une 
quantité  positive  ou  négative,  selon  que  ce  dépla- 
cement aura  lieu  du  càté  de  B  ou  du  côté  de  A, 
de  sorte  qu*on  ait  toujours  CWsszoe  +  u.  Il  s'agira 
de  déterminer  la  valeur  de  £^,  en  fonction  de  x 
et  f  » 

Appelons  p  le  poids  de  la  verge,  l  sa  longueur 
AB,  et  g  la  gravit4  Dans  l'état  naturel  de  la  verge  » 
la  masse  de  l'élément  qui  répond  au  point  M ,  et 

qui  a  dx  pour  longueur,  sera  ^-y .  Cette  masse  ne 

changera  pas  pendant  le  mouvement  ;  et  si  l'élément 
est  sollicité  par  une  force  accélératrice  X,  dirigée 
dans  le  sens  M'B  cm  M^A,  selon  qu'elle  sera  posî^* 
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tive  ou  négative  y  sa  force  perdue  pendant  Yiosn 

tant  dt  sera 

pdx  /y  d^u\ 

Désignons  par  T  la  tension  du  même  élément  qui 
agit  à  son  extrémité  M' ,  et  sera  une  quantité 
positive  ou  négative,  selon  quelle  aura  lieu  du 
dedans   en  dehors  ,    ou    du    dehors    en    dedans; 

T^-j-dx  exprimera  la  tension  qui  agira ,  en  sens 


contraire  de  T,  à  Tautre  extrémité  de  cet  élément; 
il  sera  donc  tiré ,  dans  le  sens  APB ,  par  une  force 

égale  à  jz^f  ®t  >  pour  Féquilibre  de  cette  force  et 
de  la  précédente,  il  fistudra  qu'on  ait 

ce  qui  s'accorde  arec  l'équation  (a)  du  n*  5i6. 

Aux  deux  bouts  A  et  B,  il  faudra,  en  outre, 
que  la  valeur  de  T  soit  égale  à  une  force  partica- 
Hère,  qui  agira  suivant  AB  à  l'extrémité  A,  et 
suivant  le  prolongement  de  AB  à  l'extrémité  B. 

494-  Lia  longueur  naturelle  de  l'élément  que  nous 
considérons  étant  dx ,  et  sa  longueur  devenant 
ilx  ^  duj  quand  il  est  soumis  à  la  tension  T,  on 
aura 

q  désignant  un  coefficient  CQDstant ,  dont  la  yalear, 
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donnée  par  Tobservatioa ,  sera 


si  Ton  représente  par  J^l  l'allongement  total^  de  la 
verge,  lorsqu'elle  est  soumise  à  une  tension  cons- 
tante et  donnée  A  (n®  49^)- 

Je  supposerai  qu'aucune  force  donnée  n'agit  sur 
les  points  de  la  verge;  on  fera  alors  X=  o  dans 
l'équation  du  mouyement  ;  et  en  y  mettant  pour  T 
sa  valeur,  il  en  résultera 

■3F  =='''3^'      C») 

où  l'on  a  fait ,  pour  abréger , 

p 

On  aura ,  en  outre  , 

du  du  rn 

*'==Â-'     '=^Tx*     T^î^' 

en  désigoant  par  if  la  vitesse  du  point  M',  et  par  s  Id 
dilatation  de  la  verge  en  ce  même  point.  Quand  la 
valeur  de  s  sera  négative,  cette  dilatation  se  chan- 
gera en  une  contraction  ;  et  la  tension  T  agira  dans 
le  sens  M^Â  ou  dans  le  sens  M'B,  selon  qu'il  y  aura, 
effectivement ,  dilatation  ou  contraction. 

L'état  de  la  verge ,  à  un  instant  quelconque ,  sera 
donc  connu ,  lorsqu'on  aura  déterminé  u  eh  fonction 
de  or  et  /;  mais,  pour  obtenir  sa  valeur,  il  faudra 
jpindre  à  l'équation  (i)  celles  qui  répondent  à  l'état 
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initial  de  la  yei^e  et  à  ses  extrémités.  Or ,  quand 
^  =  o ,  je  supposerai  qu'on  ait 

Il  =  f  07 ,     i;  =  ^'x , 

m 

de  sorte  que  çx  et  ^^x  soient  des  fonctions  données 
arbitrairement ,  depuis  xz=zo  jusqu'à  a:=:  /,  en  pre- 
nant pour  C  la  position  initiale  de  A.  De  plus,  à 
chaque  extrémité  fixe  de  la  verge ,  il  faudra  qu  on  ait 
Il  =  0|  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ;  etT 
exprimera  la  pression  que  ce  point  fixe  aura  à  sup- 
porter* A  chaque  extrémité  libre  qui  ne  sera  sol- 
licitée par  aucune  force  donnée ,  il  faudra  qu'on  ait 

de  même  T=:o,ou  ^  =  0,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  t. 

495.  On  résoudra  ce  système  d'équations  de  k 
même  manière  que  celles  qui  répondent  aux  cordes 
vibrantes,  soit  en  partant  de  Tiniégrale  sons  forme 
finie  de  l'équation  (i) ,  soit  par  des  formules  sembla- 
bles à  celles  du  n"*  4^9^  Voict ,  en  employant  ces  for- 
mules, les  résultats  qui  répondent  aux  différentes 
hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  les  extrémités  de  la 
verge. 

1^  Si  les  deux  pornfs  A  et  B  sont  fixes,  U  fiiudra 
q«ie  les  fonetîoBs  données  ^or  et  ^x  soient  nuBes 
pour  jif S5  0  et  pour  ^=r/,  et  l'on  aura,  comme 
dans  le  numéro  cite, 

us:  jZ(  I    wn-j-  ^x^oar  )sm -j- cos '-j- 


1 


u. 
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Toates  les  fois  que  at  augmentera  de  2I,  cette 
valear  de  u  et  celles  de  i'  et  .^  qui  s'en  déduisent ,  et 
par  suite  Tétat  de  la  verge ,  redeviendront  les  mêmes 
qu'auparavant;  par  conséquent ,  si  Ton  appelle  T  la 
durée  d'une  vibration  entière ,  et  7»  le  nombiDe  deç 
vibrations  dans  Tunité  de  temps ,  on  aura 

a  y  S>9  ^V  pi  ' 

en  sorte  que  le  ton  sera  le  même  que  si  la  verge  était 
une  corde  flexible  vibrant  longitudinalement. 

a®.  Si  le  point  A  est  fixe  et  le  point  B  entièrement 
libre,  il  faudra  que  les  fonctions  ^x  et  (ç'a:  soient  nul<- 

les^  quand  a:=o,  et  que  Ton  ait  aussi  ^,=  o  quand 

a:  =  /;  l'expression  de  u  sera  alors*  I  •   .' 

wa    \J  o  ^l  /ai  — I  %l  2/ 

les  sommes  X  s  étendant  toujours  à  toutes  les  valeurs 
du  nombre  entier  i,  depuis  i  =:\  jusqu'à  1  =  00  .  En 
effet ,  tous  les  termes  de  cette  valeur  de  u  satisfont  à 
réquation  (1);  ils  remplissent,  quel  que  soit  t^  les 

conditions  w  =  o  quand  jc = o ,  et  ^—  o  quand 
ar=  /,  qui  répondent  à  ce  second  cas  ;  et ,  pour  ^  r=  o, 
on  en  déduit 

w=  (px=^j^{j  ^  sm^ — ^--(pœ'iùc'Jsin^     J  ■  , 
a.  2ï 
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ee  qui  ^t  effectivement  vf ai ,  êa  vertu  de  Tëqua- 

tion  (7)  du  tt**  5ii6. 

L&  ytaleuf  de  u  et  celles  de  (^  et  de  ^  qu'on  en  déduit^ 
tedeviendrûnt  lei  même»,  toutes  les  fois  que  at 
augmentent  d'un  multiple  quelconque  de  4h  V^^ 
conséquent ,  si  Ton  appelle  T  la  durée  d'une  vibra- 
tion entière  de  la  verge,  ou  l'intervalle  compris 
entre  deux  retouis  tonaccutife  de  la  yei^  au  même 
état  f  on  aura 


A' 


Cette  durée  sera  donc  double  de  celle  qui  avait  lieu 
dans  le  premier  cas,  et  le  nombre  des  vibrations 
daûà  Tunité  de  temps  sera  seulement  moitié.  Donc  le 
ton  longitudinal  d'une  verge  fixe  à  un  bout  et  libre  à 
son  autre  extrémité  y  est  à  une  octave  au-deeaoas  du 
ton  de  la  même  verge  .fixe  par  ses  deu<  bouts  ;  ce 
qui  est  effectivement  confirmé  par  lelEpérience. 
S*".  Enfin ,  si  la  verge  est  libre  à  ses  deux  bouts^  les 

valeurs  de  ^^^  devront  être  nulles  pour  df  ssas  o  et 

pour  or  =  / ,  et  Ton  aura,  dans  ce  cas, 


les  sommes  Z  s'étendant ,  comme  précédemment ,  k 
toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  t,  depuis  £=s  i 
jusqu'à  {=00 . 

Cette  valeur  de  u  satwfalt,  effectivement,  à  Téqua- 


J 
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tioQ  (i),  ainsi  qu^à  la  condition  ^  =  o  pour  ar  =  o 

et  pour  xt=zlj  qui  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  t^ 
dans  ce  troisième  cas.  Four  ^  es  o  >  elle  donne 


ce  qui  s'accorde  avec  la  Tormule  (8)  du  n'  Saô. 

Lorsque  /    ^'x'dx'nest  pas  eerO|  la  Verge ^  iwïë- 

pendamoient  de  ses  vibrations,  a  un  mouvement  pro- 
gressif et  uniforme,  dont  la  vitesse,  commune  à  tous 
ses  points,  est  égale  à  cette  intégrale  divisée  par  /•  Si 
on  la  suppose  nullé^  la  verge  reviendra  au  même  état,   . 
pour  les  valeurs  de  t  qui  diffei^ront  entre  elles , 

d'un  multiple  de  —  ;  en  sorte  que  la  durée  de  cha- 
cune de  ses  vibrations,  et  leur  nombre  dans  l'unité 
de  temps,  seront  les  mènies  qtlé  dans  le  premier  cas. . 
Il  en  résultera  donc  que  le  ton  d'une  verge  fixe  par 
les  deux  bouts ,  est  à  Yunisson  de  celui  de  la  même 
verge  entièrement  libre;  ce  qui  est  aussi  conforme  à 
Texperîence. 

Au  reste ,  il  ne  s'agit,  dans  ce  qui  précède,  que 
du  ton  fondamental  y  ou  le  plus  bas,  d^une  verge 
élastique.  La  remarque  du  n""  490  sur  les  nœuds  de 
vibrations  et  sur  les  élévations  de  ton  qui  leur  cor- 
respondent ,  s'étendra  sans  difficulté  au  mouvement 
de  cette  verge,  dans  chacun  des  cas  -qu'on  vient 
d'etaminer« 

AI.. 
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496.  Quand  la  verge  dont  noas  considérons  le 
mouvement  longitudinal,  s'étendra  indéfiniment  de 
part  et  d'autre  du  point  C ,  on  n'aura  plus  à  tenir 
compte  de  ce  qui  arrive  à  ses  deux  bouts ,  et  les 
valeurs  de  la  vitesse  v  et  de  la  dilatation  s ,  relatives 
à  un  point  et  un  instant  quelconques,  se  déduiront 
immédiatement  de  l'intégrale  de  l'équation  (i)  sons 
forme  finie,  dans  laquelle  il  suffira  de  déterminer 
les  deux  fonctions  arbitraires ,  d'après  les  valeurs  ini- 
tiales de  vêts,  qui  seront  données  en  fonctions  de  x. 

Cette  intégrale  est 

u  =  ^{x  +  ai)  +  4C^  "^  at); 

p  et  -^  indiquant  les  deux  fonctions  arbitraires*  On 
en  déduit,  à  un  instant  quelconque, 

du ^/<f(p(jr  +  aO  d^(x  —  al)\ 

5F  — ^  —  '^V— S 3S > 

du d^{x  4"  g<  )     ,     d'^  {x  —  at) 

rfr"^  dx  ^^  dx        ^ 

Pour  ^  =  o,  je  suppose  qu'on  ait 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  ces  deux  fonctions 
seront  données  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives  de  la  variable;  eu  faisant  ^r=o  dans  les 
formules  précédentes ,  on  aura 

« 

d^x  d-^x        j.  dax    ,    dix       „ 

d'où  Ton  tire 

ax        2  %ar      '        dx         ^  aa*^     ' 


(^) 
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et ,  par  conséquent , 

d^  (x  -f  ai)  ^  I  u  /^    ,    ^  .V  ^^    I      -.       .        . 

— Sï — ^i^^C^  +  ^^  +  Sï/C^H-^*), 

Quels  que  soient  /  et  or  ^  on  aura  donc 

^^jf{x  +  ae)  +  if{x  —  at) 

formules  qui  feront  connaître  Tétat  de  la  verge  à  un 
instant  quelconque;  ce  qui  est  la  solution  complète 
du  problènke, 

497*  ^^  équations  (a)  renferment  les  lois  de  la 
propagation  des  ondes  sonores- le  long  d'une  verge 
élastique,  et,  généralement,  dans  une  barre  solide, 
homogène,  d^une  longueur  indéfinie,  et  dont  les 
sections  perpendiculaires  à  cette  longueur  sont  par- 
tout les  mêmes  et  d  une  petite  étendue. 

Le  son  partant  du  point  C,  la  barre  aura  été 
ébranlée ,  à  lor  igine  du  mouvement ,  dans  une  éten- 
due peu  considérable,  de  part  et  d'autre  de  ce  point. 
En  désignant  par  2X  la  longueur  de  l'ébranlement 
primitif,  les  fonctions  fx  et  Fx  seront  nulles  de-r 
puis  or  =:  a  jusqu'à  jc  =  oo ,  et  depuis  ar  =  —  a 
jusqu^à  X  =  —  00  j  elles  seront  données  arbitraire- 
ment et  indépendamment  l'une  de  l'autre ,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zLct}  et  le& 
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fonctions  y(x+a^),  f(a: — at),  F(j?4*a<),  F(j^'-^jf)r 
n'auront  aussi  de  valeurs  différentes  de  zéro  que 
quand  I4  quantité  ^  -^  at  ou  x  —  aty  .contenue 
sous  le  signe  y*  ou  F  ^  sera  plus  grande  qup  «—  & , 
et  plus  petite  que  tt^  en  ayant  égard  aux  signes 
et  en  regardant  a  comme  une  quantité  positive. 

D'après  cela  y  dès  que  a^aura  surpassé  aa,  on  aura 
i/  =  o  et  ^=s;.o  pour  tOttS  Us  point^  CQipprîs  dans 
l'étendue  de  l'ébranlement  primitif;  en  sorte  que  le 
mouvement  de  cette  partie  de  la  barre  ne  durera  que 

pendant  un  temps  ég?d  à  — .  Pour  uni  point  M  situé 

au-delà  de  cet  élM^anlement^^du  eàté  des  x  positives^ 
on  aura 

et  les  équations  (2)  se  réduiront  à 

*  =^ -"  i/(^-««)-+- i  F  (jc  ^  a«)  î 

1 

d'où  il  résulte 

ç;  =;  *Pn  O^, 

Tant  qu'on  aura  jr  >  a^  4-  a ,  ces  valeurs  de  p  et  ^ 
seront  nulles  ;  elles  le  redeviendront  dès  qu'on  aura 
ar  <  flf  —  flt}  l'ébranlement  parviendra  donc  au  poînt 

M  au  bout  d'un  temps  égal  à  ^^^^^  ;   $a  duréç  sera 

—  ;  et  la. partie  de  la  barre  qui  sera  ébranlée  à  la  fois, 
et  dont  M  fera  partie^  aura  aa  pour  longueur.  Lea 
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mêmes  rdsulUta  auroot  lieu  du  côté  ii«s  ^  nég^-^ 
tîves. 

Ainsi ,  de  part  et  d^autre  de  l'ébranlement  primi- 
tify  il  se  {m>duira  une  onde  sonore^  diine  étendue 
constante  et  égale  à  celle  de  cet  ébranlement^  qui  se 
propagent  uniformément  «irec  la  ritesse  a*  Les  yi^ 
tetsea  propres  <pie  pt^dront  suecessivemeut  les 
points  de  la  barre ,  ne  varieront  pas  avec  leurs  dis<* 
tances  au  lieu  de  l'ébranlement  primitif }  en  sorte  qiif 
rintensité  du  son ,  qui  dépend  de  la  grandeur  de  ces 
vitesses  y  sera  constante,  et  pe  s^affaibjira  pas  en  se 
propageant;  ce  qui  tient  à  ce  que  cette  propaga- 
tion a  lieu  dans  une  barre  cylindrique  ou  prisrt 
matique. 

Dans  retendue  dune  onde  sonore,  la  vitesse  ne 
$era  pas ,  comme  en  tous  les  pointa  de  Tébraulement 
primitif  9  indépendante  dé  la  dilatation  eorrespo»*- 
dante  :  l'une  sera  proportionnelle  k  l'autre ,  en  vertu 
de  l'équation  çtm^^aSf  qui  montre  que  la  vitesse  i^ 
du  poîut  quelconque  M  est  une  fraction  do  la  vitesse 
de  propagation ,  exprimée  par  la  dilatation  1^  qnd  réw 
pond  au  mâme  point ,  et  que  le  mouvement  propre 
de  M  aura  lieu  en  sens  contraire  ou  dans  le  sens  de  la 
propagation ,  selon  qu'il  y  anra  en  ce  point  dilatation 
OU  condeuaation* 

Il  e$t  important  de  remarquer  que  c'est  à  raison  de 
ce  rapport  entre  if  et  s^  que  chaque  onde  sonore  pro<- 
duite  ne  ae  partage  pas  en  deux  autres ,  et  se  propage 
dans  un  aeul  sens.  Si  ce  rapport  existait  dans  tou;^ 
l'étendue  de  l'ébranlement  primitif,  le  mouvement 
ne  se  propagerait  aussi  que  d'up  seul  côté.  Ainsi,  en 
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supposant  qu'on  ait  fx  =2  — ^  dix ,  les  équations  (2) 

se  réduiront  à 

sf^f{x^at)y      s  =  ^^/{x^at)} 

pour  les  Vsileurs  de  x  négatives  et  plus  grandes  que 
<*—  a  y  abstraction  faite  du  signe ,  on  aura  donc  9  =  0 
et^  =  o  ;  en  3orte  que  le  mouvement  ne  se  propa-r 
géra  pas  au-delà  de.  l'ébranlement  primitif  du  côté  des 
^  négatives.  Il  en  serait  de  même  du  côté  des  x  posî-^ 
tives ,  si  Ton  supposait  /x  es  aSx. 

D'après  ce  qu^on  a  vu  dans  le  n^  49^  »  ^^  vitesse  a 
de  la  propagation  du  son  dans  une  barre  indéfinie, 
pourra  se  conclure  de  la  durée  des  vibrations  Ion» 
gitudinales  d'une  verge  élastique,  de  la  même  ma- 
tière et  d'une  longueur  donnée.  En  supposant  cette 
vei^e  fixe  ou  libre  à  ses  deux  bouts ,  la  valeur  de 
a  sera  égale  au  double  de  sa  longueur  divisée  par 
la  durée  de  chacune  de  ses  vibrations ,  laquelle  du- 
rée se  déduira  de  leur  nombre  dans  l'unilé  de  temps, 
et,  par  conséquent,  du  ton  le  plus  bas  de  la  veines 
on  doublerait  le  résultat  de  cette  division ,  si  la 
verge  était  fixe  à  une  seule  extrémité. 

498.  Au  lieu  de  s'étendre  indéfiniment  dans  le 
sens  des  x  positives,  si  la  barre  est  terminée  en  un 
point  B,  situé  en  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  le 
son ,  après  être  parvenu  en  B ,  sera  réfléchi  vers  le 
point  C  ;  et  il  se  formera  un  écho  en  ce  point  B,  soit 
qu'on  le  suppose  fixe,  ou  qu'il  soit  entièrement 
libre. 

Je  représente  par  c  la  distance  CB ,  qui  sera  plus 
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grande  que  et.  Dans  le  cas  où  B  est  un  point  fixe ,  il 
faudra  qu'on  ait  constamment  (^=0  pour  ^=sc.  Or^ 
on  remplira  cette  condition  en  remplaçant  les  for- 
mules (2)  par  celles-ci  : 


1    y-.  .%   .    1 


+  J  F  (x  -h  a«)  —  J  F  (a:  —  a<)  +-  F(ac— ^-r-a<), 

3  2  2^ 

+  1 F  (jr  +  «0  +  i  FC^  —  ««) + -  F(2C-a:-a4 

Jb  ^  Za 

sans  que  ces  expressions  cessent  de  représenter  Fétat 
initial  de  là  barre ,  et  sans  que  la  valeur  de  1^ ,  qui 
s'en  déduit  d'après  les  équations 

du  ^^^  du 

dû  —  ^'      di^  ^' 

cesse  de  satisfaire  à  réquation.(i).  . 

En  effet,  la  variable  x  n'étant  plus  grande  que  c 
pour  aucun  point  de  la  barre  /  et  c  surpassant  a ,  on 
a  2C  —  ^  >  a,  et,  conscquemment ,  f{:ic*^x)  =0 
et  F (2c  —  jc)  =  o  ;  d'où  il  résulte  p  =yîr  et  j  =Fa:, 
quand  ^  =  o.  A  cause  de  c  ^  et ,  on  a  aussi 
y(c  -f-  a^)  =  o  et  F  (c  -f^  a^)  =  o  ;  ce  qui  donne 
i'  =  o ,  pour  07  =  c  et  quel  que  soit  t.  Enfin ,  on  a 

identiquement  2^ = ^  >  ^^  1^  valeur  de  i^ ,  dont  la 

différentielle  complète  est  vdt^sdx^  sera  la  somme 
d'une  fonction  de  x  —  at  et  d'une  fonction  de 
çc  +  atf  qui  satisfera  ^  par  conséquent ,  à  l'équa-K 


1 
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Cel«  p090«  pour  ua  point  M  tel  qa€  l'on  «ît  Jr>  «^ 
lof  qci«Qtité»  /(x  -^  at)  et  F  (;r  +  at)  seront  nnlles^ 
et  les  valeur»  précédentes  de  p  et  5  se  réduiront  k 


en  faisant ,  pour  abréger. 


a 

a 

a 


-  F  (2c  —  jç  —  at) /\^c  —  ^  — «^)  =s?  v^. 


La  quantité  p'  cessera  d'être  nulle  quand  on  dur» 
<z# >  jc  —  cl;  elle  le  redeviendra  pour  a^  =  x  +  «;{ 
le  temps  continuant  de  croître ,  v^  cessera  d'être  zéro 
pour  a^  =  ac  —  j:  —  a ,  et  le  redeviendra  pour 
a^  =  ac  —  jc+a;  d*oà  Ton  conclut  que  le  point  M 
éprouvera  deux  ébranlemens  séparés  l'un  de  l'autre 

par  un  intervalle  de  temps  égal  à  -^^-^^^ — ^.  Le 

premier  sera  le  son  direct ,  et  le  second  le  9Qn  ré* 
fléchi  ;  ils  auront  l'un  et  l'autre  h  même  intensité  i  et 
se  propageront  avec  H  même  vitesse  a  ;  et  cQqiiii^, 
d'après  le  sens  de  la  propagation,  l'un  répondra  à  v'  et 
l'autre  à — ^^,  oa  yoU  qu'il  y  aura ,  pour  tous  les  deux , 
le  même  rapport  entre  la  vitesse  propre  du  point  M 
et  la  dilatation  positive  pu  négative  dont  elle  sera  ac- 
compagnée. On  trouvera  les  mêmes  résultats  en  sup- 
posant que  le  point  B  soit  entièrement  libre ,  auquel 
cas  on  devra  avoir  constamment  ^  3=  o  pour  xmxc. 
Ceç  lois  de  la  propagation  et  de  la  réflexion  du  son 
dans  une  barre  solide ,  ont  également  lieu  dans  le  Gas> 
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de  l'air  contenu  dans  un  canal  cjHndrique'ou  prisma<^ 
tique,  très  étroit;  celles  des  vibrations  longitndi*^ 
nales  d'une  verge  élastique ,  qu'on  a  exposées  dans  le 
u*  49^  f  convieqnent  aussi  aux  vibrations  de  l'air  ren«> 
fermé  dans  un  tuyau  d  une  longueur  donnée,  ouvert 
ou  fermé  à  ses  extrémités ,  c  est-à-^dire ,  aux  sons  des 
flûtes j  en  faisant  abstraction»  toutefois,  des  niodifi-p 
cations  qui  sout  dues  à  remboucbure  (^}. 

§  III.  Choc  longitudinal  des  verges  élastiques. 

4g9«  Les  formules  du  n"*  49S  s'appliquent  au  choc 
de  deux  ou  plusieurs  verges  élastiques,  formées 
d'une  même  matière,  ayant  la  même  section  nor«^ 
maie ,  et  dont  les  filets  moyens  se  meuvent  sur  une 
même  ligne  droite»  Pour  cela,  pendant  toute  la  du^ 
rée  du  contact  de  ces  corps,  on  les  considérera 
comme  une  seule  verge  élastique,  cylindrique  ou 
pristnatique,  dont  l'état,  variable  d'un  instant  h 
l'autre ,  sera  déterminé  par  ces  formules  dans  toute 
sa  longueur,  excepté  dans  une  étendue  de  gran«« 
deur  insensible,  de  part  et  d'autre  des  points  de 
joDCtiou* 

£u  effet,  considérons  seulement  deux  verges  éla»-* 
tiques  dont  AE  et  FB  (  fig,  %6  )  soient  les  fileta 
moyens,  iorsqu'eu  se  rapprochant  à  raison  de  la 


{*)  ^^^^»  ">r  ce  point ,  mon  Mémoire  sur  le  Mouvement 
des  fluides  élastiques  dans  les  tujraux  cylindriques  et  sur  la 
Théoiia  des  instrumens  à  vent,  qui  fait  partie  du  tome  II  dea 
Mémoirts  de  V Académie  des  Sciences* 


33a  ^  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

différence  de  leurs  vitesses,  la  distance  £F  de  leur^ 
extrémités  £  et  F  sera  devenue  insensible ,  et  ne  sur- 
passera plqs  le  rayon  d'activité  des  forces  molécu- 
laires, les  molécules  extrêmes  de  l'une  des  deux 
verges  commenceront  k  agir  sur  celles  de  l'autre ,  et 
réciproquement  ;  cette  action  mutuelle  subsistera ,  en 
variant  d'intensité,  tant  qoe  la  distance  EF  sers 
moindre  que  le  rayon  d'activité;  la  force  totale 
pourra  être  répulsive  ou  attractive  ;  et  c'est  réelle- 
ment dans  cette  action  à  distance  insensible ,  des 
points  extrêmes  des  deux  corps,  que  consiste  le  phé- 
nomène du  choc.  Or,  la  loi  de  l'action  moléculaire  en 
fonction  de  la  distance  nous  étant  inconnue ,  on 
ne  pourra  pas  déterminer  la  valeur  de  EF  en  fonc- 
tion du  temps,  non  plus  que  les  variations  de  vitesse 
que  les  points  extrêmes  des  deux  verges  éprouveront 
en  vertu  de  cette  force;  en  sorte  que  si  e  et  y^  sont 
des  points  de  AE  et  FB,  situés  à  des  distances  de  E 
et  F,  insensibles  et  moindres  que  le  rayon  d'activité 
moléculaire ,  les  vitesses  des  points  matériels  apparte-* 
nant  aux  tranches  qui  ont  ^E  et  F/*  pour  épaisseurs  , 
seront  inconnues  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Mais  au-delà  de  e  et  y*,  et  dans  toute  l'étendue  de  ke 
etyB,  l'équation  (i)  du  n*  494  ^^^^  lieu,  et  l'état 
de  ces  deux  parties  de  la  verge  totale  se  déterminera, 
à  un  instant  quelconque ,  au  moyen  de  l'intégrale  de 
cette  équation ,  suivant  l'hypothèse  que  l'on  fera  sur 
les  deux  bouts  A  et  B,  fixes  ou  mobiles,  c'est-à-dire , 
au  moyen  des  différentes  formules  du  n**  49^  »  dans 
lesquelles  on  n'aura  plus  qu'à  mettre  des  valeurs  con- 
venables pour  les  fonctions  arbitraires  (px  et  ^-x^ 
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5oo.  Les  forces  moléculaires  variant  très  rapide-- 
ment  avec  la  distance  ^  il  s'ensuit  que  les  vitesses  in<^ 
connues  des  points  extrêmes  des  deux  verges  varie<^ 
Tont  de  même;  de  sorte  qu'à  un  instant  quelconque 
les  vitesses  des  points  £  et  F  pourront  différer  beau* 
coup  de  celles  des  points  e  et  y,  quoique  les  distances 
^E  et  yr  soient  insensibles.  Il  en  sera  de  même  k  l'é- 
gard des  vitesses  des  points  e  et  f,  comparées  l'une  à 
Tautre^  que  nous  déterminerons  d'après  leurs  valeurs 
initiales^  et  qui  seront  inégales  et  pourront  même 
avoir  des   signes  différens  ;  mais  on  démontrera , 
comme  dans  le  n"*  4^8 ,  que  la  tension  T ,  positive 
ou  négative,  devra  être  sensiblement  la  même  en  ces 
points  e  et  f,  sans  quoi  la  force  accélératrice  de  la 
masse  de  grandeur  insensible,  comprise  entre  les 
sections  normales  en  ces  mêmes  points ,  deviendrait 
extrêmement  grande  et  comme  infinie. 

Avant  le  choc,  nous  supposerons  que  chacune  des 
deux  verges  a  la  même  vitesse  dans  toute  son  éten-« 
due  ;  dans  cet  état,  la  tension  T  sera  nulle  pour  tous 
les  points  des  deux  mobiles  :  au  commencement  du 
choc,  c'est-à  dire,  lorsque  la  distance  EF  atteindra 
le  rayon  d'activité  moléculaire,  on  aura  donc  T  =  o 
aux  points  e  et  /,  comme  dans  tous  les  autres.  La 
tension,  toujours  égale  pour  ces  deux  points  ex- 
trêmes, cessera  ensuite  d'être  nulle  :  nous  en  déter- 
minerons la  valeur  ;  et  l'on  verra  qu'elle  redeviendra 
zéro  après  un  certain  intervalle  de  temps.  Or ,  si  à 
cette  époque  les  vitesses  des  points  eetf  permettent 
que  les  deux  verges  se  séparent,  c'est-à-dire,  si  ces 
vitesses  sont  dirigées  en  sens  contraires,  ou  bien ,  si 
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ellefe  sont  diriges  dans  le  même  sens,  et  que  la  vi- 
tesse du  point  qui  Va  derant  soit  la  plus  grande ,  les 
deux  verges  se  sépareront  eflectivemeût,  et  le  choc 
sera  tei^miné.  Mais  si ,  à  Tëpoque  dont  il  s'agit,  lés  vi» 
tesseâ  de  6  et  ^  ne  remplissent  pas  Tune  de  ces  deux 
conditions,  le  choc  recommencera,  pour  ainsi  dire  ; 
la  tension ,  égale  aux  points  e  et  f,  reparaîtra  ;  puis 
elle  redeviendra  nulle  au  bout  d*on  nouvel  intervalle 
de  temps  ;  et  ainsi  de  suite ,  de  manière  que  les  deux 
verges  ne  se  sépareront  pas,  et  vibreront  comme  une 
verge  unique  >  dont  la  longueur  est  AB. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  choc  se  termine ,  et  que  l'une  des  deux  verges 
se  détache  de  l'autre,  est  le  concours  de  ces  deux 
circonatanoes  :  t*4  il  est  nécessaire  que  la  tension 
Mit  nulle  aux  points  e  et  /*,  afin  que  les  deux  verges 
ne  s'appuient  pas  Tune  contre  l'autre;  2^.  il  faut, 
en  même  temps ,  que  les  vitesses  de  ces  deux  points 
«oient  dirigées  en  sens  contraire,  ou  bien^  qu'elles 
soient  dirigées  dans  le  même  sens ,  et  que  celle  ^u 
point  qui  va  devant  soit  la  plus  grande. 

Quant  kux  deux  bouts  A  et  B  ^  nous  supposerons 
auccôSsivement  qu'ils  sont  libres  tous  les  deux,  et 
qu'un  seul  eit  libre  et  l'autre  fixe» 

5ot.  Désignons  par  c  et  c'  les  longueurs  AE  et 
FB  des  deux  verges,  et  par  l  la  distance  totale  AB; 
dè  sorte  qu'en  négligeant  la  distance  insensible  EF, 
on  ait  C'jrc'setzl  pendant  toute  la  dui^'è  du  choc. 
Soit  M  un  point  quelconque  appartenant  à  AE  ou 
FB|  immédiatement  avant  le  choc,  appelons  jc  la 
distance  du  point  M  à  un  point  fixe ,  pris  sur  la 
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droite  Afi^  et  qui  sera  la  position  du  poiat  A  à  cet 
instaDt.  Au  bout  du  temps  t  ^  compté  de  cette  éptf^ 
que ,  soit  a:  -H  M  la  distance  du  méttid  poiut  M  à 
ce  point  fixe;  nous  aurons 

5?-  =  ^'35î>        (0 

a  étant  une  constante  qui  représentera  la  vitesse  de 
la  propagation  du  son  dans  la  matière  dont  les  deux 
verges  sont  formées  (n*  4Ô7)' 
On  aura,  en  même  temps, 

du  yY\  d^ 

pour  la  vitesse  v  du  point  M,  et  pour  la  tension  T, 
positive  ou  négative,  qui  aura  lieu  en  ce  même 
point  ;  q  désignant  une  constante  donnée.  La  dila- 
tation qui  accompagne  la  vitesse  V  se  déduira  de  T , 

et  aura  -  T  pour  valeur. 

Ces  trois  équations  auront  lieu  pôilr  toutes  les  va- 
leurs de  àe,  depuis  jtr  =s  o  jusqu'à  0^3=  /,  excepté 
celles  qui  répondraient  à  des  points  situés  entre  e 
et  y*,  et  qui  différeraient,  conséquemment,  de  c  d  une 
quantité  insensible  en  plus  ou  en  moins. 

5o2.  Pour  ^=^0,  on  aura  1/3=0  dans  toute  la 
longueur  de  Afi;  ainsi,  il  faudra  supprimer  le  terme 
dépendant  de  90:,  dans  les  forniules  du.ii®  4^5. 
JEbtaminôns  d'abord  le  cas  où  les  deux  bouts  A  et  B 
sont  entièrement  libres« 

Soit  h  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  de  AE, 
à  l'instant  00  le  choc  commence,  kqwlte  titesse 
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sera  supposée  positive ,  ou  dirigée  de  A  vers  B.  Soit 
aussi  h^  la  vitesse  des  points  de  FB ,  au  même  instant , 
qui  sera  positive  ou  négative ,  selon  que  les  deux 
verges  iront  à  la  suite  pu  à  la  rencontre  Tune  de 
l'autre.  Ces  constantes  h  et  h'  seront  données ,  et  leur 
différence  h  —  h'  devra  être  une  quantité  positive , 
afin  que  le  choc  ait  lieu.  Dans  l'expression  de  tt  re- 
lative au  troisième  cas  du  n^  49^  f  ^  faudra  prendre 
pour  ^'x  une  fonction  qui  soit  égale  k  h  ,  depuis 
a:  ==  o  jusqu'à  une  valeur  de  ôc  un  tant  soit  pea 
moindre  que  c,  et  égale  k  h',  depuis  une  valeur 
de  X  un  tant' soit  peu  plus  grande  que  c,  jusqua 
a:=z  l,  ou ,  sensiblement ,  a:  =  c  +  ^^*  On  aura 
alors,  sans  erreur  appréciable, 

Çyx'dx'zrzhc^h'c', 

rV^'w»  '^dx'z^  J-(h  —  h')  an  ^; 
et^  à  cause  de  ^x'  =  o ,  l'expression  de  u  deviendra 
u=(ho+'h^c)  j  +  zs^C* — '0^  jk  sm  -y-cos-j-  sm  —p  ; 

la  somme  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  nombre 
entier  et  positif  i,  depuis  i  =  i  jusqu'à  /  =  ao  . 
On  aura  donc ,  dans  ce  premier  cas , 

T= i(A— A;2^sm-7- sm-j-sm —j—  ;        I 

et  si  l'on  appelle  m  et  m' les  masses  des  deux  veiges 


DYNAMIQUE»  SECOSDE  PARTIE;  337 

proportionnelles  à  leors  longueors  c  et  c^,  le  pre- 
mier terme   de  cette  valeur  de  p  est   la  vitesse 

; — 7—  de  leur  centre  de  gravite.  Si  les  deux 

vitesses  h  et  hf  sont  égales  et  de  même  signe,  oh 
aura  constamment  ç:=h  et  Ts=:o;  et,  en  effet, 
les  deux  veines  vont  alors  à  la  suite  l'une  de  l'autre , 
avec  une  vitesse  commune ,  et  sans  se  comprimer. 

Les  séries  périodiques  et  convergentes  que  ces  for- 
mules renferment  sont  comprises  parmi  celles  dont 
on  sait  déterminer  les  sommes  exactement.  Pour 
toutes  les  valeurs  données  de  x  et  ^ ,  ces  sommes  se 
déduiront ,  sans  difficulté,  de  la  formule  connue 

messine— isina6+isin50~isin48+etc.,     (5) 

dans  laquelle  0  est  une  variable  renfermée  entre  les 
limites  db  tt  exclusivement.  On  pourra  donc  calculer 
les  valeurs  exactes  de  la  vitesse  i^  et  de  la  tension  T, 
à  chaque  instant  et  en  un  point  quelconque  de 
Aé  et  fB;  ce  qui  est  la  solution  complète  du  pro-^ 
blême. 

n  y  a  plusieurs  manières  de  parvenir  à  la  for<- 
mule  (5).  On  l'obtient,  par  exemple,  en  différentiant 
par  rapport  à  or,  1  équation  (8)  du  n*"  3^6,  après  y 
avoir  mis  Jt*  pour  ^x  ;  ce  qui  donne 

équation  qui  a  lieu  pour  les  valeurs  de  x  moindres 
que  /,  et  dans  laquelle  la  somme  S  s'étend  à  toutes 
les  valeurs  du  nombre  entier  î,  depuis  i=  i  jusqu'à 


a. 


22 
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{'  ss  00  .  En  effectuant  Tiotégration  par  les  règles  or- 

dinairesy  on  a 


f> 


cos  —7-  .  —7—  =  -T—  cos  m  ; 
l        i  19 


on  aura  donc 


wx  L,  cos  IV   •     ticx 

-^  =  —  2  — : —  sin  -r-  : 
résultat  qui  coïncide  avec  l'équation  (5),  en  faisant 

5o3.  En  vertu  de  la  seconde  équation  (a),  la  va- 
leur de  T  est  nulle ,  non-seulement  quand  ^  :=  o , 
mais  aussi  quand  t  est  un  multiple   quelconque 

de  —  ;  elle  l'est  aussi ,  quel  que  soit  t ,  aux  deux 

bouts  A  et  B^  qui  répondent  à  x =0  et  x ris  /. 

Si  t  est  zéro  ou  un  multiple  pair  de  -  ^  la  première 

équation  (a)  donne 

ou,  oe  qui  est  la  même  chose ,  * 

à  cause  de  c  +  c'  =  /  et  cosôr  =s (—  i)'.  Or ^  on  peut 
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prendre  *'C^  ~^>  po^^  ô  dans  la  formule  (5) ;  et  il 
en  résulte 

:s__sin j ^ ^j—. 

Sî  Ton  a  JC<Cc,  c'est-à-dire,  si  le  point  M  appartient 
à  Ae,  on  pourra  aussi  prendre  pour  6  la  quantité 

p— ^,  qui  sera  moindre  que  îT}  on  aura  donc 

2  — 7— sm j ^y— j 

«t  ces  valeurs  réduiront  l'équation  (4)  ^  pss:h.  Si, 
au  contraire,  le  point  M  appartient  à  /B,  on  aura 
a:  >  c  et  2I  —  c'  -^  x  <i  l  ;  on  pourra  donc 
prendre 

9  — ï ; 

il  cause  de 

^Q        -^ — i  zzz  —  sin  ~^-- — J ^ , 

la  formule  (3)  donnera 


i— 7-^  sm  — i-7 — -  =  — ^ f ' 


et ,   au    moyen  de    cette    valeur  et  de    cçUe  de 
2  ^^^^  sin  *^  (    ~  ^^  ^   l'équation  (4)  se   réduira  à 

•V  =  A'. 

Les  vitesses  initiales  h  et  h'  des  deux  parties  Ae  et 
/B  de  la  verge  totale,  sont  donc  ainsi  vérifiées.  On 
voit^  de  plus,  qu'elles  ont  lieu  noni-seulemenl  quand 


34o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

t=mo,  mais  aussi  toutes  les  fois  que  t  est  un  mid- 

tiple  pair  de  -  ;  et  comme  à  ces  époques  T  est  xéro 

pour  la  verge  entière,  il  s'ensuit  que,  pour  toutes 
ces  valeurs  de  t ,  le^  deux  parties  de  la  vei^e  se  trou- 
veront dans  le  même  état  qu'au  commencement  du 

choc. 

On  peut  remarquer  que  la  première  équation  (s) 
serait  en  dë&ut,  si  on  rappliquait  à  la  vitesse  initiale 
du  point  E;  car  si  Ton  y  fait  <  =  o,  et  qu'on  ait 
exactement  xzssc ,  il  eu  résultera 

P  =  J  (A£?  +  A V)  +  ;  (A  -  h')X  ^^  sin  ^^. 
Or,  d'après  l'équation  (5) ,  on  a 

—  ( — i)'   .     iwc  wc 

on  aurait  donc  (^  =  A^  ;  ce  qui  ne  serait  vrai  que  dans 
le  cas  de  h'z^h,  où  Tétat  de  la  partie  correspon- 
dante à  eE  ne  peut  différer  de  celui  du  reste  de  la 
verge.  Mais  nous  avons  dit  que,  dans  le  cas  général, 
cette  partie  et  celle  qui  répond  à  F^ne  sont  pas  com- 
prises dans  les  équations  du  mouvement. 

Si  t  est  un  multiple  impair  de  -,1a  première  équa- 
tion (2)  donne  immédiatement 

i^ssj  {hc  +  AV) 

Or,  en  comparant  cette  valeur  de  i^  à  la  formule  (4), 
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on  voit  qu'elles  se  déduisent  Tune  de  Tantre  par  Té- 
change  des  lettres  het  hf,€  et  (/;  d'où  l'on  conclut  ^ 
sans  nouveau  calcul,  que  quand  t  est  un  multiple 

impair  de  - ,  les  points  qui  repondent  à  nue  valeur 

de  X  moindre  que  (f,  auront  la  vitesse  h',  et  ceux  qui 
répondent  à  x>^  c ,  la  vitissse  h;  c'est-à-dire ,  que  si  G 
est  un  point  tel  que  l'on  ait  AG = c'  et  GB z=zc,  et 
'  qu'on  prenne  g  et  ^  k  des  distances  insensibles  de 
part  et  d'autre  de  G ,  la  vitesse  h'  aura  lieu  dans  la 
partie  Âg,  et  la  vitesse  h  dans  la  partie  ^B. 

5o4«  U  résulte  de  cette  discussion  que  si  l'on  a 
c=  c'y  la  partie  ke  aura  la  vitesse  h'  au  bout  du^ 

temps  ^=-y  et  la  partieyB,  la  vitesse  h  au  bout 

du  même  temps;  et  cpmme  à  cet  instant  la  ten- 
sion T  est  partout  égale  à  zéro,  et  que,  par  hy- 
pothèse ,  oxkSL  h>  h',ià  s'ensuit  que  les  deux  verges 
se  sépareront  l'une  de  l'autre  (  n*"  5oo  )  ;  en  sorte 

que,  dans  ce  cas,  la  durée  du  choc  aura  été  -, 

et  les  deux  mobiles,  parfaitement  élastiques  et  égaux 
en  masse,  auront  fait,  après  le  choc^  échange  de 
leurs  vitesses  avant  le  choc. 

Réciproquement,  si  les  longueurs  c  et  c*  sont  dif^ 
férentes,  le  choc  ne  finira  pas,  et  les  deux  verges 
élastiques  ne  pourront  pas  se  séparer;  car  les  épo- 
.  ques  où  la  tension  est  nulle  coïncideront  toujours 
avec  celles  d'une  vitesse  commune  et  égale ,  soit  à  h^ 
soit  à  h',  pour  les  deux  extrémités  £  et  F,  ou ,  plua 
exactement ,  pour  les  deux  points  eetf^ 


> 
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Mais  si  l'on  a  c^  >  c  »  auquel  cas  le  point  G  apparu 
tiendra  à  /fi y  et  si  Ion  suppose  que  la  verge  élast 
tique  soit  coupée  en  ce  point ,  de  sorte  que  la  partie 
FB  soît  elle-même  formée  de  deux  parties  FG  et  GB, 
qui  avaient  une  même  vitesse  U  avant  le  choc ,  la 

partie  GB  se  séparera  au  bout  du  temps  ^  =  -•    En 

effet,  à  cet  instant,  la  tension  T  sera  nulle,  et  le^ 
vitesses  h!  et  h  des  points  g  et  g\  permettront  la  disp^ 
jonction  des  parties  ÂG  et  GB.  Après  le  choc,  dont  la 

durée  aura  été  - ,  comme  dans  le  cas  de  c'  =  c ,  la 

partie  GB  se  mouvra  avec  la  vitesse  &,  et  les  parties 
AE  et  FG,  avec  la  vitesse  commune  A\  La  même 
those  aurait  encore  lieu  si  les  trois  parties  AE ,  FG , 
GB,  étaient  elles-mêmes  coupées  et  divisées  en  d'au*- 
très  portions  égales  ou  inégales ,  pourvu  qu'avant  le 
choc  toutes  les  portions  de  AE  eussent  une  même  vi- 
tesse ^ ,  et  toutes  les  portions  de  FG  et  GB  une  vi- 
tesse  commune  h!. 

Ainsi,  supposons ,  par  exemple,  qu'une  verge  ho- 
mogène, prismatique  ou  cylindrique,  soit  coupée 
ed  un  nombre  n-4-  ^'  de  parties  égales  ;  et  imprimons 
une  vitesse  h  aux  n  premières  parties,  avec  laquelle 
elles  viendront  choquer  la  série  des  n'  autres  parties , 
qui  seront  en  rèpns  avant  cette  percussion.  Si  n  sur^ 
pa^  n'y  aucune  partie  ne  se  séparera,  et  elles  seroât 
toutes  transportées  dans  le  sens  du  choc,  en  oscillant 
suivant  cette  direction,  et  faisant  entendre  le  ton 
correspondant  à  la  longueur  entière  de  la  verge , 
libre  par  ses  deux  bouts;  mais  si  l'on  a  n^>  7i,  les 
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paiiîes  antérieures,  au  nombre  de  n,  se  détacheront 
des  autres ,  pour  se  mouTOÎr  avec  une  vitesse  com- 
mune et  égale  à  A ,  et  les  n'  autres  parties  demeure- 
ront en  repos  et  juxtaposées.  Ce  résultat,  étendu  par 
analogie  à  une  série  de  sphères ,  comprend  le  phéno- 
mène dont  il  a  été  question  dans  le  n*  363. 

5o5.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  A 
est  fixe.  Avant  le  choc ,  supposons  que  la  partie  AE 
soit  en  repos,  et  que  tous  les  points  de  la  partie  FB 
aient  une  vitesse  cpmmune  et  négative,  que  nous 
représenterons  par  —  k.  11  faudra  alors  faire  usage 
de  Texpression  de  u  relative  au  second  cas  du  n*"  49^  > 
dans  laquelle  on  fera  (p'xzso  depuis  x  =  o  jusqu'à 
a:  =z  c  y  et  (p'x  =  —  k  depuis  x  ==  c  jusqu'à 
;r  =:=:  c  -{-  ^^=  '•  A  cause  de  ^x  =  o,  pour  toutes  les 
valeurs  de  or ,  il  en  résultera 

•W=— ^-^Sr-. r;COS^ r^—Sm' r^— Sm^ /—  } 

ir*a    (21 — ^i)^  SU  2/  a/         ' 

d'où  l'on  tire 


Ak       I  (2J — iWc  .   (2* — i>r<r      (21 — iWa/ 

t;= -î-2— ; C08^ T^ — Sin^ ~ — COB' =-^ — 

»■     2»— I  a/  2/  2/ 

T=— -iï-2-^ —  co8^ 7^— cosî yi— siûî / 

wa    2»— I  2/  2/  2/ 


(5) 


formules  dans  lesquelles  les  séries  sont  du  genre  de 
celles  dont  on  sait  déterminer  les  sommes,  et  qui 
feront  connaître  exactement  la  vitesse  et  la  tension , 
à  chaque  instant,  en  un  point  donné  de  Ae  ou 
de  /B. 
»    On  emploiera ,  à  cet  eflFet ,  la  formule  connue 


1 
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~  =  cos8  —  âCos56  +  4co859  +  ctc.,      (6) 

qui  a  lieu  pour  tontes  les  valeurs  de  8  comprises 
entre  ±1^  exd^siTemenl ,  et  qui  se  déduit,  par 
exemple ,  de  ]a  formule  (7)  du  n^  5â6 ,  en  la  dif- 
férentiant  après  y  avoir  mis  x  au  lieu  dé  (px^  et  en 

j  faisant  ensuite   -j  s=  0. 

5o6.  En  vertu  de  la  seconde  équation  (5) ,  la  ten- 
sion T  est  nulle  en  tous  les  points  des  deux*  verges , 
lorsque    t    est    zéro  ou    un    multiple  quelconque 

de  — . 
a 

.  .  a/ 

Si  t  est  zéro  ou  un  multiple  pair  de  ~  ,  la  pre- 
mière  équation  (5)  donne 

m  L    aï— I  ai  a/  J 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 

w  L     2*^  I  ai 


ai—  I  ai  J  ' 


(7) 


Tai  *^  I  W" 

à  cause  de  c  +  c'  =  /  et  sin  ^ ^  =  —  ( —  1)'. 

Or,  d'après  Fétat  initial  des  deux  veines,  cette  for- 
mule y  en  tant  qu'elle  se  rapporte  à  ^  ;=  o ,  doit  se 
réduire  à  (^  =  o  pour  x^  c ,  et  à  i^  =  —  k  pour 
X  >  c}  et  c'est  d'abord  ce  qu il  s'agit  de  vérifier. 

En  prenant  -^t — •  pour  8  dans  l'équation  (6), 
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il  «n  résnlte 

2* — I  a/  ^4 

Quand  on.  a  a:  <C,  c ,  on  peut  aussi  prendre 
— j— ^  pour  8  ;  ce  qui  donne 

^t^^(^t=}iifi±ù  =  -.  'j 

21—1  ai  4 

et  ces  formules  réduisent ^  effectivement^  l'équa- 
tion (7)  à  i^  ==  o.  Quand  on  a  x'^c,  oa  aura  aussi 
3/  — jc— •  c'  <  /;  en  prenant  donc 


B  — ^7 f 


et  observant  que 


cosi L-l.J2:_^=._cosi i-^j ^, 

la  formule  (6)  donnera 

2^-r— ^COsi \^.  =    */î 

2t — 1  a/  4 

au  moyen  de  quoi  et  de  la  valeur  précédente  de 
Sgli^cos  ^'~'^J^^~^^\  réquation  (7)  se  réduira 
à  i^ss  — A^  comme  cela  doit  être. 
liOrsque  t  est  un  multiple  impair  de  —  »  la  valeur 

de  if,  donnée  par  la  première  équation  (5)^  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  celle  qui  a  lieu  quand  t  est 
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zéro  ou  an  multiple  pair  de  — ;  il  s  ensuit  donc  qu  au 

bout  d'un  temps  égal  à  — ,  tous  les  points  de  Ae  ont 

des  vitesses  nulles ,  et  tous  ceux  de  fh ,  des  vitesses 
positives  et  égales  à  A:  ;  et  comme  à  cet  instant  la  ten-* 
sion  T  est  partout  égale  à  zéro ,  il  en  résulte  que  la 
verge  F6  se  détachera  de  la  verge  ÂE ,  et  sera  ré« 
fléchie  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle 
qu'elle  avait  avant  le  choc. 

Ainsi ,  le  choc  de  la  vei^e  FB  contre  la  verge  AE^ 
qui  s'appuie  en  A  contre  un  obstacle  fixe^  durera 

pendant  un  temps  égal  à  — ,  et  sera  conforme  à  ce 

qui  a  été  dit,  dans  le  n*  Sôa  ^  sur  la  réflexion  d'un 
corps  parÊiitement  élastique.  On  peut  aussi  remar- 
quer qu'au  milieu  du  choc,  c'est-à«dire ,  au  bout 

d'un  temps  égal  à  -,  on  aura  i^  =  o ,  d'après  la  pre- 

mière  équation  (5),  pour  toutes  les  valeurs  de  x;  en 
sorte  qu'à  cet  instant  la  verge  choquante  FB  aura 
perdu  toute  sa  vitesse,  etja  verge  AE  n'aura  aussi 
aucun  mouvement.  Au  même  instant,  on  aura ,  en 
vertu  de  la  seconde  équation  (5) , 

sra    l_      a*— I  21 

■       ai  —  I  21  J 

0 

d'où  Ton  conclura,  par  le  même  calcul  que  pour 
l'équation  (7),  T=:  —  ?-  ou  T  =  o,  selon  qu'oa 
aura  x<,c  ou  x^  c.  Au  milieu  du  choc ,  la  teiir 
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sion  est  donc  nulle  pour  toute  retendue  de  la  verge 
choquante;  mais  la  yerge  choquée  est  condensée  uni- 
formément  ;  et  c'est  la  pression  qu'elle  exerce  dans  le 
sens  Â£,  ou  de  dedans  en  dehors^  qui  fait  rebondir 
la  verge  choquante. 

§  rV.  Digression  sur  les  intégrales  des  équations  aux^ 

différences  partielles. 

507.  Si  Ton  excepte  un  petit  nombre  d'équations 
^xj^x  différences  partielles ,  celles  d'un  ordi*e  supé* 
rieur  au  premiei*  ne  sont  point  intégrables  sous 
forme  finie ,  lors  même  qu'il  s'agit  d'équations  ii-* 
néaires.  Pour  résoudre  les  problèmes  qui  conduisent 
à  ces  équations^  on  est  donc  obligé,  le  plus  souvent, 
de  recourir  à  leurs  intégrales  en  séries  ;  et  il  faut  alors 
qu'on  sôit  certain,  dans  chaque  cas,  que  la  série 
dont  ou  fait  usage  a  toute  la  généralité  que  com- 
porte 1  équation  donnée  aux  différences  partielles,, 
et  qu'elle  renferme  des  fonctions  arbitraires  en  notn- 
bre  suffisant  pour  exprimer  l'intégrale  complète  d^ 
cette  équation.  Or,  il  n^  a  pas  de  règle  générale  à 
ce  sujet  :  ce  nombre  peut  être  moindre  que  celui 
qui  marque  Tordis  de  l'équation  donnée,  ou  de$ 
^différences  partielles  les  plus  élevées  qu'elle  ren- 
ferme.; il  .change  avec  la  quantité  suivant  les  puis-r 
^nces  4e  laquelle  la  série  est  ordonnée  ;  et  il  peut 
même  arriver  que  toutes  les  fonctions  arbitraîi^s 
dispataissient ,  et  que  la  série  ne  contienne  plui 
qu'un  nombre  infini  de  constantes  arbitraires,  sani 
qu'elle  cesse,  néanmoins,  d'exprimer  l'intégiiale  com-" 
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plète.  Ce  sont  ces  dÎTerses  circonstances  que  nous 
aUons examiner,  d'abord  en  général,  et  ensaite  pins 
particulièrement,  en  ce  qui  concerne  les  équations 
linéaires  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  plupart 
des  problèmes  de  Mécanique  et  de  Physique. 

5o8.  Soit  u  une  fonction  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  t,  x  ^  j^  z ,  etc«  Sup- 
posons que  cette  fonction  doive  satisfaire  Ji  une  équa- 
tion donnée  aux  différences  partielles ,  que  nous  re- 
présenterons par  L  s=  o.  Quelle  que  soit  la  valeur 
de  ££ ,  on  peut  toujours  la  concevoir  développée  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  Tiine  des  va- 
riables t^XfjTfZf  etc.,  ou  y  plus  généralement ,  d  une 
autre  quantité  6  dépendante  d  une  ou  plusieurs  de 
ces  variables.  Soit  donc 

w  =:  Pô*  +  Qfl^  4-  Re^  +  etc.  ;        (a) 

^f  ^9  y  t  ^^^'9  Py  Qf  Ry  ^^<^*  f  étant  des  exposans 
et  des  coefficiens  indéterminés.  Si  je  substitue  cette 
yaleur  de  u  dans  Téquation  L  =  o ,  que  je  déve- 
loppe ensuite  L  suivant  les  puissances  de  fl,  et  que 
j'égale  séparément  à  zéro  les  coefficiens  de  tous  les 
termes  de  ce  développement,  j'aurai  une  série  d'é- 
quations, dont  chacune  renfermera  une  variable  in- 
dépendante de  moins  que  L  s=  o  ;  et  si  je  parviens 
à  obtenir  les  valeurs  les  plus  générales  de  «,  C, 
y  y  etc.,  P,  Q,  R,  etc.,  qui  satisfassent  ^  cette 
suite  d'équations,  la  série  {a)  sera  aussi  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  satisfera  à  l'équation 
Ls=o.  Selon  la  quantité  8  qu'on  choisira,  on  aura 
ainsi  différentes  expressions  de  u  en  série  ^  qui  se- 
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ront  toutes,  sous  des  formes  équivalentes,  l'inté- 
grale complète  de  L  ==  o  ;  en  sorte  que  si  cette  in- 
tégrale peut  aussi  s'exprimer  sous  forme  finie,  chacune 
de  ces  séries  en  sera  un^  développement  différent  ^ 
et  pourra  toujours  s'en  déduire.  Toutefois,  lors- 
qu'on sera  parvenu,  d'après  les  autres  conditions 
du  problème  qui  aura  conduit  à  l'équation  L = o , 
à  déterminer  toutes  les  quantités  arbitraires  que  con- 
tiendra la  série  (à),  il  faudra  qu'elle  soit  couver** 
gente  pour  qu'on  en  puisse  faire  usage;  et  si  elle 
devient  divergente  pour  des  valeurs  de  6 ,  .on  de- 
vra changer  cette  quantité ,  et  remplacer  la  série  (a) 
par  une  autre ,  ordonnée  suivant  les  puissances  d'une 
variable  différente. 

Cela  posé ,  en  prenant  pour  L  =  o ,  des  équations 
linéaires  de  différens  ordres ,  on  verra  que  les  coef-« 
ficiens  P,  Q,  R,  etc.,  déterminés  de  la  manière  la 
plus  générale,  peuvent  néanmoins  renfermer  des 
nombres  inégaux  de  fonctions  arbitraires ,  selon  que 
la  série  (a)  sera  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
telle  ou  telle  variable  6;  et  l'on  verra  même,  cooime 
nous  l'avons  dit  plus  haut ,  qu'il  pourra  arriver  que 
toutes  les  fonctions  arbitraires  disparaissent  de  cette 
série,  qui  ne  renfermera  plus  alors  que  des  cons- 
tantes arbitraires  en  nombre  infini ,  et  qui  n'en  sera 
pas  minns  l'intégrale  complète  de  l'équation  L=o. 
Le  caractère  distinctif  de  cette  forme  singulière  de 
l'intégrale  complète,  sans  aucune  fonction  arbitraire, 
^*une  équation  linéaire  aux  différences  partielles, 
consiste  en  ce  que  tous  les  termes  de  la  série  qui 
la  représente  se  déterminent  indépendamment  le^ 
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uns  des  autres,  et  satisfont  séparemeut  à  Féq^atioD 
donnée ,  de  manière  que  la  valeur  générale  de  u 
est  la  somme  d'un  nombre  infini  de  valeurs  pirli* 
culières  de  cette  fonction. 
.  509.  Soit,  pour  exemple,  Téquadon  très  àoh 
pie ,  linéaire  €i  aux  différences  partielles  du  scconl 
ordre , 

du  d*u  ^T\ 

dans  laquelle  a  est  une  constante  donnée.  Si  Fod 
développe  la  valeur  de  u  suivant  les  puissances  det, 
on  trouve  pour  la  série  la  plus  générale  qui  sati»- 
âisse  k  cette  équation 

<p.r  étant  une  fonction  arbitraire.  Sous  cette  fonne, 
l'intégrale  complète  de  l'équation  (b)  ne  comporte 
donc  qu'une  seule  fonction  arbitraire ,  laqaeDe  tt- 
présente  la  valeur  de  u  qui  répond  à  ^  =:  0.  Nais 
'si  Ton  développe  la  valeur  générale  de  u  sainfit 
les  puissances  de  ^,  on  trouve 

I  jî*    d'i^t   ,         x^       d*^  \ 

3^     d^t  3^  d^t 

4^  et  ^1  étant  deux  fonctions  arbitraires ,  qni  expri* 
ment  les  valeurs  de  i<  et  ^Zf  i*elatives  à  x  =so.  Far 
conséquent,  sous  cette  autre  forme,  l'intégrale oom* 
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plète  de  Fëquation  {b)  renferme  deux  fonctiotis  arbi«» 

traires. 

'   Ceg  deux  séries  s'obtiennent  par  la  méthode  de» 

coefficiens  et  des  exposans  indéterminés ,  en  ûôsant 

saccessivement  fi  ss  ^  et  A  =»  ar  dans  la  série  (a).  On 

les  déduit  aussi  du  théorème  de  Taylor;  car  on  a, 

d'après  ce  théorème  ^ 

«=:U-h(«-«)0'+^U"+^U'«+etc., 

en  désignaDt  par  et  une  valeur  particulière  de  £ ,  et 
sopposaut 

a  — U      —  —  U'      ^=rU"     ^  — U"'   etc 

pour  cette  valeur  /  =;  a.  Or,  l'équation  (b)  et  ses  dif- 
férentielles successives  par  rapport  à  t  donnent 

etc. 

La  quantité  U  restera  donc  seule  arbitraire,  et  l'on 
aura 

ce  qui  coïncide  avec  la  série  (^),  quand  on  prend 
zéro  pour  la  constante  et,  c'est-à-dire,  quand  on 
développe  suivant  les  puissances  de  iy  et  que  l'on 
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£à\t  U  as  ^x.  On  obtiendra  semblablement  h  lé- 
ric  (rf). 

Ces  deux  séries  (c)  et  (d)  peuvent^  au  reste,  se 
transformer  Tune  dans  l'autre.  En  effet,  dé?eloppoDS 
^x  suivant  les  puissances  de  x,  et  soit 

^^         ■        '  i,a       i.a.3      i«a.3*4      i.?.3.4-5 

OÙ  Ton  désigne  par  A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc.,  descons- 
tantes  arbitraires;  nous  aurons 

^  =  E+Fx4-etc., 
etc.; 
au  moyen  de  quoi  la  série  (c)  deviendra 

M  =  A  +  Ca<  +  —  +  etc. 

I  «a 

+  ^B  +  Dof  4-  ^  -f-  etc.)jr 

4-  (C  -4-  Efl<  -h  etc.)  ^ 

+  (d  +  Fû* -h  etc.)  ^, 
+  etc. 
Or,  si  Fou  (ait 

A  +  Ca^  H -f-  etc.  e^  4^  f 

B  +Dat  4- 1^4.  etc.  =  *^, 
4^  et  'Irt  seront  deux  fonctions  arbitraires  et  iod^ 


.a 
.3 
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pendantes  l'une  de  Fantre  ;  on  en*  déduira 

C  +  Ea«  +  etc.  =  ^, 

adt  ^ 

D  +  Frt/  +  etc.  =  ^S 

etc.  ; 

et  la  valeur  précédente  de  u  coïncidera  avec  la  sé- 
rie {d).  On  transformera  semblablement  cette  série  (^) 
dans  la  série  {c). 

5io.  Maintenant  y  désignons ,  à  Tordinaire,  par  e 
la  base  des  logarithmes  népériens,  et  prenons  Ssse*,* 
La  série  (a)  deviendra 

a  ==  Pe"  +  Qc^'  H-  Re>'  +  etc.  j 

les  coefficièns  P,  Q,  R,  etc. ,°  seront  des  fonctions 
de  /,  et  les  exposans  et,  €,  y,  etc. ,  des  quantités 
constantes.  On  aura  donc 

dt  ~-  dt'      ^  dt^    ^  di^    -^etc., 
^=  ««Pô-*  +^'Qe^'  +  >*Re^'  +  etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (b),  et 
égalant  ensuite  les  coefficièns  des  termes  semblables 
dans  les  deux  membres,  on  en  conclut 

^  =  a*-P,    §-«^-Q,     §  =  ayJi,     etc.; 
par  coWcpent,  les  exposons  cl,  Ç,  ^/etc,  resteront 

2.  23 
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arbitraires ,  et:  l'on.  aiua. 

P  =  Ae-:S    Q^Bç'^    ^^=Ce''**S    etc., 

en  désignant  aussi  par  A^  B,  C^  etc.,  des  constantes 
arbitraires.  Doâc  il  en  résultera  * 

u  =  Ae^^'e**  +  l^'^'e^'  +  Ce^^*'e>'  +  etc. ,    (e) 

pour  l'intégrale  complète  de  Féquation  {b),  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  l'exponentielle  e^  ;  série  qui 
est  aafsi  le.  développement  de-  qette  intégrale,  or- 
donne^ spiivantles  pnissancesde  6^  Or,  on  voit  que 
cette  série  (e)  ne  contient  ezplioitement  aucune 
fonction  arbitraire  ;  qu'elle  renferme  seulement  deux 
séries  infinies  A,  B,  G,  etc.,  « ,  €9  >,  etc. ,  de  cons- 
tantes arbitraires  ;  et  que  chacun  de  ses  termes  satis- 
fait isolément  à  Féquation.  (6).  ^ 

En  développant  cette  expression  de  u  suivant  les 
puissances  de  tf  on  a 

u  sa  Ae**  Ht  Be^' + Gc**  -|-  etc. 
-H  (Aa'c*'  +  B€*c*^'  +  Cye»*  -|-  etc.)  at 


I      I 


4-  etc.  j 


-t-  (A««c*'  +  BC<c^'  +  C><c>* + etc.)  - 

I  • 


et  si  Ton  fait 


Ae**  •+■  Be"    +  Qî»^'^  H-  etc.  =  (px, 
€x  sera  une  fonction  arbitraire,  on  aura 
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Aa^e-'+Bfi^e^'  +  C^^e»'  +  etc.  =  ^ , 
etc., 

et  la  série  (e)  coïncidera  avec  la  sâîe  (c).  On  fera 
de  n^êiçe  coïncider  la,  série  (e)  ^vec  la  térife  (i/)^  ea 
développant  la  première  suivant  les  puissances  de  ûc, 
popr  la  reiidre  çoi^arable  à  la  secoi^de. 

5ii.  Chacune  des  deux  séries  (c)  et  (e)  peut  être 
^pn^ëç^ty^.  foeme  finie,  au  11103^  d^unè  m^e 
intégrale  définte.N 

D^abord,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  po- 
sitif ^  on!  a  évidcMimeall 

«-"••«f^'rfû>  sac  Q. 

Soit  aussi 

t         .      »  I 

en  désignant  par  g  une  constante  positive,  et  mettant 

^S/g'^t  ^gdhû;  k  la  place  de  a»  et  do»,  leis  littiites 
de  cette ' iritégtale  ne  seront  pas  changées,  et  Ion 
aura  * 


d'où  Ton  tire    -. 


en  différeiitiâttt  /i^  fois**  de  suite,  par  rapport  à  g ,  et 

23., 
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faisant  ensuite  g  =  i  •  Au  moyen  de  ces  valeurs ,  la 

formule  (c)  pourra  s'écrire  ainsi  : 

+     i.a.3       dx^   ^i.a.3.4    dx^   t-^^'J^    «•, 
et  ^  d  après  le  théorème  de  Taylor ,  elle  se  réduira  à 


Quelle  que  soit  la  constante  a ,  on  ne  diangera  pas 

er^*dœ ,  en  y 

mettant  fi>  —  ce  VaïF  au  lieu  de  «>;  on  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


>éL*at 


=  i  r^e-*'c^V^€to. 


On  exprimei^  de  même  les  autres  exponentielles  qui 
entrent  dans  la  série  (e),  laquelle  deviendra^  de  cette 
manière , 

+  Ce>  ('  -^  >- V^iô  +  etc.]  e^'cUo. 
Or,  si  nous  faisons ,  comme  plus  haut  ^  . 

Ae**  +  Be^'  +  Ce>'  +  etc.  =s  ftc, 
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nous  aurons,  en  même  temps, 

Ac*  f*  +  î*!/^)  -f.  Be^('+  »•  V/2«) 

ce  qui  fait  coïncider  la  valeur  précédente  de  u  avec 
la  formule  {/)» 

Cette  équation  (/)  est ,  sous  forme  finie ,  l/int^rale 
complète  de  l'équation  (b);  elle  ne  renferme,  comme 
on  voit,  qu'une,  seule  fonction  arbitraire ,  qui  se  dé- 
terminera immédiatement  d'après  la  valeur  de  u  re* 
lative  a  tsso.  Toutefois,  cette  forme  de  l'intégrale 
complète  suppose  que  cette  valeur  de  u ,  qui  sera  celle 
de  (px,  croisse  avec  la  variable  dans  un  moindre 
rapport  que  e*%  et  que  le  produit  e— ''^x  s'évanouisse 
"pour  or  =  =b  QO  ,  sans  quoi  la  quantité  comprise  sous 
le  signe  /*  croîtrait  indéfiniment  avec  la,  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  différentes  de  zéro,  et  l'intégrale  dé-* 
finie ,  dont  les  limites  sont  (»z=sdboo ,  aurait  géné- 
ralement une  valeur  infinie,  ce  qui  est  inadmis-* 
sîble. 

Si  nous  Élisons ,  pour  un  moment , 

dx  ^      ^        dx*    —  r  «^  ? 

nous  déduirons  de  l'équation  (/) , 

«  ^  =  î  /_«  *~**^"  (^  +  ^'^  V«<)  do  i 
en  intégrant  par  partie,  et  supposant  que  le  produit 


1 
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de  er—'  et  ^'  (x  •+•  uet  s/ti)  s'énMVame  ixn  dem  li» 
mites ,  on  a 

^  — oo  Y  ai     J  "■* 

ce  qui  fiiil  coïncider  la  valeur  de  ^  àyec  cdle  de 

a  ^,  et  aatisCût^  psw  conséquent ,  à  Téqualkin  (i). 

En  partant  de  la  série  {d) ,  ou  parviendrait  k  une 
intégrale  sous  forme  finie  de  cette  équation  ^  moins 
simple  que  la  formule  (f)^  et  qui  contiendrait  denx 
fonctions  arbitraires. 

5i2.  La  valeur  connue  de  la  quantité  A:,  renfermée 

dans  les  formules  précédentes^  est  \/^.  On  Tobtient^ 
par  exemple,  en  employ^ant  successivement  deux 
variables  différentes  sous  le  signe  y*,  de  manière 
qu'on  ait 

d'où  l'on  conclut 

à  cause  que  les  deux  vadaMes  x  eiy  sont  indcpei!« 
dantes  Tune  de  l'autre.  Si  donc  on  fait 

d'où  il  résultera 
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et  si  l'on  regarde  x^jr^  z,  comme  les  coordoùnëes 
courantes  d'une  surface,  k^  sera  le  volume  terminé 
par  cette  surface  de  réyolution,  et  prolongé  indéfini- 
ment autour  de  son  axe  de  figure,  qui  sera  Taxe 
des  z.  Or,  on  obtiendra  la  valeur  de  ce  volume  en  le 
décomposant  en  un  nombre  infini  de  tranches  çylin-- 
driques,  dont  cette  droite  sera  Taxe  commun.  Le 
volume  de  Tune  de  ces  tranches  infiniment  minces , 
dont  les  surfaces  intérieure  et  extérieure  auront  r 
et  r^^^dr  pour  rayons,  sera  égal  au  produit  de  sa 
base  ayrnlr,  multiplié  par  sa  hauteur  z  ou  er-'*  } 
le  volume  entier  s'en  déduira ,  évidemment ,  en  in- 
tégrant depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =  qd  ;  par  consé- 
<|QeDt,  on  aura 


if  =  3V  r   e-^rdr  = 


et  A:  =  \/9r  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Je  ferai  remarquer  qu'en  prenant  ^x=:cosx,  et 
mettant  et*  au  lieu  de  at  dans  l'équation  (c),  on 
aura 

i  — a*H 5+etc.)cosJC, 

'    i.a        1,2. 3  / 

OU  I  ce  qui  est  la  même  chose , 

u  =  e^**cosx. 

L'équation (/)  devient,  en  même  temps, 

uss  --r=.  f     c^*'cos(«H-3«d>)^»; 


mais  ou  a  évîdemmetit 
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r     e~*'  cos  2CLCûdù>ssz  2  I     e"**  cos  2acùdcûy 
e^>'  sin  asLûùdco  =  o  ;    . 

•  F 

•  a  •  • 

d'où  Ton  conclut 

M  =  — 7=-  /      e    "  cos  2ctoùd(iù  : 

et  eo  égalant  cette  valeur  àeuk  Tune  des  précédentes, 
op  a 

o  2 

On  peut  donner  une  valeur  imaginaire  à  la  cons^ 

tante  a  dans  cette  équation  ;  et  si  Ton  y  met  et  ^ — i  au 
lieu  de  a ,  on  aura 

On  a  souvent  occasion  d'employer  ces  formules , 
qui  se  présentaient  ici  naturellement ,  et  que  Ton  ob- 
tient aussi  par  d'autres  moyens. 

5r3.  Les  équations  aux  différences  partielles  aux- 
quelles on  est  conduit ,  dans  la  plupart  des  problèmes 
de  Mécanique  ou  de  Physique ,  sont  linéaires  à  l'é- 
gard d'une  inconnue  u,  du  premier  ou  du  second 
ordre  par  rapport  au-  temps ,  et  généralement  à 
quatre  variables  indépendantes,  dont  u  est  fonction, 
savoir,  le  temps,  que  nous  représenterons  par  ^,  et 
les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  sys- 
tème dont  on  s'occupe,  que  nous  désignerons  par  x. 
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jr,z.  Si  l'on  excepte  leur  dernier  ternie^  indépendant 
de  u  et  qu'on  peut  toujours  faire  disparaître ,  elles  ne 
contiennent  pas  cette  variable  t  explicitement,  c'est- 
à-dire  ,  que  dans  ces  équations  les  coefficiens  ne  sont 
fonctions  que  deXfjr,  z.Ov,  L  =  o  étant  une  de  ces 
équations  sans  dernier  terme ,  si  l'on  prend  6  =  e',  la 
série  (a)  deviendra 

«  =  Pe^  + Qe^'  +  Re^'  +  etc.  ;         (g) 

et  si  Ton  substitue,  dans  L,  cette  série  (g)  au  lieu 
de  u,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera 

H-  (M V  +  N">  +  0")  e>'-f-  etc.  ; 

M,  Ny  0^  étant  des  quantités  qtii  ne  contiennent 
que  l'inconnue  P,  d'où  se  déduiront  M',  N',  0',  en  y 
mettant  Q  au  lieu  de  F,  puis  M",  N",  0",  par  la  subs- 
titution de  R  à  la  place  de  Q,  et  ainsi  de  suite. 
Toutes  les  quantités  M,  M'^  M'',  etc.,  seront  nulles, 
lorsque  Féquation  L  ;=  o  ne  sera  que  du  premier 
ordre,  par  rapport  à  t.  Dans  tous  les  cas,  cette  équa- 
tion donnée  L  =  o  se  décomposera  en  celles-cî  : 

Ma*  •+.  Na  +  0  =  o , 
]«'€:•+ N'C+0'=o,  V      ... 
MV4-  N">+  0"=  o,  *      ^  ^ 
etc. 

Par  conséquent,  les  exposans  et,  €,  y,  etc.,  seront 
des  constantes  arbitraires;  les  coeflSciëns  P,  Q, 
R,  etc.,  se  détermineront  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  au  moyen  de  ces  équations  (A),  qui  sont 
toutçs  semblables;  et  tous  les  termes  de  la  série  (g). 
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cest-ànlire,  de  l'intégrftle  Complète  de  réqiistion 
L  =  o  9  .ordonnée  saiyant  les  pnissances  de  Texpo- 
neatielle  e',  seront  des  intégrales  particulières  M 
cette  même  équation. 

-Les  équations  (h)  seront  linéaires,  cohnwe  Lsro, 
par  rapport  à  l'inconnue  que  chacone  d'elles  ren- 
fermera. Si  L  ne  contient  qu'une  seule  dès  trtk 
coordonnées  Xp  jr,  z,  elles  seront  simplement  de 
équations  différentielles  ;  et  alors  la  série  (g)  ne  ren- 
fermera que  des  constantes  arbitraires ,  savoir,  a,  C, 
y,  etc.,  et  les  constantes  qui  seront  introduites  par 
l'intégration  des  équations  (h).  Quand  elles  seront  ao 
différences  partielles ,  oh  pourra  souvent  lès  tiailer 
comme  l'équation  L=o ,  et  exprimer  leurs  intégrales 
complètes  en  séries  d'intégrales  particulières. 

5i4*  On  peut  donner  une  autre  forme  à  la  sé- 
rie (g),  en  y  changeant  les  exponentielles  en  sinus  et 
cosinus.  Soient,  en  effet.  A,  ft,  y,  etc.,  d'antres 
constantes  arbitraires,  et  p,  q,  r,  etc.,  p\  q%  r',etC} 
d'autres   inconnues.   Si  Ton  met  dans   cette  série 

rfcxV/ — i,±/jL\/^i,  dby  \/— I,  etc.,  au  lieu  de 
a,  5,  y,  etc.  ;  qu'on  y  remplace  P,  Q,  R,  etc,,  ptf 

et  que  l'on  prenne  ensuite  Ja  somme  des  valeursdev 

qui  répondront  aux  deux  signes  de    \/ — i ,  od 
aura 

u:=szp  cos  Ai  +  9  cos  fU  +  r  cos  9t  -f-  etc.  i  /j\ 
+/>'sin  M  +  q'sinfit  -f-  r^  sin  vt  -|-  etc.  / 

Pour  la  généralité  de  l'intégrale  de  L  =x  o ,  expn* 
mée  indifféremment  par  cette  dernière  fonnnle  où 
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par  ia  séHe  (g) ,  il  faudra  que  les  constantes  ^  »  fc , 
y,  etc.,  aussi  bien  que  a^Ç^y,  etc.,  soient  réelles  ou 
imaginaires;  mais  il  y  a  des  problèmes  dans  lesquels 
les  valeurs  déterminées  de  A ,  fc ,  r ,  etc. ,  seront 
toutes  réelles j  et  d'autres  dans  lesquels  aucune  des 
valeurs  de  a,  ^,  y,  etc.,  ne  sera  imaginaire.  Dans  le 
premier  cas  ^  il  conviendra  d'employer  la  formule  (/), 
et  dans  le  second ^  la  formule  (g);  et  lors  même  que 
l'équation  L  ss  o  sera  intégraUe  sous  forme  finie ,  il 
arrivera  souvent ,  dans  des  problèmes  de  Mécanique 
ou  de  Physique ,  que  Texpression  de  son  intégrale , 
au  moyen  de  l'une  on  l'autre  de  ces  deux  séries, 
sera  plus  propre  que  l'intégrale  sous  forme  finie ,  à 
faire  découvrir  toutes  les  circonstances  du  phéno- 
mène dont  ou  s'occupera.  Les  questions  relatives  aux 
petites  oscillations  des  points  d'un  corps  élastique  ou 
d'un  fluide ,  qu'on  a  un  peu  écartés  de  leur  état  d'é- 
quilibre, sont  celles  ok  il  conviendra  d'employer  les 
expressions  des  inconnues  sous  la  forme  de  la  série  (î  ) . 

Lorsque  les  valeurs  générales  de  P,  Q ,  R ,  etc.,  et, 
par  suite,  celles  de  p,  ç,  r,  etc.,  /?',  q',  /,  etc.,  ne 
renfermeront  que  des  constantes  arbitraires,  la  for- 
mule (i)  s'écrira  plus  brièvement  de  cette  manière  : 

u  =:  S/?cosA^  +  Sp'sinAi; 

les  caractéristiques  Z  indiquant  des  sommes  qui  s'é- 
tendent à  toutes  les  valeurs  possibles ,  réelles  ou  ima- 
ginaires de  A  et  des  autres  constantes  arbitraires,  con< 
tenues  dans  p  et  p'.  On  pourra,  si  Ton  veut,  faire 
croître  ces  valeurs  par  degrés  infiniment  petits ,  et 
remplacer  les  sommes  2  par  des  intégrales;  mais 
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cette  autre  forme  équivalente  de  l'expression  de  u 

n  a  aucun  avantage  ;  et  il  vaut  mieux  conserver  la 

précédente. 

5i5.  Indépendamment  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  qui  conviennent  à  tous  les  points 
du  système 9  il  y  a  toujours,  dans  les  divers  pror 
blêmes  de  Physique  ou  de  Mécanique ,  d'autres 
équations  qui  n'ont  lieu  que  pour  les  points  ex- 
trêmes; telles  sont,  par  exemple,  dans  le  problème 
des  vibrations  longitudinales  d'une  vei^e  élastique  ^ 
les  équations  relatives  à  la  fixité  ou  à  l'entière  li- 
berté des  deux  bouts  de  cette  verge.  Ces  équations 
particulières  serviront,  dans  chaque  cas,  à  déter- 
miner les  valeu»  d'une  partie  des  quantité  arbi- 
traires que  renfermera  la  série  (g)  ou  la  série  (/); 
quant  à  celles  de  ces  quantités  qui  resteront  encore 
indéterminées  après  qu'on  aura  eu  égard  à  toutes 
les  équations  de  ce  genre,  elles  dépendront  de  l'é- 
tat initial  du  système.  Pour  en  obtenir  les  valeurs, 
j'ai  suivi,  dans  un  grand  nombre  de  problèmes 
différens,  un  procédé  uniforme,  que  je  crois  ap- 
plicable à  tous  les  cas,  soit  que  là  question  ne  pré- 
sente qu'une  seule  inconnue  u,  et  ne  conduise  qu'à 
une  seule  équation  L  =  o ,  soit  qu'il  y  ait  à  déter- 
miner plusieurs  inconnues  dépendantes  d'un  égal 
nombre  d'équations  aux  différences  partielles,  li- 
néaires et  simultanées.  Ce  procédé  général  a  aussi 
l'avantage  de  fournir,  dans  chaque  exemple,  la  dé- 
monstration de  la  réalité  des  constantes  a,  f ,  >,  etc., 
ou  des  constantes  A ,  f( ,  y ,  etc. ,  qui  dépendent  d'é* 
quatiôns  transcendantes  quelquefois  très  compliquées^ 
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et  dont  il  serait  souvent  difficile  de  déterminer  autre* 
ment  la  nature  des  racines. 

L'exemple  que  nous  donnerons  de  l'application 
de  cette  méthode,  dans  le  paragraphe  suivant ,  suf- 
fira pour  l'expliquer ,  et  pour  qu'on  puisse  l'em- 
ployer dans  d'autres  problèmes.  Au  moyen  de  cette 
méthode,  on  déterminera,  sans  aucune  difficulté, 
les  vibrations  longitudinales  des  verges  élastiques , 
dans  les  trois  cas  du  n*  ^gS,  et  l'on  sera  conduit, 
d'une  manière  plus  directe,  aux  mêmes  formules 
que  dans  ce  numéro.  Pour  exemple  d'une  question 
dépendante  de  plusieurs  équations  aux  différences 
partielles,  j'indiquerai  le  choc  longitudinal  de  deux 
ou  plusieurs  verges  élastiques,  formées  de  matières 
différentes  ;  question  qui  a  été  résolue  dans  le  pa-* 
ragraphe  précédent,  pour  le  cas  particulier  de  l'ho- 
mogénéité, et  dont  je  supprime  ici  la  solution  gé- 
nérale, à  cause  de  la  longueur  des  formules. qui 
s'y  rapportent*    • 

5i6.  Supposons  que  le  temps  t  soit  cpmpté  à 
partir  de  l'origine  du  mouvement  ;  et  soient 

u=zf{x,j,  z),    ^  =  F(x,  j,  z), 

les  valeurs  de  l'inconnue  u  et  de  son  coefficient  diffé* 
reutiel  par  rapport  à  t ,  qui  répondent  k  t  sss  o; 
de  sorte  que  /(x,  jr,  z)  et  F  (jc,  jr,  z)  soient  des  fonc- 
tions données  arbitrairement  pour  toutes  les  valeurs 
des  coordonnées  x,jr,  z,  qui  répondent  aux  points 
d'un  système  dont  on  considère  les  vibrations.  Après 
qu'on  aura  déterminé  toutes  les  quantités  arbitraires 
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que  renfisrme  k  série  (/),  d'après  Fétat  initial  de 
ce  système ,  et  en  ayant  égard  aux  équations  parti- 
culières qui  peuvent  avoir  lieti  à  ses  extrémités ,  il 
faudra  que  cette  série  et  son  coefficient  diffi^entiel 
coïncident,  pour  tsso ,  avec  les  fonctions  ^(a^,^,  z) 
et  F  (a? ,  jr^  z) ,  \ààns  les  limi4es  du  système.  Ainsi , 
il  ikudra  qa'on  ait 

ce  qui  fournira  un  développement ,  ou  une  trans- 
formation d'un  genre  particulier,  pour  chacune  des 
fonctions  quelconques  /{x ,  y^  2)  et  Y{Xj  y^  z)\ 
transformation  qui  ne  sera  pas  identique ,  et  n*aura 
lieu  que  pour  des  valeurs  limitées  des  variables  x^ 

Quoique  le  plus  souvent  on  ne  puisse  pas  dé- 
mpntrer  directement  Fexactitude  de  ces  équations  (A:), 
cependant  il  ne  peut  rester  aucun  doute  à  cet  égard. 
En  effet ,  d'après  les  considérations  précédentes ,  la 
série  (i)  représente  certainement  l'intégrale  com- 
plète de  1  équation  L  ==  o,  c'est-a-dire ,  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  puisse  satisfaire  à  cette 
équation.  Par  hypothèse,  on  a  déterminé  les  quan- 
tités ai4)itraires  que  cette  série  renferme ,  au  moyen 
des  autres  conditions  du  problème  qui  a  conduit  à 
cette  équation  L  =  o;  si  ces  conditions  ne  sont  pas 
incompatibles ,  et  que  le  problème  soit  susceptible 
d'une  solution ,  il  faut  donc  qu'après  cette  détermi- 
nation, là  série  ({)  exprime  la  valeur  de  i£  à  un 
instant  quelconque  et  en  un  point  quelconque  du 


DTI^AMIQUIS ,  SECOITDE  PARTIE.  367 

système ;.  par  conséquent,  en  faisant  <sso  dans 
cette  série  et  dans  celle  qu'on  en  déduit  par  la  dif- 
férentiation  relative  ht,  e|les  devront  repcésenter 

les  valeurs  initiales  de  t^  et  ^r- ,   c'est  -  à  ••  dire  •  les 

al 

fonctions  f(x ,  j^  z)  et  F  (or ,  j^  js)  ,  quelles  qu'elles 
soient  9  mais  seulement  pour  les  valeurs  de  Jc, 
y  y  %j  comprises  dans  les  limites  du  système  que 
Ton  consiclère. 

Dans  l'exemple  du  mouvement  longitudinal  d'une 
verge  élastique,  les  séries  (A:)  représenteront ,  pour 
toute  la  longueur  de  cette  verge,  et  dans  les  dtffé-* 
rentes  hypothèses  relatives  à  ses  extraites,  les  deux 
fonctions  arbitraires  qu'on  a  désignées  par  ^x  et  i^'x 
dans  le  n^  49^  j  ^V  ces  séries,  coipcidbroat  avec  les 
expressions  de  ^x  et  ^'x  >  dont  on  a  fait  usage  dans 
ce  numéro,  e(  ^^^.  avait  dçii)on|;jré^atippravaqt. 

5 1 7 .  La  conclusion  d$.  tOuA  ce  qui  précède  est  que , 
pour  exprimer  dans  un  problème  relatif  aux  petites 
vSnra^m  dM;  corpa^,  et  dans  d'aulMs  questions  de 
Physique,  chaque  inconnue,  au>  raoy/en  de  la  sérié  (j^) 
ou  (î),. il. est  uiécessaire.d'avopr  démontré,  préalable» 
meijLt,  qpi^  cette  série  repnésente  fai  valeur  la  plus  gé^ 
néraile  àg^  riqœnnuè  qui  puisse  satisfaire  à  l'équation 
aux  différences  partidlea  dont  elk  dépend ,  et ,  eu«- 
sotte,  de  déterminer  toutes  les  quantités  arbibaires 
que  cette  s^rie  renferme^  au  moyeu  des  données  par- 
ticulières du  problème,  qui>  répendent  aux  extré- 
mités d||i  sy^^ènte  et  à  son  étitt  initial;  on  bien ,  il 
faut  cmpalttê  j  à  priori,  comme  dans  le  n^  49^>  des 
exptessjiQw  eu  série  de  la  valeur  initiale  et  arbitraire 
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de  chaque  inconnue ,  dont  tous  les  termes ,  multi- 
pliés par  des  sinus  ou  cosinus  d'arcs  proportionnels 
au  temps ^  ou  par  des  exponentielles,  satisfassent  iso- 
lément à  réquation  donnée  aux  di£Pérences  partielles 
et  aux  autres  équations  relatives  aux  points  extrêmes 
du  système.  On  doit  regarder  comme  incomplète  une 
solution  dans  laquelle  on  n  a  pas  démontré,  à  priori j 
la  généralité  de  la  série  {g)  ou  (î)  dont  on  fait  usage, 
ou  dans  laquelle  on  ne  vérifie  pas ,  à  posteriori,  que 
cette  série  peut  représenter  la  valeur  initiale  de  cha- 
que inconnue,  quelle  que  soit  celte  valeur,  dans  toute 
l'étendue  du  système ,  y  compris  les  points  extrêmes. 
D'après  ce  qui  précède,  la  première  méthode  sera  tou- 
jours applicable  ;  la  seconde  ne  le  serait  que  dans  un 
très  petit  nombre  de  cas  particuliers. 

§  V.   Vibrations  transversales  dune  verge 

élastique. 

5i8.  Les  verges  élastiques  sont  susceptibles  de 
quatre  sortes  de  vibrations,  auxquelles  répondent  des 
tons  différens,  et  qui  peuvent  coexister  dans  une 
même  verge,  droite  ou  courbe  dans  son  état  naturel. 
Ces  vibrations  sont  longitudinales,  transversales, 
normales,  tournantes  ou  produites  par  la  torsion. 
Les  vibrations  nomaales  consistent  en  des  dilatations 
et  condensations  alternatives  des  sections  de  la  verge, 
perpendiculaires  à  sa  longueur  ;  elles  n'ont  pas  encoire 
été  déterminées  par  la  théorie*  Les  trois  autres  espèces 
de  vibrations  l'ont  été  ;  et  l'analyse  m'a  fait  connaître, 
entre  les  tons  qm  leur  correspondent,  des  rapports 
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ijmç  rexpérience  a  confirmés ,  ou  que  le$  phyridens 
avaient  déjà  remarqués.  Telle  est  ^  par  exemple , 
rpbeervalion  cuiieuse  cpate  Ton  doit  a  Chladni,  et 
suivant  laqqelle  une  verge  encastrée  par  un  bout  et 
libre  par  l'autre ,  rend  un  ton  plus  grave  d'une  quinte^ 
lorsqu'on  la  fait  vibrer  par  torsion,  que  quand  elle 
vibre  longitudinalément  ;  cela  revient  à  cUre  que  le 
ton  qu'elle  rend  dans  le  premier  cas  est  le  même  que 
celui  quelle  ferait  entendre  dans  le  second,  si  sa 
longueur  était  augmentée  dans  le  rapport  de  3  à  3  ; 
or  y  j'ai  trouvé  que  ce  rapport  devrait  être  celui  de 

\/io  à  2;  ce  qui  di^Rève  à  peine  d^un  vingtième 
du  résultat  que  Chladni  a  énoncé  en  nombre 
rond. 

Je  renverrai,  pour  les  développemeus  de  cette 
partie  importante  de  la  Physique  mathématique ,  au 
mémoire  sur  YÉqiâUhre  et  le  mouvement  des  corps 
ékistiques^qvLe  j'ai  déjà  cité  (n^  3o6),  et  où  je  mé 
suis  aussi  occupé  des  vibrations  des  membranes  flexi- 
bles et  4çs  plaques  élastiques.  Il  suffira,  dans  ce 
Traité ,  d'avoir  considéré  les  cas  les  moins  compli- 
qués de  ce  genre  de  questions,  qui  sont  ceux  des 
cordes  vibrantes  et  des  vibrations  longitudinales  des 
verges  élastiques ,  auxquels  nous  allons  encore  ajouter 
le  cas  des  vibrations  transversales. 

Stg.  Nous  supposerons,  comme  dans  le  cas  des 
vibrations  longitudinales  (n*"  49^)9  9^'il  s'agisse  d'une 
verge  homogène ,  et ,  dans  son  état  naturel ,  prisma- 
tique ou  cylindrique  ;  nous  supposerons ,  de  plus , 
tpi'diei  n'éprouve  aucune  torsion  sur  elle-même  ;  en 
sorte  que  tous  les  points  de  chaque  filet  longitudinal 

a.  M 


A      I 
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ne  sortent  pas  d'an  même  plan  pendant  toute  la  du- 
rée du  mouvement. 

Soient  AMB  (fig.  2j)  la  direction  rectiligne  du 
jBlet  moyen  dans  Fëtat  naturel  de  la  verge  ^  l  sa  lon- 
gueur, et  a:  la  distance  AM  du  point  quelconque  M  à 
rextrémité  A.  Au  bout  du  temps  t^  supposons  que  M 
soit  transporté  en  M^;  abaissons  de  M' la  perpendicu- 
laire MT  sur  AB  ;  et  faisons 

Si  ces  deux  variables  uetjr  sont  supposées  constam- 
ment très  petites,  et  qu'on  néglige ,  en  conséquence , 
leurs  cairés  et  leurs  produits ,  leurs  valeurs  en  fonc- 
tions de  ^  et  or  dépendront,  comme  dans  le  cas  des 
cordes  vibrantes  (n*  48^)  p  d'équations  linéaires  dans 
lesquelles  ces  inconnues  seront  séparées  ;  les  mouve- 
mens  très  petits ,  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  le 
sens  transversal ,  coexisteront  donc  sans  s'influencer 
mutuellement;  et  comme  nous  avons  déterminé, 
d'une  manière  complète,  le  mouvement  longitudinal, 
nous  pourrons  maintenant  en  faire  abstraction.  Je 
ferai  donc  u=s  o ,  de  sorte  que  tous  les  points.du  filet 
moyen  oscilleront  sur  des  droites  perpendiculaires  à 
sa  direction  naturelle ,  et  que  x  eijr  seront ,  à  un 
instant  quelconque ,  les  coordonnées  courantes  de  la 
courbe  plane  A'M'B',  formée  par  ce  filet.  Je  ferai 
aussi  abstraction  des  petits  mouvemens  de  dilatation 
ou  de  condensation  qui  pourront  avoir  lieu  dans 
chaque  section  de  la  verge,  perpendiculaire  à  sa 
longueur  ;  le  mouvement  qu'il  s'agira  de  déterminer 
sera  alors  le  même  pour  tous  les  points  d'une  même 
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section;  et  il  suffira  de  considérer  celui  du  point 
qui  appartient  au  filet  moyen. 

L'équation  de  ce  mouvement  transversal  se  dé- 
duira de  Féquation  {f^  du  n*  3ao>  en  y  mettant 

Y  — ^,  ou  simplement  — -^,  au  lieu  de  Y,  si 

Ton  suppose  qu'aucune  force  donnée  n'est  appli- 
quée aux  différens  points  de  la  verge.  Cette  équa- 
tion sera  donc 

'^  +  *'0  =  »'     (0 

b^  étant  une  constante  positive ,  qui  dépendra  de  la 
matière  de  la  verge  ^  de  l'étendue  et  de  la  figure  de 
la  section  normale. 

Outre  cette  équation  (  1  )f  commune  à  tous  les  points 
du  filet  moyen ,  il  y  aura  des  équations  relatives  à 
ses  extrémités  ^  qui  seront  les  mêmes  que  dans  le  pro^ 
Uème  de  l'équilibre.  A  cet  égard,  il  pourra  se  pré- 
senter six  cas  différens ,  selon  qu'à  chacun  des  deux 
bouts  la  verge  sera  encastrée^  ou  seulement  appuyée, 
ou  entièrement  libre.  Mais  comme  ces  six  cas  se  trai- 
teraient de  la  même  manière ,  nous  nous  bornerons  à 
en  considérer  un  seul  en  détail ,  et  nous  supposerons 
que  la  verge  soit  entièrement  libre  à  ses  deux  bouts 
A  et  B,  auxquels  ne  sera  d'ailleurs  appliquée  aucune 
force  particulière. 

Cela  étant,  pour  toutes  les  valeurs  de  t ,  nous  au- 
rons (n*"  Sao) 

è  l'extrémité  A',  et 

24.. 
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^  =  ^    5#  =  ^'     d?  =  ^'      ^'^ 

à  rextrémîté  B'. 

A  Torigine  du  mouvement,  la  courbe  du  filet 
îuoyên  et  les  vitesses  imprimées  à  tous  ses  points  se- 
ront connues  ;  si  donc  on  compte  le  temps  t  à  partir 
de  cette  origine,  et  quon  représente  par  ^x  et  ^'x 
des  fonctions  données  depuis  a:  =  o  jusqu'à  a:  =  Z  , 
on  aura ,  à  la  fois , 

^  =  o ,    j  =  ^x,     ^  =  (p'x.       (4) 

Cçs  fonctions  arbitraires  (px  et  ^'x  devroilt  ^  toute- 
fois ,  remplir  les  conditions  relatives  à  or  s=  o  et 
a:  =  /,  qui  çerQut  exprimées  par  les  équations  (a) 
et  (3)  pour  1»  fauctioii  fkr ,  et  par  leurs  différdntielles 
relatife^  à  t  pour  la  foncticm  ^'x. 

Ainsi,  U  question  que  nous  aurons  à  résoudre  cou- 
si$ter9.  à  tronvet  la  valeur  de  j^ ,  en  fonction  de  ^  tt  *, 
qw  «ilisfait  aux  équations  (i),  (a),  (5),  (4),  dont  la 
première  est  la  seule  qui  ait  lieu  pour  toutes  les  va- 
iQiirs  4e  <:e$  deux  variables.  Mais,  auparavant,  il  est 
l^p  de  comparer ,  pour  une  nême  verge  élastique  f 
le  çoe$iciimt  b  qui  entre  dans  l'équafioa  ds  son  men^ 
vemept  tr«n$ versai,  et  lé  éoeffieient  a  oooteua  dans 
l'équation  de  son  mouvement  longitudinaL 

5aQ*  Fn  d^goaot  par  g  la  gravité  ^  phr  p  le  poids 
de  la  verge,  et  par  q  la  tension  qu'il  jfaudrait  mst* 
ployer  pour  dou})ler  sa  longueur  / ,  on  a  (n*  494) 

P 
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Le  produit  de  la  densité  de  la  verge  et  de  Taire  de  sa 

section  normale  sera  égal  &  A  ;    et   d'après    rdqaa- 

tioa  (/)4a  n"*  320^  dfcKi  Ton  a  déduit  réqiiatia&  (i) 
du  mouvement  transv6rsal>  on  aura 


*'  =  f/-*'*^^'    (5) 


p 

u,  V,  k,  kf,  ayant  la  même  sign^ification  que  dans  le 
n"*  514»  et  la  constante  u  du  même  numéro  étant  la 
valeur  de  f,  rapportée. à  l'unité  de  surface;,  de  soite^ 
i|u'on  a 

ç  =  a«, 

r 

.eu  appelant  €$  l'aire  de  la  sectioa  oormale  de  la  verge^ 
Faisons  au56i 

A 


r      vu^du  5=  c&h^  ; 


h  sera  une  ligne  dont  la  valeur  dépendra  de  i'éten^ 
due  et  de  la  forme  de  son  contour;  et  il  en  résultera 

p 

d'où  l'on  conclut 

Si  la  section  normale  de  la  verge  est  un  rectâtigle 
dont  la  base  soit  perpendiculaire  au  plan  de  la 
courbe  AIVI'B',  et  la  hauteur  égale  à  26 ,  on  aura 

» 

et  il  ea  résultera. 


\ 
j 
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4U 


Dans  le  cas  d'une  verge  cylindrique ,  dont  le  rajoo 
sera  représenté  par  < ,  on  aura 


67  =  7r6%    k!zszk=:€y    ifzsz^t^^  —  i^; 
d'où  Ton  déduira  d'abord 

et^  ensuite  9 

Supposons  encore  que  la  section  normale  deb 
Tcrge  soit  un  triangle  isoscèle ,  qui  ait  sa  base  po^ 
pendiculaire  au  plan  de  la  courbe  A'M^B'  ;  et  ^  poor 
fixer  les  idées ,  supposons  aussi  que  ce  plan  soit  Ye^ 
tical ,  et  que  la  base  du  triangle  réponde  à  h  £Mt 
supérieure  de  la  vei^e.  Appelons  A  cette  base,  et  » 
la  hauteur  ;  nous  aurons  toujours 

mais  la  valeur  de  h  sera  différente,  selon  que  la  ùa 
supérieure  de  la  verge  tournera  sa  convexité  par  en 
haut  ou  par  en  bas  (n**  5i5}.  Dans  le  premier  caS|OD 
aura 


d'où  il  résultera 


9   ' 
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et,  par  conséquent  y 

*  =  -3- 

Dans  le  second  cas,  on  aura 


oa  en  déduira 


3 
et  ^ensuite, 

b  z=s  M  Y^. 

Ces  r&ultats  nous  serviront,  plus  loin,  a  compa- 
rer entre  eux  les  tons  d'une  même  verge  élastique ,. 
lorsqu'elle  exécute  des  vibrations  longitudinales ,  ou 
des  vibrations  transversales. 

521.  Maintenant,  soient  p  eiq  des  fonctions  de  jc^ 
et  m  une  constante  par  rapport  à  ^  et  à  x.  Pour  sa- 
tis&ire  à  l'équation  (i),  prenons 

jr  :^  p  sin  m^bt  -f-  q  cos  m*bt  ; 

cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  lesva-^ 
leurs  de  ^,  il  faudra  qu'on  ait 

et,  en  intégrant  ces  deux  équations  différentielles  du 
quatrième  ordre,  il  vient 
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j  =  Csin  mx  -h  C  ces  mx 


A,  A'y  By  B',  C^  G  y  D,  D',  étant  les  boit  coDStantes 
arbitraires,  et  ê  désignant  la  base  des  logarithmes 
népériens» 

A  canse  de  la  forme  linéaire  de  Téquation  (i),  on 
y  satisfera  encore  en  prenant 

y:±z^p  sin  m^ht  -f-  Sçcos  w^ht  \ 

et  étendatit  les  sommes  2  à  toutes  les  valeurs  possi- 
bles,  réelles  ou  imaginaires ,  de  m  et  des  buit  autres 
constantes  A,  A',  etc.  De  plus ,  cette  valeur  de/ sera 
l'intégrale  complète  de  Téquation  (i),  d'après  les 
considérations  qu'on  a  exposées  dans  le  paragraphe 
précédent. 

Si  on  la  substitue  dans  lès  équations  (a)  et  (3),  qm 
ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  t^  et,  par  consé- 
quent, pour  tous  les  termes  des  sommes  2  pris  sé- 
parément, on  aura 

d^p  d^p  d*q  d^q 

pour  or  =  o  et  pour  x=^L  En  mettant  pour  />  et  f 
leurs  valeurs  précédentes,  il  &a  résulte  d'abord 

B'  =  A',    B  =  A,    D'  =  C',    D  =  C, 

et,  en  outre, 
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A  (2  sîn  ml —  e*'  +  ^"^0 = A'(e"*  '  +  e"""'  —  2  cos  ml), 
A'(2sîn  j?i/+  €^  —  €'""') = A  (2  cos  ml  —  e"' —  ^""% 
C  (a  sinm/— e"'  +  e— ') =C'(e"'  +  e-"'—  a  cosml)^ 

^ 

Or,  en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  pre- 
mières ou  les  deux  dernières  de  ces  quatre  équations, 
et  supprimant,  dans  les  produits^  le  facteur  commun 
AA'  ou  ce,  on  a 

4  sin*  ml  —  (e*^—  e~"'/-+-(2COsmZ  —  e"'—  e"""')»=  o, 

ou  bien,  en  réduisant, 

(e*-  4-  e^"')  coàml  —  a  =  o  ;       (à) 

équation  qui  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  m. 
Les  valeurs  de  A,  A',  etc.,  quW  tirera  des  équations 

précédentes,  seront  d'ailleurs 

» 

B  sst  X  =is  E(c^  +  er''  ■—  icosmZ)^ 
B'  =  A' :^  E (asin 3mt—  e-' -+- «r-% 

D  as  C  ss  E'(c"'  +  e-^  —  2  cos  m/), 
D'=  C  =  E'(2sia  amZ  —  e»'  +  e-**)  ; 

E  et  E'  étant  deux  nouvelles  constantes  qui  resteront 
indéterminées.      ^ 

En  faisant ,  pour  abréger , 

X  ===  (e"'-fi  er'^'^acos  mV)  (sin  riuc  -+-  3  e"'— ^  ^  «-"') 
-t-  (a  ixnnd-^  è-'-f-  «-■')  (cos  nut  4-  {fi"  H-le""*), 

la  valeur  précédente  de  jr  deviendra 

j  =  2X  (E  sin  m^bt  +  E'  cosm*^^);      (fc) 
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la  somme  2  s^étendant  toujours  à  toutes  les  valeilrsi 
possibles  de  E  et  E',  mais  seulement  à  toutes  valeurs 
de  m  données  par  l'équation  (a).  Pour  toutes  ces  va- 
leurs^ on  aura 

pour  iT  =  o  et  pour  a:  =s  Z;  et  ^  quelles  que  soient  les 
quantités  m  et  ^,  on  aura  identiquement 

^  =  m<X.        (d) 

522.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs 
des  coefficiens  E  et  E',  relatives  à  chaque  valeur  de  m^ 
d'après  l'état  initial  de  la  verge  ;  ce  qu'on  va  faire  ^ 
en  suivant  le  procédé  général  dont  il  a  été  parlé  dans 
le  n*5i5. 

Remarquons  d'abord  que  si  m  est  une  racine  de 
l'équation  (a)f  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  -—m, 

m  V — I  f  —  m  V'— I  ;  de  plus ,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X  ne  différeront  entre  elles  que  par  le 

signe ,  ou  par  un  facteur  \/— i;  d'où  il  résulte  qu'on 
pourra  réunir  en  un  seul  terme ,  dans  la  formule  (b)p, 
les  termes  qui  répondent  à  ces  quatre  racines^  et  n'é- 
tendre ensuite  la  somme  Z  qu'à  des  valeurs  réelles  et 
positive^  de  m,  ou  bien,  à  des  valeurs  composées 
d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire,  s'il  ea 
existait,  dont  la  partie  réelle  serait  positive.  De 
cette  manière,  si  m  et  m'  sont  deux  racines  de  l'é- 
quation (fl)  dont  on  fera  usage ,  m'  et  m'*  différeront 
de  dr  m  et  dr  m*. 
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Cela  étant  convenu ,.  je  multiplie  Téquation  (i) 
par  \dx,  puis  j'intègre  depuis  ar=o  jusqu'à  xsszl} 
ce  qui  donne 

En  intégrant  par  partie^  on  aura 

r v^/£^— rx^'-^—^  ^O.^  ^    ^"X  \ 

Jo^Si  \    d^      dx  dx^^da^  dx^d^J^J 

'~L  dP'^n  dïi'+^s?  s'^ap  "J  V  o  û5»-^^^* 

Les  termes  compris  entre  les  parenthèses  répondent  à 
jc  =  /  9  et  ceux  qui  sont  renfermés  entre  des  cro- 
chets,  à  iT  =  o  ;  ils  se  détruisent  les  uns  et  les  autres, 
en  vertu  des  équations  (a) ,  (5) ,  (4)  f  relatives  à  ces 
limites  ;  et ,  d'après  l'équation  {d) ,  qui  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  or ,  si  Ton  met  m^X  à  la  place  de 

2-f  sous  le  signe  j,  on  aura 

Donc  p  k  cause  de 

Jo'~dF~^  ^         5?        » 


nous  aurons 


L'intégrale  complète  de  cette  équation  différen- 
tielle du  second  ordre  est 
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*     .  ■  •      ■ 

r  ^j-dx  =s  H  cos  m*bt  +  H'  sin  m*bt  ; 

H  et  H'  désignant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Pour  les  déterminer)  je  fais  t  ==:  o  dans  cette  formule 
et  dans  sa  différentielle  par  rapport  à  ^  ;  et ,  en  ayant 
égard  aux  équations  (4)^  il  en  résulte 

Quel  que  soit  t,  on  aura  donc 


•     • 


Je  ^ubstituç  la  formiile  (b)  à  là  place  de  jr  dans  le 
premier  membre  de  cette  équation  (e)  ;  son  second 
.;i|iembre  tie  contenant  que  cos  m^bt  et  sîn  m^bt,  i 
m!  est  une  racine  de  l'équation  (a) ,  telle  que  m' et 
m'*  différent  de  ±  m  et  zb  m*,  comme  on  Fa  supposé 
tout  à  l'heure,  il  faudra  que  le  terme  correspondant 
à  m'  disparaisse  du  premier  membre  ;  ce  qui  exige 
qu'on  ait 

X'  désignant  ce  que  X  devient  quand  on  y  change  m 
en  m^  Mais  pour  le  cas  de  m!=^m^  on  conclura  de  cette 
même  équation  (e) , 

E' r'  X*dx  M=  fl^x  dx  i 
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ee  qui  fera  cODOêltre  les  valeurs  de  E  et  E'  en  fonc^ 
lions  de  m  ^  an  moyen  desquelles  la  formule  (b)  de-' 
Tiendra 


r—  ri 


I    TLfxdx  f    Xi^xdx  j 

—^7 —  co8m*6l+  '  ^  -^  sin  m^bl    1    (g) 

j     X*dx  bmyX^dx  I 

Cette  expression  de  jr  et  la  valeur  de  ^  qui  s^en 

déduit ,  ne  renfermant  plus  rien  danconnu ,  elles  fe- 
ront connaître ,  à  chaque  instant,  l'ordonnée  et  la  vi- 
tesse d'un  point  quelconque  M'  de  la  courbe  A^M'B'  ; 
ce  qui  est  la  solution  complète  du  problème.  L'inté*- 

grale  /    X,*da:  s'obtiendra ,  sops  fonne  finie ,  par 

les   règles    ordinaires  ;    Tes   valeurs    des  intégrales 

/H^jcdx  et   /    X^'-rdbc ,  ne  pourront  ^  générale- 

ment,  se  calculer  que  par  la  méthode  dés  quadratures. 
5^5.  Si  l'on  fait  ^==0  dai^s  les  expressions  àejr 

et  ;r-f  on  aura,  d'après  les  équations  (4)  et  (g), 

ut  »  ■       ■ 

I    X^xdx\ 

■71 1^' 

/    X(p'xdx\ 
,P'X=:2(     9j )X. 

Ces  deux  formules  semblables  auront  lieu  pour  deâ 


^x 
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fooctions  quelconques  9x  let  ^'x  continues  on  dis- 
coAtînaeSj  mais  sealement  depuis  a:  si  o  jusqu'à 
X  s=  /^  et  en  observant  qu'elles  ne  conviendront 
aux  valeurs  extrêmes  de  x  que  quand  celles  de  ces 
fondions  rempliront  la  condition  énoncée  précé- 
demment (n^  5 19).  Quoique  nous  ne  puissions  pas 
démontrer  ces  formules  directement,  elles  n'en  sont 
pas  moins  certaines ,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  dans 
le  B*  5i6. 

Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  points  de  la 
verge  ont  i*eçu  primitivement  une  vitesse  commune 
et  une  vitesse  proportionnelle  à  leurs  distances  à' 
son  milieu,  il  est  évident  quelle  doit  prendre  un 
mouvement  de  translation  et  un  mouvement  de  ro- 
tation, sans  aucune  courbure  ni  vibrations.  C'est 
aussi  ce  qu'on  peut  conclure  de  ces  équations  (h)  et 
de  la  formule  (g). 

En  désignant  par  c  et  y  deux  quantités  cons- 
tantes, on  a  alors 

^x  =  o ,     (p'xs=ic  +  y{x  —  y  /)  ; 

et  si  l'on  differentie  la  seconde  équation  (h),  et  qu'on 
ait  égard  à  l'équation  (d) ,  on  en  conclut 


/.^*  / 


i  étant  un  nombre  entier  et  positif.  Par  conséquent , 
le  développement  suivant  les  puissances  de  ^,  de  la 
partie 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  383 


de  la  formule  (g)  ,  se  réduira  à  sod  premier  terme 


lequel  aura  pour  valeur  t^'x ,  eu  vertu  de  ^  seconde 
équation  (A).  Donc,  à  cause  de  ^x  =  o  et  de  la  va- 
leur de  (p'Xy  la  formule  (g)  sera  simplement 

I 

œmme  cela  doit  être. 

5^4*  Au  moyeu  de  Téquation  (f),  on  peut  prou- 
ver que  l'équation  (a)  n'admet  aucune  racine  compo* 
see  d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire. 

En  effet ,  supposons  qu'il  esdste  une  racine  telle  que 

J'h  g  V —  I  ;  il  y  en  aura  une  autre  qui  ne  différera  de 

celle-là  que  par  le  signe  de  V— T,  et  sera/— gV — 'J 
on  pourra  donc  prendre ,  dans  l'équation  (  f) , 


/  et  g  désignant  des  quantités  réelles  dont  aucune 
n'est  zéro.  On  aura  ^  en  mâme  temps , 

x=f+gv/:::t,  x'=f— gv/^=^; 

F  et  G  étant  aussi  des  quantités  réelles.  Par  consé^ 


u  . 
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quent,  l'équation  (/)  deviendra 

J    O 

équation  impossible ,  puisqu'il  faudrait ,  pour  qa  elle 
eût  lieu ,  qu'une  intégrale  dont  tous  les  élémens  sont 
positif,  et  qui  en  exprime  la  somme  (n**  i5),  fût 
égale  à  zéro.  Donc  aussi  la  supposition  d'une  racine 

f  +  g  v/ —  I  ®st  inadmissible. 

Cette  dernière  équation  serait  encore  inadmissible 
si  ^  où  g  était  zéro  ;  mais  alors  on  ne  pourrait  plus 
prendre /  + g  V^^  et /  —  g:  V/^  pour  met  m'; 
car  l'équation  (/)  suppose  que  m!  et  m"  différent  de 
±  /»  et  ±m*  î  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  dans  le  cas  où 
l'une  des  deux  quantités  /  et  g  serait  nulle. 

5^5.  Pour  la  racine  m=:o  de  Téquation  (a),  le 
terme  correspondfint  de  la  formule  (g)  se  présente 
sous  \h  forme  %;  on  obtiendra  sa  véritable  yakur  en 
supposant  que  m  soit  seulement  une  quantité  intini- 
«nent  petite.  On  .aura  alors 

X=4/nV'(a: — jZ),  cosm*è^=i,  sin  m^bt  ^=^  m^bt  ; 
et  le  terme  dont  il  s'agit  sera 

« 

Il  répond  à  des  piouvemens  de  translation  et  dé  rota- 
tion communs  k  tous  les  points  de  la  yérge;  nous  en 
ferons  abstraction  ;  et  en  n'ayant  point  égard  à  la  ra- 
cine m  =  o,  tous  les  termes  de  la  série  {g)  seront  pé- 
riodiques. 
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Mais  si  Ton  fait  attention  que  les  différentes  va- 
leurs de  m  sont  incommensurables ,  on  voit  qu'il  n'ar- 
rivera pas,  en  gênerai ^  que  tous  les  points  de  la  verge 
reviennent ,  en  même  temps ,  à  leur  état  primitif, 
ou,  autrement  dit,  une  verge  élastique  n'exécutera 
pas  dans  tous  les  cas ,  comme  une  corde  tendue ,  des 
vibrations  transversales  isochrones.  Pour  que  l'iso- 
chronisme  ait  lieu ,  et  pour  que  la  verge  fasse  en- 
tendre un  son  unique  et  appréciable,  il  faudra  que , 
d'après  sa  courbure  et  les  vitesses  de  ses  points  à  l'o- 
rigine du  mouvement  y  tous  les  termes  de  la  for- 
mule {g)  disparaissent,  excepté  un  seul,  et  qu'elle  se 
réduise  à  la  forme 

4  ê        ,  . 

j^s=X(EsinTO**^-f-Er.cdsm*5f),      (/) 

où  l'on  a  remis,  pour  abréger,  les  co9s;tantes  E  et  E' 
à  la  place  de  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut.  Lors- 
que la  formule  (g)  se  réduira  à  un  petit  nombre  de 
termes,  la  verge  fera  entendre  à  la  fois  plusieurs  sons 
distincts,  dont  les  tons  ne  pourront  pas  être  comparés 
entre  eux  exactement. 

526.  Désignons  par  A  une  valeur  numérique  de 

ml  tirée  de  l'équation  (a),  de  sorte  qu'on  ait  msiz  j. 

Soit  T  la  durée  d'une  vibration  entière  de  la  verge , 
correspondante  à  cette  racine  m,  et  71  le  nombre  de 
vibrations  dans  l'unité  de  temps.  D'après  l'équa- 
tion (i),  on  aura 

2.  25 
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ca  sorte  que  les  différens  tons  «pic  peut  Éaîre  entendre 
une  verge  plîëe  dans  le  même  sens,  vibrant  transver- 
salement et  libre  par  ses  deux  bontis ,  dépendront  des 
Valeurs  de  A,  et  le  plus  grave,  ou  le  ton  fondamen- 
tal ,  répondra  k  la  jAus  petite  de  ces  valeurs. 

Il  est  évident  que  la  quantité  i',  donuée  par  la 
formule  (5) ,  ne  dépend  pas  de  la  longueur  /  de  la 
yerge  ;  s'il  s'agit  d'une  verge  cylindrique  ou  circu- 
laire ,  on  voit  aussi  que  cette  quantité  est  propor- 
tionnelle au  carré  du  diamètre.  Pour  deux  verges 
cylindriques  et  formées  de  la  même  matière,  et 
pour  le  même  ordre  de  vibrations,  c'est-à-dire ,  pour 
la  même  valeur  de  A ,  le  nombre  n  sera  donc  en 
raison  directe  de  l'épaisseur  et  inverse  du  carré  de 
la  longueur. 

S'il  s'agit  dHme  verge  prismatique,  elle  fera  en- 
tendre, en  général,  deux  sons  dîfférens,  selon 
qu'elle  vibrera  transversalement  dans  un  sens  ou 
daiis  un  autre.  Ainsi ,  en  supposant ,  par  exemple , 
que  là  section  normale  soit  un  rectangle,  et  qu'on 
fasse  vibrer  successivement  la  verge,  de  manière 
que  la  base  ou  la  hauteur  du  rectangle  soit  perpen* 
diculaire  au  plan  de  la  courbe  Aiyi'B',  les  valeurs 
successives  de  n  seront  entre  elles  comme  cette  hau- 
teur  et  cette  base ,  pour  le  même  ordre  de  vibra* 
tions.  Lorsque  la  section  normale  sera  triangulaire , 
comme  dans  le  troisième  exemple  du  n^  530,  la 
valeur  de  b*  ne  sqra  pas  la  même  pendant  deux  demi- 
vibrations  successives  ;  leurs  durées  seront  donc  iné- 
gales; ce  qui  n'empêchera  pas  les  vibrations  entières 
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d'être  isochrod^s ,  en  supposant  toujours  <pie  la  fotr^ 
mule  (g)  $e  réduire  k  un  seul  terme. 

En  égalant  à  zéro  le  facteur  X  de  la  formula  (i)^ 
on  déterminera  les  valeurs  de  x  qui  répondent  aux 
nœuds,  de  vibrations  ^  ç  est*à-dire ,  aux  points  im-^ 
mobiles  sur  la  droite  AB^  pour  cbaque  valeur  de  m, 
ou  pour  chaque  ton  que  la  verge  peut  faire  en- 
tendre. 

5:17.  ^iOrsque  la  verge  élastique  que  nous  consi- 
dérons sera  encastrée  à  son  extrémité  A  et  libre  à 
son  autre  bout,  le  filet  moyen  demeurera  tangent 
«Q  A,  à  la  droite  Afi>  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement;  de  sorte  que  les  équations  (2)  [du  pro«- 
Uème  précédent  devront  être  remplacées  par 


ÛC  =  o,     jr 


dr 
=  O,      J  :r=   O. 


On  modifiera ,  en  conséquence  et  sans  aucune  dif- 
ficulté ,  l'analyse  précédente  ;  et  l'on  trouvera  que 
la  valeur  générale  de  j  sera  encore  exprimée  par 
la  formule  (g);  maî^  les  valeurs  de  m,  qu'on  y 
devra  employer,  devront  être  tirées  de  l'équation 

(é-*  +  e--"')  cos  mi  +  ^  =  ^  ^       (^0 

qui  ne  diffère  de  l'équation  {a)  que  par  le  signe  du 
dernier  terme  :  la  valeur  qu'on  prendra  pour  X  sera, 
en  même  temps, 

X2=  (é^'H-  «-•*+  ^  cos  ml)  (sîn  môc-^i  c*'4-  i  i^"*"*) 
+(2  sln  mZ  -h  e"'  —  e— ')  (cos  mx  —le-'—  ^ô^*"*)- 

Pour  que  la  verge,  vibrant  ainsi  transversalement, 

25.. 


388  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

ne  fasse  entendre  qu'un  seul  son,  il  faudra  que, 
d  après  son  état  initial ,  la  formule  (g)  se  réduise  à 
un  mevl  terme  ou  à  la  formule  (i) ,  comme  dans  le 
cas  précédent.  Si  l'on  désigne  par  A^  une  valeur  po- 
sitive de  ml,  tirée  de  l'équation  (a');  par  T  la  du- 

rée  d'une  vibration  correspondante  à  m  =  j  ,  et  par 

n'  le  nombre  de  vibrations  dans  l'unité  de  temps , 
on  aura 

1   ss  -Tnr  •       n 


et  tout  ce  que  Ton  a  dit,  dans  le  numéro  précé- 
dent, sur  la  comparaison  des  tons  des  verges  libres 
à  leurs  deux  bouts,  s'appliquera  également  au  cas  des 
verges  encastrées  à  l'une  de  leurs  extrémités  :  on  dé- 
terminera aussi  les  nœuds  de  vibrations  qui  accom- 
pagneront cbaque  ton  rendu  par  une  même  verge , 
en  égalant  à  zéro  la  valeur  précédente  de  X. 

5a8.  Pour  résoudre,  par  approximation,  les  équa- 
tions (a)  et  (a'),  je  désigne  par  i  un  nombre  entier 
positif  ou  zéro,  et  je  fais 

dans  l'équation  (a) ,  et 

mZ  =  A'  =  i(a/  H-  i)^  db  ^, 

dans  l'équation  {a!)\  S"  et  ^^  étant  des  quantités  po^ 
sitives  et  qui  ne  peuvent  pas  surpasser  jTT.  Je  prends 
les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  ces  nou- 
velles inconnues,  selon  que  i  est  pair  ou  impair; 
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et,  de  cette  manière,  les  équations  (a)  et  (a')  de-r 
viennent 

sin  J^  =  ^ 


D'après  les  limites  de  S"  et  cT',  il  est  aisé  de  voie 
que  chacune  de  ces  inconnues  n'aura  qu'une  seule  va- 
leur pour  chaque  valeur  de  i;  celle  de  ^,  pour  zs=o, 
sera  S"  ==  jTT  ;  et  comme  elle  répond  à  m  =  o,  il  en 
faudra  faire  abstraction.  Pour  is=zi,  on  a  ^=0,017971 
en  négligeant  cP  dans  le  second  membre  de  la  pre^ 
mière  équa  tion  (k)  ;  et  si  l'on  y  substitue  cette  première 
valeur  approchée  de  cP,  on  aura ,  plus  exactelhent , 

J^  ==  0,01765. 

Les  valeurs  de  «T  relatives  à  i=2,  Î£=3,  etc. ,  se-p 
ront  encore  plus  petites  que  celle-ci  ;  les  valeurs  de  X 
différeront  donc  très  peu  des  multiples  impairs  de 
;9r  ;  et /d'après  l'expression  du  nombre  n,  les  tonç 
de  la  verge  libre  par  les  deux  bouts  formeront,  a 
très  peu  près ,  une  série  croissante  comme  les  carrés 
des  nombres  3,  5,  7,  etc.  La  plus  petite  valeur  de  X  ^ 
correspondante  au  son  le  plus  grave,  est 

A  =  ^  +  J^  =  4,745o3. 

Dans  le  cas  de  f=ro,  après  quelques  essais,  o;q^ 
trouve,  à  un  degré  suffisant  d'approximation , 

^'  sr=  0^5045 1. 
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La  plus  petite  valeur  de  A'  sera  donc 

X'  =  i-TT  -f.  cT'  =  1,87011. 

En  comparant  donc  son  carre  a  celui  de  la  râleur  pré- 
cédente de  A ,  et  observant  que  ces  carrés  sont  entre 
eux  comme  les  nombres  v!  el  n  des  vibrations,  on 


awra 

n 


—  =  o,i57i5, 

n  ' 

pour  le  rapport  du  ton  le  plus  grave  de  la  vei^e  en- 
castrée par  un  de  ses  bouts,  à  celui  de  la  même  verge 
libre  à  ses  deux  extrémités.  Les  autres  valeurs  de  ^' 
sont  très  petites;  les  valeurs  correspondantes  de  >! 
seront  donc ,  à  très  peu  près ,  les  multiples  3,5, 
7 ,  etc. ,  de  l  ^  ;  et  les  tons  de  la  verge  encastrée , 
le  ton  le  plus  grave  excepté,  formeront  une  sé- 
rie croissante  comme  les  carrés  de  ces  nombres  im- 
pairs. 

L'expérience  a  confirmé  depuis  long-temps  tout  ce 
que  la  théorie  a  fait  connaître  relativement  aux  sé- 
ries de  tons  que  font  entendre  les  verges  élastiques , 
libres  ou  gênées  par  leurs  extrémités,  à  la  position 
des  nœuds  qui  accompagnent  ces  dlfférens  modes  de 
vibrations ,  et  aux  rapports  des  tons,  suivant  les  lon- 
gueurs et  les  épaisseurs.  Nous  allons  maintenant  com- 
parer entre  eux  les  tons,  ou  les  nombres  de  vibrations 
transversales  et  longitudinales  d'une  même  verge 
élastique.  L'observation  a  aussi  confirmé,  sur  ce 
point,  les  résultats  du  calcul. 

529.  Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  que  la 


DYNAHIQVE,  SEOMfDB  PARTIE.  891 

verge  soit  libre  à  ses  deux  bo^^  dana  ces  deux  sortes 
de  vibrations,  et  je  me  bomerd  à  considérer  le  ton 
le  phis  grave  pour  les  unes  et  pour  les  autiM. 

En  employant  la  plus  petite  valeur  de  A  trouvée 
dans  le  numéro  précédent  ^  on  aura 

-  =  ^^=2^^(8,5608.)*, 

pout  le  nombiie  de  vtbraëons  transversales  ééns 
Vuûiyi  de  teu»ps.  Si  Vtm  àMgne  par  n,  le  nombre  de 
viliradoits  tofi^itudmales  dam  le  même  temps ,  m^ 
aura,  d'après  le  troisième  cas  du  n*  495 , 

et  comme  on  sl  b^tiûi  («•  5l<^),  il  en.  résultera 

"  =  (7,121-64)  -y'; 

formule  indépendante  de  la  matière  de  la  Terge  ,  an- 
moyen  de  laquelle  on  conclura  le  ton  transversal  du 
ton  longitudinal ,  ou  récipcoquement. 

La  grandeur  de  la  ligne  h  qu'elle  renferme  dépen- 
dra de  la  figure  de  la  section  normale,  et  sera  pro- 
portionnelle, toutes  choses  d'ailleurs  égales,  à  l'é-* 
paisseur.  Cette  dimension  étant  très  petite  relativement 
à  la  longueur  Z,  il  s'ensuit  que  le  ton  des  vibrations 
transversales  sera  très  grave  par  rapport  à  l'autre;  ce 
qui  est  conforme  aux  observations  qu'on  fisiit  le  plus, 
communément.  D'après  le  n^  620,  si  la  verge  est  un 
cylindre  dont  le  rayon  soit  c,  on  a  A=  ^€;  et  si  elle 
est  un  parallélépipède,  et  que  e  soit  aussi  la  demi- 
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épaisseur,  on  a  A  =  -^  ;   on  aura^  donc ,  daqs  ces 

deux  caSf 

n  =  (7,i3i64)5^,      n;:=r  (7,iai64)^. 

G>innie  Je  nombre  n^  est  indépendant  de  U  figure  et 
des  dimensions  de  la  section  normale,  il  s'ensuit  que 
pour  les  mêmes  grand^br^  d^  €  et  de  /,  le  nombre  de 
vibrations  tran^versalss  est  pins  petit  dans  le  premier 

cas  que  dans  le  second,  dans  le  lapport  de*  \/S 

à   2   (*). 


C^)  Pour  la  comparaison  de  ces  formules  à  robsenration, 
voyez  les  Annale$  de  Chimie  ei  de  Physique,  tom^  XXX YI, 
|[»age  86. 
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EQUATIONS  ET   PROPRIETES   GE1VERALE8  BU 
HOUVEWENT  lynDM  SYSTEME  DE  CORPS. 


§  P'.  Équations  générales  de  ce  mouvement* 

53o*  Puisque  les  forœs  perdues  par  tous  les  points 
du  systèine  pendant  la  durée  de  chaque  instant  doi- 
vent se  faire  continuellement  équilibre  (n*  55o)y  si 
Ton  applique  à  ces  forces  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles f  on'  obtiendra  une  formule  générale  y  de  la- 
quelle on  pourra  déduire ^  dans  chaque  cas,  toutes 
les  équations  du  mouvement,  de  même  que  Fou  dé- 
duit tontes  celles  de  l'équilibre ,  de  l'équation  géné- 
rale des  vitesses  virtuelles.  Quelque  naturelle  que 
paraisse  cette  combinaison  du  principe  général  de  la 
Dynamique  ^vec  celui  de  l'équilibre,  on  ne  l'a  pas 
faite  cependant  à  l'époque  où  le  premier  de  ces  deux 
principes  a  été  connu ,  et  quoique  le  second  eût  été 
donné  auparavant  dans  toute  sa  généralité.  Ce  rap- 
prochement des  deux  principes  est  dû  à  Lag^ange , 
qui  a  réduit,  par  là,  à  un  procédé  uniforme  les  so- 
lutions de  tous  les  problèmes  de  Mécanique ,  ou  du 
inoins  la  formation  des  équations  différentielles  dont 
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ils  dépendent.  C'est  ce  procédé  général  qae  nous  al- 
k>QS  maintenant  exposer,  en  observant,  toutefois, 
que  Tordre  qui  a  été  suivi  dans  ce  Traité ,  où  Ton  a 
résolu  directement  les  problèmes  relatif  aux  corps 
solides  et  aux  corps  flexibles,  en  allant  du  plus  sim- 
ple au. plus  composé,  a  paru  plus  propre  à  une 
étude  approfondie  de  la  Mécanique  et  à  l'enseigne- 
ment de  cette  science ,  que  Ton  ne  doit  pas  consi- 
dérer seulement  sous  un  point  de  vue  abstrait  et  in- 
dépendant des  circonstances  physiques. 

55 r.  Soient  m,  m',  m",  etc.,  les  masses  des  points 
du  système  dont  nous  allons  nous  occuper.  '  Au  bout 
du  temps  ^,  compté  depuis  l'origine  du  mouvement, 
^ésignouis  par  x^y^  £,  les  trois  coordonnées  rectaiH 
gulaires  de  mi  et  par  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la 
force  acx^élératrice  appliquée  à  ce  point  matériel ,  di<- 
rigées  suivant  les  prolongemens  de  x ,  ,7*,  x ,  dans  le 
setis  positif.  Convenons  aussi  de  repr&enter  par  les 
mêmes  lettres ,  avec  des  accens,  les  quantités  homo-  * 
logues  qui  répondent  aux  autres  points  m',  1»",  etc. 
Les  composantes  suivant  les  directions  de  X,  ¥,  Z , 
de  la  force  perdue  par  œ  point  quelconque  m  pendant 
Vinstaut  dt ,  seront 


-^-S)'  "'(1'-^.  "-(2-^)' 


par  conséquent,  l'équilibre  aura  lieu  dans  le  système, 
eo  supposiint  le  point  m  sollicité  par  ces  fenrces,  et 
chacun  des  autres  points  m',  ni\  etc. ,  par  des  forces 
aimblables.  Or,  on  formera  Téquatiou  générale  de 
net  équilibre,  en  naettant  dans  Téquation  (e)du  n""  $4  V 
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les  trois  ooixipûBanteis  preoâdeDtes  k  la  plaïas  de  X , 
¥|  Z;  ce  qui  dottoe 

les  sommes  Z  s'étendant  à  tous  les  points  m,  m', 
m"f  etc.  ^  du  système,  et  se  composant  «  par  consé- 
quent, d'un  nombre  de  parties  égal  au  nombre  de  ces 
points; 

Nous  supposerons,  comme  dans  le  numéro  cité, 
que  les  liaisons  de  cts  points  matériels  sont  expri'^ 
mées  par  les  équations 

ti  =:  o ,    L'  =  o ,     L"  =  o ,     etc. ,      (2) 

daiM  leBqtMlles  L ,  L',  L",  etc. ,  sont  des  fimctions 
données  des  variables  x^  y^  z^  ady  ete.,  on  d^une 
partie  d'entre  elles,  qui  peuvent  aussi  renfeAner  te 
temps  t  explicitement.  Si ,  par  exemple ,  le  point  m 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  qui  change 
de  forme  graduellement ,  ou  qui  soit  en  mouvement 
dans  l'espaoi ,  et  que  L  £=  o  représente  Féqi^tion  de 
cetke  surface,  L  sera  alors  une  fonction  donnée  de 

XpJTy     Z,     t. 

Quoique  les  forces  dont  l'équation  (i)  exprime  l'é- 
quilibre répondent  à  des  quantités  de  mouvement 
perdues  pendant  là  durée  du  temps  dt,  el  que  pen- 
dant cet  instant  les  poisitions  des  joints  n%,  m', 
ni',  etc.,  changent  infiniment  peu,  on  jpeut ,  néàn- 
ihoitts,  supposer  que  cet  équilibre  a  lieu  dans  led  po^ 
sitions  que  ces  points  occupent  au  bOût  du  tetiips  t , 
cW-à-dire ,  que  l'on  peut  faire  abstraction  de  leur 
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changement  de  position  pendant  l'instant  di,  qui  ne 
saurait  altérer  les  quantités  de  mouvement  perdues 
pendant  qu'il  s'effectue,  que  d'un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  et  les  forces  motrices  correspondai^tes, 
que  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Les  dé- 
placemens  infiniment  petits  que  suppose  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  et  qui  sont  exprimés,  suivant 
les  directions  des  coordonnées,  par  Jlr,  J^,  <f  z ,  pour 
le  point  m,  par  /o:^,  J^y,  J^z',  pour  le  poin^m'',  etc., 
doivent  donc  satûifaire  aux  conditions  du  système, 
telles  qu'elles  sont  à  la  fin  du  temps  t  ;  par  consé- 
quent, il  Êiudra  que  les  équations  (a)  aient  encore 
lieu  quand  on  y  mettra  a:  -f-  J^x ,  ^  +  cT^,  z  +  J'z, 
a:*+  J^x'y  etc. ,  à  la  place  de  x^y^  z,  xf^  etc. ,  sans 
fiiire  varier  le  temps  t  qu'elles  pourraient  contenir 
explicitement;  d'où  l'on  conclut,  comme  dans  le 
n^  54f , 

%  J^x  +  I  jy  +  f  cTz  +  gj^^+etc.=o, 
^«Tar-h^' jy  +  ^  J^z  H-  ^cT^+etc^oA^j) 

dL"  ,   àL'  j,     ,    dL'  j,     ,  dL'  t,  ,  ,     ,  \ 

^«ra:H-^«ÇrH-  _.JV5+^«ra:'H-etc.=o; 

etc. 

Au  moyen  de  ces  équations ,  on  éliminera  dans  le 
premier  membre  de  Téquation  (i)  une  partie  des 
quantités  /a:,  cT^,  etc.,  puis  on  égalera  à  zéro  les 
coefficiens  de  chacune  des  quantités  restantes.  En  em- 
ployant, comme  dans  le  n*  3421,  la  méthode  des 
facteurs  indéterminés,  on  sera  conduit,  de  cette 
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manière,  aux  équations 

„,^=^+Af -HA'f +X"f +  etc.,  ^(4) 

«.'^=nz'X'+A§+ A'§  +X"§  +  etc., 

etc. , 

dans  lesquelles  A,  X',  X",  etc.,  sont  des  facteurs  dont 
les  valeurs  feront  connaître  les  forces  provenant  de  la 
liaison  des  points  du  système ,  et  de  la  résistance  des 
surfaces  ou  des  courbes  sur  lesquelles  ils  peuvent  être 
astreints  à  se  mouvoir  (p?  545). 

Les  équations  (2)  et  (4)  seront  toujours  en  même 
nombre  que  toutes  les  inconnues  du  problème ,  sa- 
voir :  les  quantités  A ,  X\  ?C',  etc. ,  en  nombre  égal  à 
celui  des  équations  {2) ,  et  les  coordonnées  des  points 
m,  m%  m*',  etc.,  en  nombre  triple  de  celui  de  ces 
mobiles,  et  égal  au  nombre  des  équations. (4)  ;  elles 
suffiront  donc  pour  déterminer,  dans  tous  les.  cas,  les 
valeurs  de  toutes  ces  inconnues  en  fonctions  du 
temps. 

55a«  Supposons  que  les  forces  données  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  système  se  partagent  en  deux 
groupes ,  de  sorte  qu'on  ait 

X  =  P  +  U,    Y  =  Q  +  V,    Z=:R  +  W, 

X=F4-U',    Y'=Q'+V',    Z'  =  R'+W', 
etc.; 
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supposons  aussi  qu'on  soit  parvenu  à  intégrer  les 
équations  différentielles  du  problème,  en  ayant  sfeu- 
lemertt  égard  aux  forces  P,  Q,  R^  P',  Q',  R',  etc*;  et 
soient  a,  b,  Cf  etc.,  lëê  constantes  arbitraires  que 
renfermeront  l;es  intégrales.  On  étendra  cette  solu- 
tion aux  forces  complètes  X ,  Y,  Z ,  H!,  \\  Z\  etc.  » 
au  tnoyen  de  la  méthode  fondée  sur  la  variation  des 
constantes  arbitraires  »  dont  le  principe  à  été  exposé 
dans  le  n^  22g.  Les  différentielles  des  quantités  a, 
b,  c ,  etc. y  devenues  variables,  seront  linéaires  par 
rapport  à  U,  V,  W,  IT,  V,  W,  etc.,  et  de  la 
forme  : 

da  =  AU  4-  BV  +  CW  +  AU'  +  etc., 
db  =  A.U+  B.V+  C,W+  A.'U'H-  etc., 
éfc  =  A.U  +  B.V+  C,W+  A;U'+  etc., 
etc.  ; 

A ,  B ,  etc. ,  étant  des  fonctions  des  mêmes  incon- 
nues a^  b,  €,  eto^  Par  là,  les  équations  différen- 
tielles secondes  du  problème  se  trouveront  changées 
en  un  nombre  double  d'équations  diflërentielles  du 
premier  ordre }  mais  cette  transformation  sém  prin- 
cipalement utile ,  lorsque  les  forces  secondaires  U,  V, 
W ,  U',  etc. ,  seront  très  petites  par  rapport  aux 
forées  primitives  P  ^  Q  >  R  »  P'y  etc.  ;  ce  qui  per- 
mettra ,  dans  tme  première  approximation ,  de  coo^ 
sidérer  comme  constantes  les  quantités  a ,  & ,  c,  etc. , 
que  renferment  les  coefficiens  A,  B,  etc.,  et,  con- 
séquemment ,  de  déduire  des  formules  précédentes, 
par  rintégration  imihédiate  ou  par  la  méthode  des 
quadratures,  les  parties  variables  de  ces  inconnues. 
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C'est  Lagrange  qui  â  ainsi  étendu  à  tous  les  pro- 
Mêmes  de  la  Mécanique  la  méthode  de  la  yariation 
des  constantes  arbitraires,  à  laquelle  il  airait ramené, 
autrefois,  la  théorie  des  solutions  particulières  des 
équations  différentielles,  et  dont  il  atait  aussi  fait 
d'autres  applications  moins  générales.  Mais  il  s'était 
borné,  ji  donner  les  expressions  générales  des  quan* 
tités  U,  V,  W,  ir,  T,  W,  etc.,  en  fonctions  li- 
néaires des  différentielles  da^  db,  de,  etc.  ;  et  il  res- 
tait à  trouver  les  formules  inverses  qui  donnent 
directement ,  dans  le  Cas  génSral ,  les  différentielles 
des  inconnues  a,  bp  c,  etc. ,  en  fonctions  linéaires 
des  forces  U ,  V ,  W ,  etc. ,  et  à  démontrer^  d'une 
manière  directe   et  générale,  les  propriétés   im- 
portantes  dont  jouissent  leurs  coefficiens  A,   B,, 
C,  etc.  C'est  ce  qui  a  été  fait  dans  les  mémoires 
que  j'ai  insérés,  sur  ce  sujet,  dans  le  i5*  cahier  du 
Journal  de  V École  Poljrtechnique,  et  dans  le  tome  P' 
des  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  et  aux- 
quels je  me  contente  de  renvoyer  le  lecteur,  curieux 
de  connaître  cette  théorie  dans  tous  ses  détails  et 
les  conséquences  qu'on  en  a  déduites.  En  appliquant 
successivement  les  expressions  générales  de  da,  db^ 
dc^  etc.,  au  problème  du  mouvement  d'un  point' 
matériel  attiré  vers  un  centre  fixe  suivant  une  fonc- 
tion quelconque,  et  au  problème  du  mouvement 
d'un  corps  solide  autoui^  d'un  point  fixe ,  on  ob- 
tient les  mêmes  expressions  pour  les  différentielles 
te  constantes  homologues  dans  ces  deux  problèmes, 
si  différens  l'un  de  l'autre  ;  et  par  là  les  deux  ques- 
tions principales  de  rAstronomie,  savoir,  la  déter- 
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mination  du  mouvement  des  corps  célestes,  considérés 
comme  des  points  matériels  isolés,  et  la  détermination 
du  mouvement  de  ces  corps  autour  de  leurs  centres  de 
gravité  respectif,  se  trouvent  ramenées  aux  mêmes 
formules  et  dépendre  de  la  même  analyse. 

553.  Il  est  évident  que  si  l'une  des  équations  (:2) 
est  une  suite  des  autres,  Tune  des  quantités  A,  \\ 
X",  etc. ,  devra  rester  indéterminée ,  puisque  alors  on 
pourra  supprimer  ou  conserver  arbitrairement  cette 
équation  superflue.  Si  a  et  6  sont  des  constantes 
données,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 

L"  =  ûL  +  bV, 

chacune  des  trois  premières  équations  (2)  n'ajou- 
tera rien  aux  conditions  exprimées  par  les  deux*  au- 
tres, et,  conséquemment ,  l'une  des  trois  inconnues 
K,  A',  A",  devra  rester  indéterminée.  C'est  effecti- 
vement ce  qui  aura  lieu;  car  si  l'on  fait 

A  -f-  oA"  =  )t*,     A'  +  b\"  =  fi% 

ces  trois  inconnues  se  réduiront,  dans  les  équa- 
tions (4)>  aux  deux  quantités  /t  et  /t',  qui  pour- 
ront seules  être  déterminées  au  moyen  de  ces  équa- 
tions, et  dont  on  pourra  seulement  déduire  les  valeurs 
de  deux  des  trois  quantités  A,  A',  A". 

Si  le  point  matériel  m  est  assujetti  à  rester  à  des 
distances  constantes  et  données  de  trois  points  fixes 
A,  A',  A''  (fig.  ^8),  sa  position  sera  complètement 
déterminée;  ses  coordonnées  auront  donc  des  va- 
leurs constantes;  et  les  trois  premières  équations  (4) 
se  réduiront  à  des  équations  d'équilibre ,  qui  déter* 
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mineront  les  tensions  des  fils  Am,  X'm^  AJ^n,  par 
lesquels  le  mobile  m  sera  attaché  aux  trois  points 
fixes.  Si  ce  point  matériel  est  assujetti  a  demeurer  à 
une  distance  constante  d'un  quatrième  point  fixe  A'''^ 
lune  des  quatre  distances  Am,  Mm  y  A^m,  M"m,sersL 
déterminée  d'après  les  trois  autres  ;  l'une  des  quatre 
conditions  données  étant  ainsi  une  suite  de  trois 
d'entre  elles ,  la  tension  de  l'un  des  quatre  fils  Am , 
A'm,  A!'mf  A"'m,  demeurera  indéterminée,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire^  et  conformément  à  ce  qu'où 
avait  dit  déjà  dans  le  n^  29a.  Appelons,  en  effet,  /, 
ï,  r,  r"f  les  quatre  distances  données  ;  désignons  par 
ayb,  c,  les  trois  coordonnées  de  A,  par  à^,  b%  dj 
celles  de  A',  etc.  ;  nous  aurons . 


L  =\/(j?—  a)-  +  (^— 6/+(z— c)^/  =0, 
L'  =  \/{x  —  a')«H-(j—  *')*+(z—  dy—ï  =0, 

pour  les  équations  (a)  ;  et  si  Ton  représente  par  a , 
Qyyt  ^^  yaleurs  constantes  de x,^,  2,  qoi  satisfont 
à  ces  quatre  équations,  on  aura 

pour  les  équations  (4)>  qui  laisseront  indéterminée 

a6 
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Tune  des  quatre  quantités  A,  A',  A",  A'^,  lesquelles 
sont  y  comme  on  Ta  dit  dans  le  n*  545  f  les  tensions 
des  fils  Am,  K'm^  A!'m,  Sf^m.  Mais,  quelque  peu  ex- 
tensibles que  soient  ces  fils ,  si  l'on  a  égard  à  cette 
circonstance  physique,  le  point  matériel  m  fera  de 
petites  vibrations,  qui  seront  complètement  déter- 
minées, ainsi  que  les  tensions  des  quatre  fils,  it  dba«- 
que  instant, 

554 •  Pour  le  faire  voir,  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  Iforoe  qui  agit  sur  le  point  mr  soit  la  pe- 
santeur ,  que  nous  représenterons  par  g.  En  prenuit 
Taxe  des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette  force, 
ses  trois  composantes  seront  X  =  o ,  ¥c=  o ,  Z  =^g* 
Appelons  <,  €',  é\  ^"^  les  extensions  que  les  quatre 
fils  /,  /",  V,  /'\  éprouveraient  si  le  poids  mg  était  sus- 
pendu verticalement  à  leur  extrémité  inférieure; 
soient  ^ ,  Ç',  Ç'',  ^^^  les  extensions  de  ces  mêmes  fils 
au  bout  du  temps  t ,  pendant  le  mouvement  ;  leurs 
tensions  au  même  instant  auront  pour  valeurs  (n*  288) 

^mÇ         gnj;;        gmÇ'         gwX^ 

t    '     "7"'     "1^'     "7^- 

Le  mobile  m  n'étant  plus  assujetti  à  demeurer  à  des 
distances  constantes  de  A ,  A',  A'',  A'",  on  devra  sup- 
primer les  termes  des  équations  (4),  qui  ont  A^  X% 
A",  A'",  pour  facteurs,  et  qui  provenaient  de  ces  con- 
ditions ;  mais ,  d'un  autre  côté ,  il  faudra  joindre  au 
poids  de  ce  point  matériel  les  quatre  forces  précé- 
dentes, dirigées  de  m  vers  A,  de  m  vers  A\  de  m  vers 
A",  de  m  vers  A'";  ce  qui  revient  à  substituer,  dans 
les  équations  (4) ,  les  valeurs  précédentes  de  L ,  L'^ 
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L",  h'",  en  j  faisant ,  en  même  temps, 

x==S2î?,  A'==ç^,  A«=-^,  A-'^nç^:. 

Au  bout  du  temps  t,  soient  aussi 

jps=a-|-M,    ^Œ^-f-i^,     z=:y^wî 

^9^9  79  étaiJil  les  mêmes  constantes  que  prëeédem- 
\      ment,  et  i^,  Vy  w,  des  variables  très  petites,  dont 
nous  n^ligerons  les  carres  et  les  produits  ;  il  en  i^ 
sultera 

Ç  =  7  K*  —  ^)"  +  (^  —  *)^  +  (>  ~  ^>v], 

et,  relativement  à  ces  inconnues  u,  u,  iv^  les  ëqua-« 
tions  (^)  seront  linéaires ,  et  se  réduiront  k 

Leurs  int^rales  s'obtiendront  par  les  règles  ordi- 
naires ;  elles  renfermeront  six  otmstantes  arbitraires , 
que  Ton  déterminera  de  manière  qu'à  Torigine  du 
mouvenient  les  fils  Ain,  A'm^  A''m,  A'^^xn,  aient  leurs 

26. 
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longueurs  naturelles  l,  /',  T,  P",  et  que  la  vitesse 

initiale  de  m  soit  zéro ,  c  est-  a-dire ,  de  manière  que 

les  SIX  quantités  ^9  ^f  ^f  "^  >  ^t^  'di^  soient  nulles 

quand  ^  =  o.  Cela  fait,  ces  intégrales  feront  connaî- 
tre,  à  un  instant  quelconque ,  les  valeurs  de  u,i^f  w, 
ou  la  position  du  point  m  ;  et  les  extensions  2^ , 
K'f  C>  Ç'">  ^^  quatre  fils,  ainsi  que  leurs  tenisions 
au  même  instant,  seront  aussi  déterminées.  La  même 
analyse  peut  facilement  s'étendre  au  cas  où  le  point 
m  serait  retenu  par  cinq  ou  un  plus  grand  nombre 
de  fils  attachés  à  des  points  fixes. 

Si  Ton  suppose  nulles  les  quantités  u,  if ,  w ,  et 
qu'on  supprime,  en  conséquence,  les  premiers  termes 
des  trois  dernières  des  sept  équations  précédentes, 
les  valeurs  de  m,  v,  w,  Ç,  Ç',  Ç",  J^,  qu'on  déduira 
de  ces  sept  équations ,  répondront  à  l'état  d'équilibre 
du  poids  de  m  et  des  quatre  fils  de  suspension. 

555.  ]Nous  avons  expliqué,  dans  le  n*  355 ,  corn- 
aient le  principe  de  D'Âlembert  a  aussi  lieu  dans  Je 
cas  d'un  changement  brusque  de  vitesse,  résultant  de 
ce  que  des  forces  qu'on  nomme  impulsions  ou  pêp- 
eussions  j  agissent  sur  les  mobiles  avec  de  grandes 
intensités,  pendant  des  intervalles  de  temps  extrê- 
mement petits,  et  leur  impriment  des  vitesses  qui 
peuyent  être  très  grandes,  sans  que  les  points  de  ces 
corps  soient  déplacés  sensiblement.  L'équation  four- 
nie par  la  combinaison  de  ce  principe  avec  celui  des 
vitesses  virtuelles ,  s'appliquera  donc  également  à  ces 
sortes  de  cas.  Ainsi,  supposons  que  des  forces  de  ce 
genre  soient  appliquées  simultanément  aux  points 
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matériels  m^  m\  m",  etc.,  du  système  que  nous  cidn- 
sidérons.  Désignons  par  A ,  B>  C,  les  vitesses  données 
et  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  que  ces  forcés 
imprimeraient  au  point  m  s'il  était  libre,  et  par  a, 
bf  c^  les  vitesses  inconnues  qu'il  prendra  réellement, 
suivant  ces  mêmes  directions.  Appelons  A' ,  B',  C, 
df  h\  d'y  les  quantités  homologues  relativement  au 
point  m';  A",  B'',  C,  a",  V\  c",  celles  qui  répondent 
au  point  rd*  \  etc.  Les  quantités  de  mouvement  per^ 
dues  suivant  les  directions  des  coordonnées  seront 

wi(A  —  CL)  y     w(B  —  h) y     m(C  —  c), 

pour  le  point  ttz,  et  de  même  pour  tous  les  autres  ; 
par  conséquent,  si  l'on  applique  à  ce  système  de 
forces  l'équation  {e)  du  n^  34i,  on  aura 

2m[(A— a)cra:H-(B— 6)jy+(C  — c)crz]:^o;  (5) 

la  somme  2  s'étendant  à  tous  les  points  du  système , 
et  ^Xy  jy,  Sz^y  étant  les  accroissemens  qu'on  attribue 
aux  coordonnées  du  point  quelconque  tti;. 

Si  les. liaisons  des  points  du  système  sont  toujours 
exprimées  par  les  équations  (a) ,  il  faudra  que  <f  x , 
jy,  J^;zi ,  et  les  accroissemens  Jj?',  jy,  cTa',  J^jc",  etc., 
des  coordonnées  des  autres  points  w!y  m!' y  etc. ,  satis^ 
fassent  aux  équations  (3)  ;  au  moyen  de  ces  équations, 
on  éliminera  donc  de  la  formule  (5)  une  partie  des 
quantités  i'Xy  &j y  etc.;  puis  on  égalera  à  zéro  les 
coefficiens  des  quantités  restantes.  En  employant, 
comme  plus  haut,  la  méthode  des  facteurs  indéter- 
minés, leurs  valeurs  feront  connaître  les  percussions 
qu'éprouveront  les  liens  matériels  des  points  du  sys'-^ 
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tème ,  par  l'effet  d'an  chuigeiiieat  broaque  de  viteBse, 
et  les  percussions  normales  aux  sor&ces  oo  aux 
courbes  sur  lesquelles  oaa  pointa  sont  asfamnls  à  se 
mouvoir. 

556.  Lorsqu'on  voudra  appliquer  rëquatioa  (5)  à 
un  cbaogement  brusque  de  vitesse  produit  par  le 
cboc  des  corps  du  système  entre  eux ,  ou  contre  des 
obstacles  fixes  fil  y  aura  plusieurs  observations  im«> 
portantes  a  faire. 

Soient  M  et  M'  (fig.  :29)  deux  de  ces  corps  solides, 
K  leur  point  de  contact,  HKH'  la  normale  com- 
mune  à  leurs  surfaces  en  ce  point.  Les  déplacemens 
des  différons  points  de  ces  mobiles  pendant  toute  la 
durée  du  choc,  étant  regardés  comme  insensibles, 
l'équilibre  des  quantités  de  mouvement  perdues  peut 
se  rapporter  k  tel  instant  qu'on  voudra  de  cette  du» 
rée  (  n*  355);  en  sorte  cpi'ayant  pris  pour  A ,  B ,  C , 
les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque 
au  commencement  du  choc ,  on  peut  prendre ,  en 
même  temps,  pour  a,  6,  c,  les  composantes  de  sa 
vitesse  à  un  instant  quelconque  de  ce  phénomène  ; 
et  les  vitesses  de  tous  les  points  du  système ,  qui  va- 
rient très  rapidement  pendant  cette  durée ,  devront 
toujours  satisfaire  aux  conditions  de  cet  équilibre. 
Mais  pour  que  ces  conditions  soient  exprimées  par 
l'équation  des  vitesses  virtuelles,  il  faut  que  les  dé* 
placemens  infiniment  petits  qu'on  attribue  aux  points 
du  système ,  soient  compatibles  avec  sa  nature  et  avec 
la  disposition  relative  de  ses  parties  k  l'instant  que  Yoa 
considère;  et^  de  plus,  il  est  nécessaire  que  la  même 
chose  ait  lieu  à  l'égard  des  déplacemens  directement 
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contraires  (a*  35 1  )•  Ainsi ,  pur  exemple  9  si  un  point 
matériel  en  équilibre  est  posé  sur  la. surface  d'un 
corps  solide ,  contre  lequel  il  s'appuie  »  ce  point  peut 
se  mouvoir  en  tous  sens  sur  le  plan  tangent  à  cette 
sarfEKae^  et  dana  un  sacis  seulement  sur  la  normale. 
Cda  étant)  l'équation  des  vitesses  virtuelles  a  lieu 
pour  tous  les  déplacemens  tangentiels ,  parce  que  les 
déplacemens  opposés  sont  Clément  possibles;  mais 
die  ne  subsiste  pas  pour  le  déplacement  normal ,  à 
cause  de  l'impossibilité  du  déplacement  contraire. 

Il  résulte  de  cette  observation  que  si  l'on  veut  ap- 
pliquer l'équation  (5)  à  une  époque  déterminée  de  la 
durée  du  cboe,  et  que  fi  et  ftl  soient ,  à  cet  Instant , 
les  points  matériels  de  M  et  M'  qui  répondent  au 
point  de  contact  K ,  on  pouilra  attribuer  à  f6  et  /m'  des 
déplacenaens  infiniment  petits^  tout-à-fait  arbitraires 
et  indépendans  l'un  de  l'autre^  suivant  le  plan  tan- 
gant  en  K  ;  mais  les  déplacemens  de  /at  et  fjt!  suivant  la 
normale,  devront  être  égaux  et  dirigés  suivuit  la 
même  partie  KH  ou  KH'  de  cette  droite  ;  car  s'ils 
étaient  inégaux ,  ou  quils  n'eussent  pas  lieu  dans  un 
méfloe  sens,  ces  déplacemens  ou  les  déplacemens 
contraires  des  points  fi  et  fjb'y  seraient  impossibles,,  et 
l'équation  (5)  ne  leur  serait  point  applicable.  Cest 
£iute  d'avoir  fait  attoition  à  cette  condition  essen- 
tielle ,  que  quelques  auteurs  ont  mal  interprété  l'é*- 
quation  dont  il  s'agit. 

Si  un  troisième  corps  solide  M"  toudie  M' au  point 
K',  on  la  normale  commune  à  leurs  surfiices  est  la 
droite  LK'L%  et  que  m' et  ni'  soîeat  les  points  maté- 
riels de  M'  et  M"  qui  répondront  à  K^,  à  l'instant  que 
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Ton  considère  pendant  la  dorée  du  choc ,  il  faudra 
aussi  que  les  déplacemens  infiniment  petits,  attribaës 
à  w!  et  m"  suivant  cette  normale,  soient  égaux  et  de 
même  sens  dans  Téquation  (5)  ;  et  de  même  pour  tous 
les  points  de  contact  des  corps  du  sjrstème ,  lorsque 
plusieurs  d'entre  eux  viennent  se  choquer  simultané- 
ment. Dans  le  cas  du  choc  d'un  de  ces  corps  contre 
un  obstacle  fixe,  le  déplacement  normal  du  point  de 
contact  devra  être  supposé  nul,  puisqu'il  ne  serait  pas 
possible  dans  le  sens  opposé. 

557.  Quand  les  deux  mobiles  M  et  M'  glisseront 
Fun  sur  l'autre  pendant  la  durée  du  choc,  il  faudra 
avoir  égard,  dans  l'équation  (5),  au  frottement  qui 
en  résultera ,  et  qui  pourra  être  très  considérable , 
comme  on  l'a  dit  dans  le  n*  555. 

Laquantité  de  mouvement  infiniment  petite  que 
celte  force  enlèvera,  pendant  chaque  instant,  aux 
deux  mobiles  M  et  M',  en  sens  contraire  des  vitesses 
des  points  matériels  fe  et  /jl'  qui  répondent  au  point 
de  contact  K ,  sera  proportionnelle  à  celle  que  M  aura 
communiquée  à  M'  suivant  KH',  ou  M'  à  M  suivant 
KH  ,  pendant  le  même  instant.  Donc,  en  supposant 
que  le  frottement  conserve  la  même  direction ,  pour 
chaque  mobile ,  pendant  toute  la  durée  du  choc ,  et 
qu'on  représente  par  U  la  quantité  finie  de  mou- 
vement communiquée  par  un  mobile  à  l'autre ,  sui- 
vant les  parties  KH  ou  KH'  de  la  normale,  pendant 
cette  même  durée,  le  frottement  total  pourra  être 
représenté  par  f\}  ;  f  étant  un  coefficient  qui  ne  dé- 
pendra que  de  la  nature  des  deux  corps  près  de  leur 
pQÎBt  de  contact.  Cette  force  devra  être  apfJiquée  à  flC 
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en  sens  contraire  do  glissement  de  iia,  et  k  M!  en 
sens  contraire  du  glissement  de  fi'.  En  supposant 
donc  que  ces  roonvemens  aient  lien  suivant  les  deux 
parties  KF  et  KF^  d  une  tangente  FKF  aux  deux 
mobiles,  et  qu'on  représente  par  p  et  p'  les  pro- 
jections sur  cette  droite ,  des  dëplacemens  infiniment 
petits  attribués ,  dans  l'équation  (5) ,  aux  points  fi 
et  fi^,  on  aura 

^fVip  +  p'). 

pour  le  terme  qu'il  faudra  ajouter  au  premier  mem^ 
bre  de  cette  équation ,  à  raison  du  frottement  que 
nous  considérons  :  la  quantité  p  est  positive  ou 
négative,  selon  que  cette  projection  tombera  sur 
la  direction  KF  du  mouvement  de  fju  ou  sur  son 
prolongement  KF',  et  de  même  la  projection  p'  sera 
positive  ou  négative,  suivant  qu'elle  tombera  sur 
KF'  ou  sur  KF. 

On  introduira  de  semblables  termes  dans  l'équa- 
tion (5) ,  pour  tous  les  points  dans  lesquels  deux  des 
corps  du  système  viendront  se  choquer.  La  considé^ 
ration  de  ces  termes  est  nécessaire  dans  la  pratique  ; 
lexemple  du  n^  477  ^^^^  pour  montrer  l'influence 
que  ces  termes ,  ou  les  frottemens  dont  ils  provien- 
nent, peuvent  avoir  sur  les  percussions;  mais  on 
en  fait  abstraction  lorsqu'il  s'agit  des  théorèmes  gé- 
néraux sur  le  chbc  des  corps;  et,  dans  la  suite, 
nous  les  supposerons  nuls  ou  insensibles. 

On  néglige  aussi  les  quantités  de  mouvement  pro- 
duites par  le  poids  des  mobiles  pendant  la  durée  du 
cboc^  attendu  que  ces  quantités  sont  proportionr* 
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neilesà  cette  durée ,  et,  conséquemmènt,  inseBâUo». 
Quant  aux  quantités  de  mouvement  produhea  par  ks 
attractions  moléculaires  qui  se  développent  pendant 
le  choc  y  soit  d'un  corps  à  un  autre,  quand  la  distance 
de  leur  surface  est  devenue  insensible  ,  soit  dans  Tin- 
térieur  de  chaque  corps ,  à  raison  des  eomprefisioas 
ou  dilatations  qu'il  éprouve ,  on  en  a  déjà  Iran 
compte  dans  l'équation  (5) ,  et  leurs  composantes  tih- 
taies  sont  précisément  les  quantités  qui  ont  été  re- 
présentées par  mk  f  mh ,  mC ,  pour  le  point  quel- 
conque m. 

558.  Lorsqu'un  système  de  points  matériels  est 
entièrement  libre  dans  l'espace,  de  sorte  que  les 
équations  (a)  qui  expriment  leur  lîaisott,  neoontie»- 
sent  que  les  distances  mutuelles  de  cet  points^ dont 
aucun  n'est  supposé  fixe,  ou  assujetti  à  demeurer  sur 
une  sur£su:e  ou  sur  une*  courbe  donnée ,  <m  peut  d^ 
composer  le  mouvement  d'un  tel  système  dans  l'es- 
pace, comme  nous  l'avons  £ut  précédemment  pour  un 
corps  solide  entièrement  libre  (n""  4^S),  en  deux  moo- 
vemens  plus  simples:  l'un  de  translation,  communs 
tous  les  points  du  système,  et  qui  sera  celui  de  sou 
centre  de  gravité }  l'autre  de  rotation  autour  de  ce 
centre.  Nous  allons  déduire  successivement  de  la 
formule  (i)  les  équations  différentielles  de  ces  deux 
mottvemens. 

D'après  la  nature  du  système ,  Û  est  évident  qi»'en 
peut  déplacer  à  la  fois  tous  ses  points  d'une  mène 
quairtité ,  suivant  une  même  direction  quelconque. 
Supposons  que  ab.,  C,  >,  expriment  les  projections  de 
ce  déplacement  commun  sur  les  trois  axes  des  coof- 
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dminéas;  on  «on  «Ion 

«  =  «ftr  =  «fir'  =B  <ftr*,    etc., 
5  =  jy  =  jy  —  jy,    etc., 

y  ss  ^Z  se:  J'zf  ssa  /a",     ©tC.  J 

Péqnation  (i)  deriendra  donc 


et  oomme  IdB  trois  «{nantîtes  a^G^y^  sont  indépeii^ 
dantes  entre  elles  ^  cette  éqnation  se  décompoiera  en 
celles-ci: 

2i»^=2iiiX,2w^5c:2mY,Siii^=:5  2mZ-  (6) 

Or^  sî  Ton  appelle  ^t,  J',,  z^,  les  trois  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 


x^^m^^mx,  jr^:Emssxyimjr,  z,ZiisaB2iiiz; 
d'où  Ton  déduit 


par  conséquent,  on  aura 

^  2iii=2mX,  ^'  2iîi=2mY,  ^'  2m=2mZ,  (7) 

pour  les  équations  différentielles  du  monvement  du 
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centre  de  gravité,  qui  sera  le  moQTembnt  de  trans^ 
lation  du  système.  Elles  montrent  que  le  centre  de 
gravité  de  tout  système  entièrement  libre,  est  le 
même  que  si  les  masses  de  tous  les  mobiles  y  étaient 
réunies,  et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  trans- 
portées parallèlement  à  leurs  directions,  comme  dans 
le  cas  d'un  seul  corps  solide  (  n"*  4^8  ). 

Si,  parmi  les  points  m,  w!y  nd'^  etc. ,  il  y  en  avait 
qui  fussent  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  surCsices 
données,  les  équations  (6)  et  (7)  pourraient  encore 
subsister,  en  joignant  aux  forces  données ,  d'autres 
forces  inconnues  en  grandeur,  perpendiculaires  à  ces 
surfaces,  et  qui  exprimeraient  leurs  résistances  j  ce  qui 
permettrait  ensuite  de  faire  abstraction  des  sur&ces 
données,  et  de  considérer  les  points  m,  /i/,  m'',  etc., 
comme  appartenant  à  un  système  entièrement  libre. 

539.  La  nature  d'un  tel  système  permet  aussi  de 
faire  tourner  à  la  fois  tous  ses  points  autour  d'un 
même  axe,  et  d'une  même  quantité  angulaire,  de 
manière  que  leurs  distances  mutuelles  ne  varient  pas. 
Supposons  que  cette  droite  passe  par  l'origine  des 
coordonnées.  Soient  A,  fc,  v,  les  angles  que  fait  sa 
direction  arbitraire  avec  les  axes  des  or,  ^,  z\s\  nous 
faisons  pour  un  moment- 

les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  du  dépla-* 
cernent  de  m,  avec  des  parallèles  aux  trois  axes,  me- 

,  ^     i'T     fz 

nées  par  ce  point,  seront  X"  »  T  *  T"^  ®*  comme  cette 
direction  est  ec^mprise  dans  un  plan  perpendiculaire 
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à  Taxe  de  rotation ,  il  faudra  qu'on  ait 

-j  cos  ^  +  "T  cos  A*  +  -r  cos  f  =  o. 

De  plus ,  Taxe  de  rotation  passant  par  l'origine  des 
coordonnées ,  la  quantité  x*  +^*  +  z*  ne  variera  pas 
pendant  le  déplacement  de  m  ;  on  aura  donc  aussi 

et  l'on  tire  sans  difficulté,  de  ces  deux  dernières 
équations , 

J^  s=  (^cosA  —  a:cosf()€,    ) 

jy  =  (or  cos  V  —  z  cos  A  )  € ,    /  (8) 

<r j:  =  {zcosfÀ  —  j:  cos  p  )  e;   ) 

€  étant  un  facteur  indéterminé.  On  aura  de  même 

cT/  =  (y  cos  A  —  a/  cos  /bi  )  é', 
jy  =  (or'  cos  y  —  z'  cos  A  )  «', 
cTo:'  =  (  ^'  cosfc  —  7'  cos  f  )  é'; 

e'  étant  aussi  un  facteur  indéterminé  qui  devra  être 
égal  à  6,  pour. que  le  mouvement  de  rotation  soit  le 
même  pour  m  et  pour  m\  et  que  la  distance  de  ces 
deux  points  ne  varie  pas.  En  effet,  le  carré  de  cette 
distance  étant  {oc  —  «3^'  )*  +  (^  —^y  }•  +  (  ^  —  2'  )% 
et  les  formules  précédentes  rendant  déjà  constantes 
les  deux  parties  :r*+^*+z*  et  jc'»-|-^"-f-jz'*  de  cette 
quantité ,  il  faut  que  la  variation  de  xx'  'hjj'  +  ^^' 
sôit  aussi  nulle  ;  d'où  il  résulte 

.  x'Sx-h  rSr  4-  z'J'z  +  Xifx'  ^jif^y  +  zj'z' = o; 
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on  bien^  en  mettant  pour  ^x ,  J'x',  etc.  ^  leurs  ya« 

leurs , 

^nation  qui  ne  peut  subsister  pour  tous  les  peints 
du  système ,  qu'autant  qu'on  aura  e'  =:  «• 

Je  substitue  les  formules  (8)  à  la  place  de  J^x,  J'jr, 
J'Zp  dans  Téquation  (i).  En  observant  que  €,  cos  A^ 
cos  (A ,  COS  V ,  sont  des  quantités  communes  à  tous  les 
points  du  système ,  il  vient 

+  .cosA2m[r  (^'-.z)-z(g:-Y)]=o; 

et  à  cause  que  les  coefficiem  des  sommes  Z  sont  trois 
quantités  indépendantes  entre  elles,  cette  équation  se 
décomposera  en  trois  autres,  savoir  : 

^'"(^  ^— ^S)«=5w(«X  — arZ),t    (9) 

lesquelles  équations  seront  celles  du  mouvement  de 
rotation  d'un  système  entièrement  libre,  autour  d'un 
point  fixe  qu'on  peut  prendre  arbitrairement,  et  où 
l'on  placera  l'origine  des  coordonnées.  Ces  équations 
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safaristeront  encore  y  lorsque  tous  les  points  m,  m\ 
ml',  etc. ,  ou  une  pi\|lie  d'entre  eux ,  seront  assujettis 
k  rester  à  des  distances  données  de  cette  origine  ^ 
pmsque  les  valeurs  de  J^x,  «Tx^^  etc. ,  dont  on  a  £ût 
usage,  satisfont  à  cette  condition* 

Si  le  système  se  réduit  à  un  seul  point,  le mouye-* 
ment  de  rotation  ne  se  distinguera  pas  dv  mouyement 
de  translation  ;  les  équations  (9)  ne^  seront  effective- 
ment qu'une  combinaison  des  équations^  (6);  et  Ton 
voit,  de  plus  ,  que  chacune  d^elles  sera  une  suite  des 
deux  autres;  car  en  supposant  que  le  système  se  ré«* 
duise  au  pmnt  m ,  et  ajoutant  les  équations  (9)  après 
les  avoir  multipliées  par  z^jr,x^\\eïi  résultera  une 
équation  identique. 

Au  liea  de  faire  tourner  le  système  antoer  d'un 
axe'  quelconque ,  pour  obtenir  à  la  fois  les  trois  équa- 
tSons  (9),  on  obtiendrait  plus  simplement  chacune 
d'elles,  en  faisant  coïncider  cette  droite ,  comme  dans 
le  n^  540,  avec  l'un  des  axes  des  coordonnées;  mais 
le  calcul  précédent  a  l'avantage  de  montrer  que  la 
considération  d'un  mouvement  autour  d'un  axe  quel- 
conque ne  peut  donner  que  les  trois  équations  (9) , 
de  même  que  la  considération  d'un  mouvement  pa-* 
rallèle  k  un  axe  quelconque  ne  peut  donner  que  les 
trois  équations  (6). 

S11  7  a,  dans  le  système ,  un  axe  fixe ,  et  qu'on  le 
prenne  pour  celui  des  z,  par  exemple,  la  première 
équation  (9)  subsistera  seule ,  et  sera  celle  du  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  comme 
dans  le  cas  d'un  corps  solide  (  n""  391  ). 

540.  Dans  le  cas  d'un  système  entièrement  libre,  où 
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les  é<ïttatîon8  (6)  et  (9)  ont  Ueu  simultanément ,  trtas- 
portons  l'origine  des  coordonnées  au  point  du  sys- 
tème dont  les  coordonnées  variables  seront  repré- 
sentées par  X.,  j.,  «.,  relativement  à  la  première 
origine;  et  faisons,  pour  cela, 

x'  =  a:.  +  ^/»    y=/.+y/»     a'  =  2.+  z/, 
etc.; 

en  sorte  qiié  x„~jr,,  hy  <'  f!*  V»  «te.,  soient 
les  coordonnées  de  m,  m',  etc.,  rapportées  à  la  nou- 
velle origine.  La  première  équation  (9)  pourra  d'a- 
bord s'écrire  ainsi  : 

les  termes  multipliés  par  x,  el  jr,  se  détruisent,  en 
vertu  des  deux  premières  équations  (6);  et  en  ache- 
vant la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  x, 
a^  etc. ,  dans  la  partie  restante  du  premier  membre , 
on  aura 

=  2m  (  x^Y  — 7-^X  ), 

quelle  que  soit  Forigine  mobile  des  coordonnées.  Mais 
si  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  système ,  les 
sommes  ^mx^  et  "Imjr^  seront  nulles  ;  par  conséquent, 

les  termes  multipUés  par  ^  et  ^  ,  disparaîtront 
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«ncore  comme  ceux  qui  avaient  jr,  et^,  pour  facteurs; 
ce  qui  simplifiera  Téquation  précédente.  En  faisant 
des  réductions  semblables  sur  les  deux  autres  équa- 
tions (9) ,  nous  aurons 

pour  les  trois  équations  du  mouvement  de  rotation 
du  système  autour  de  son  centre  de  gravité.  En  les 
comparant  aux  équations  (9) ,  on  voit  que  de  mouve- 
ment sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité  était 
un  point  fixe ,  et  que  les  forces  données,  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  système ,  ne  fussent  pas  chan- 
gées ;  propriété  qui  n'appartient  qu'au  centre  de  gra- 
vité, et  que  nous  avions  déjà  trouvée  (n*  4^^)  ^^^^ 
le  cas  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 

54T  •  Si  Ton  donne  aux  quantités  i'x^  S'jj  etc.,  que 
renferme  l'équation  (5),  les  mêmes  valeurs  que  dans 
le  n*  558 ,  on  en  déduira 

Zma=:2mA,  2m6=:ZmB,  S/TicsSmC;     (11) 

ce  qui  montre  que  dans  les  changemens  brusques  de 
vitesse,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  d'un  système  entièrement  libre  de- 
meure la  même ,  parallèlement  à  chaque  axe  des 
coordonnées,  et,  par  conséquent,  suivant  une  di-^ 
rection  quelconque.  Il  en  résulte  aussi  que  la  gran- 
deur et  la  dii^ection  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
2.  ay 
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yit^  lie  changent  pa$  noa  plu$  ;  car  les  composantes 
dci  cette  ^îtease»  avant  et  aprèa  le  changement  lxraa«- 
que ,  sont  les  deux  membres  de  chacune  des  ëqua* 
tions  (il)»  divisés  par  la  masse  totale  Z/n.  Ainsi, 
dans  le  choc  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  corps,  de  nature  et  de  forme  quelconques,  la 
vitesse  de  leur  centre  de  gravite  et  la  quantité  to- 
tale de  mouvement  suivant  chaque  direction,  n'é- 
prouvent japiais  aucun  changement,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  dans  un  cas  particulier  (n*  564)* 

Si  a,  6i  c,  a%  b',  c',  etc*,  sont  les  composantes 
des  vitesses  initiales  de  m,  m',  etc. ,  et  A,  B,  G, 
A\  B'i  C%  etc.,  lea  composantes  des  vitesses  qui 
leur  seraient  imprimées  d'une  manière  quelconque  à 
l'origine  du  mouvement,  si  ces  points  matériels 
étaient  isolés,  on  aura 

et^  par  conséquent, 

pour  ^  3=:  o  ;  équations  qui  feront  connaître  les  com- 
posantes de  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité , 
d^ap^  les  vitesses  données  A ,  A\  etc* ,  ou  seulement 
d'après  la  somme  totale  des  quantités  de  mouvémciil 
communiquées  au  système  parallèlement  aux  troia 
SL%w  dea  coordonnée^. 

Je  mets  encore  dans  l'équation  (S)  le&lonnules  (8*1 
à  la  place  de  Sx,  J'j,  J'z,  et  j'oa  conclus 
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lni(za—Jcc)='S.m(zA—a:C),>    (12) 
ILtn  Ijc  —  zh)  î=  1m  (jC—  zB) ;  ) 

ce  qui  fait  voir  que  ^  dang  les  diangemcas  brusque^ 
de  vitesse,  les  moittens  des  quantités  de  mouTemeni 
de  tous  les  points  d'un  système  entièrement  libre 
restent  les  mêmes  ^  par  rapport  à  un  axe  quelconque  ; 
théorème  qui  subsiste  encore^  lorsque  le  système  ren^ 
ferme  un  ou  plusieurs  points  fixes^  pourvu  que  ces 
points  appartiennent  a  l'axe  des  motnens. 

£a  supposant  que  ces  équations  (la)  répondeùl  à 
Torigine  du  mouvement^  de  sorte  qu'on  ait 

3j,r=a,      ^^  =  6,      j^z=^C, 

pour  f  =  o  y  et  en  transportant ,  comme  dans  le  nu- 
méro précèdent ,  l'origine  des  coordonnées  an  centre 
de  gravité  du  système ,  qu'on  suppose  entièrement 
libre,  on  changera  ces  équations  en  celle-ci  : 

dans  lesquelles  x^  9  jr^^  z^^  sont  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m  y  relativement  à  la  nouvelle  orî-« 
^tne*  Ces  équations  seront  celles  du  îHôUveiliedf  ini- 
tial du  système  autour  de  ^on  Centre  de  gravité  ;  et 
comme  elles  ne  renferment  pas  les  Cômposaiitês  de  la 
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vitesse  de  ce  point ,  il  s'ensuit  que  ce  mouvement  de 
rotation  sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité 
était  un  point  fixe ,  et  que  les  vitesses  données  Â , 
A\  etc. ,  qui  sont  comprises  dans  les  seconds  mem- 
bres, ne  fussent  pas  changées  ;  résultat  conforme  à  ce- 
lui que  nous  avons  déjà  trouvé ,  d'une  autre  manière, 
pour  le  cas  d'un  corps  solide  (n*  4^^)* 

54a*  Nous  ferons  remarquer  que  les  équations  (f  i) 
et  (12)  peuvent  se  déduire  des  équations  (6)  et  (g), 
en  supposant,  dans  celles-ci,  que  mX,  mY,  mZ, 
m'X',  fnY\  niTIj  etc.,  soient  les  composantes  de 
forces  motrices  agissant  sur  les  points  m,  m',  etc. , 
avec  une  grande  intensité ,  et  susceptibles  de  produire 
pendant  un  très  court  intervalle  de  temps ,  que  nous 
représenterons  par  0,  des  quantités  de  mouvement 
données  mA ,  mB ,  mC ,  m'A',  nfSly  m!  G  y  etc. 

En  effet,  d'après  cela,  on  aura 

f^Xdt=:k,     f^de^b,    f^Zdt^C; 

et  si  les  points  du  système  sont  en  repos  au  conunen- 
cément  du  temps  fl,  et  que  a,  6,  c,  a',  6',  c\  etc. , 
soient,  les  composantes  de  leurs  vitesses  k  la  finde  cet 
intervalle  de  temps ,  on  aura  aussi 

pour  le  point  quelconque  m. 

Or,  en  multipliant  la  première  équation  (6)  par  dt, 
et  intégrant  ensfiite  ses  deux  membres  depuis  f  s=  o 
jusqu'à  ^  =  6,  on  a 
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\ 

ce  qui  coïncide^  d'après  ce  qui  précède,  avec  la  pre- 
mière équation  (i  i);  et  de  mime  pour  les  deux  au- 
tres équations  (6)  et  (i  i). 

De*  plus ,  si  Ton  fait  abstraction  des  déplacemens 
des  points  m,  m%  m",  etc.,  pendant  le  temps  fl,  et 
que  l'on  considère ,  en  conséquence ,  leurs  coordlbn- 
nées  comme  constantes  pendant  l'action  des  forces 
données ,  on  déduira  de  la  première  équation  (9) 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  première  équa— 
tion  (12),  en  vertu  des  suppositions  précédentes  ;  et 
Ton  conclura  de  même  les  deux  autres  équations  (12) 
des  deux  dernières  équations  (9). 

543*  Les  accroissemens  des  coordonnées  dont  on  a 
Élit  usage  dans  le  n?  55g ,  supposent  que  les  distances 
des  points  du  système  entre  eux  et  à  l'origine  des 
coordonnées,  sont  invariables;  leurs  expressions^ 
divisées  par  dt,  doivent  donc  coïncider  avec  les  com- 
posantes de  la  vitesse,  relatives  aux  élémensd'un  corps 
solide,  tournant  autour  d'un  point  fixe;  ce  qu'il  ne 
sera  pas  inutile  de  vérifier. 

Pour  cela,  soient  Ox,  C^,  Oz  (fig.  3o),  les  axes  des 
coordonnées ,  et  01  Taxe  qui  i^épond  aux  angles  X , 
fi,  y,  du  n°  539,  autour  duquel  on  fait  tourner  le 
sjf&tème  d'une  quantité  infiniment  petite.  Dans  ce- 
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mouvement  ^  les  points  da  système  décrivent  des  arcs 
de  cercle  semblables  y  et  ont  tous  la  même  vitesse  an«- 
gnlaire;  ponr  la  connaître,  il  suffira  de  déterminer 
celle  d'un  point  K,  qui  sq  trouvait,  par  exemple^ 
sur  Paxe  Oz  au  commencement  de  Finstant  dt.  Or^ 
pour  ce  point ,  on  a  a:  =  q  et  j^  =  o.  ;  ce  qui  réduit 
les  fi>rmules  (8)  a 

la  vitesse  absolue  du  point  K  sera  donc 


V 3F =  ""^^ 

à]|[cau^  de  cos*  A  ^  ços*  fc  -fr  cos*  y  ==  i .  Sa  distance  à 

Taxe  01  est  2 siny^  par  conséquent,  on  aura  ^-  pour 

sa  vitesse  angulaire,  qui  sera  celle  de  tout  le  sjs^ 
tème. 

En  la  représentant  par  ûi  ,  on  aura  donq  £  =  (fùdt  ; 

et  si  Ton  fait 


a'.COsA=^/it,     a?tcos^=::=9,     a»  coa  «  ;pp  1^, 
les  formules  (8)  deviendront 

s^i^tf^ts  qui  CjQwcident  avet  ce«ix  du  n^  4^^  ^^  P*^^ 
nant ,  dans  ceux-ci ,  les  directions  de&  axes  mcibile» 
0*/»  Qy/>  ^^s>  ^  l'i«9t«ïl*  q^«  l'on  considève,  pour 
celles,  dea  ^xes  fix«a  €it  «liûtraÂres  (Xr ,  0;',  Qz« 

Qi^  p^qt  remarquer  que  si  le  plan  mOz  décrit  d'a*^ 
bord  un  angle  nf^  autour  de  l'axe  Ojs,  et  que  le  onou- 
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Tement  Ait  lien  de  Ox  Mers  Of,  ou  dans  le  ^em  indi- 
que par  la  flèche  s,  <m  aura  led  accfûisséAGiettô  Aé^ 
coordonnées  x,jr,z,dvL  point  m^  en  faisant  p £=  o  et 
f  sas  o  dans  les  valeurs  de  eTor ,  J'f,  £"%  ;  par  consë^ 
quent,  ses  trois  coordonnées  deviendront 

X  •—  jrrdt  y    y  +  xrdt ,     z. 

Après  ce  premier  mouvement ,  si  le  plan  mOjr  décrit 
un  angle  qdt  autour  de  Taxe  O7-,  et  en  allant  de  Vkxi 
Oz  vers  l'axe  Ox ,  les  accroissemens  des  c(>6rdonnées 
de  m  s'obtiendront  en  faisant  p:st^ù  tirx^ù  dans  les 
valeurs  de  J'x,  J^j,  J'Zf  et  y  mettant  emnite  les 
trois  coordonnées  précédentes  à  la  place  àex,jr,  i; 
d'où  il  résulte  qu'après  ce  second  mouvement  les 

du  point  m  seront 


X -^j-rdt  +  zqdt ,  jr  +  xrdt,   z  —  (x—jrrdt)qdt; 

et  la  troisième  se  réduira  à  s  —  xqdt ,  en  négligeant 
TinGniment  petit  du  second  ordre.  Enfin  p  après  le 
second  mouvement  ^  «  le  plan  mOx  décrit  iM  angle 
pdt  autour  de  l'axe  Ox,  et  en  allant  de  Taxe  Oj"  vers 
Taxe  Ozp  on  trouvera,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  ^ 

x+izq-^jrryit,  f+(xr—zp)dt,  z+{jrp^xq)dt, 

pour  ks  trois  coordonnées  du  point  m,  à  la  fin  dv 
troisième  neiou ventent ,  qui  étaient  prinntivemenf 

Xfjr^z. 

On  condut  de  là  que  si  un  point  m  toume  snocessi^ 
vement  autour  de  trois  axes^  rectangulaires  f  avec  de^ 
titeases  angulaires  p,  q,  r^  et  pendant  des  rtistans 
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égaux  y  son  déplacement  final  sera  le  même,  que  s'if 
eût  tourné  pendant  un  de  ces  instans,  avec  une  vi^ 
tesse  angulaire  on  ^  autour  d'un  seul  axe ,  faisant  avec 
les  trois  premiers  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

•^ ,  - ,  -.  Cette  remarque ,  relative  aux  trois  vitesses  de 

rotation  Pfq,r,  qu'on  appelle  les  composantes  de  la 
vitesse  co  {p!*  407) ,  s'applique  également  aux  compo^ 
sautes  d'une  vitesse  de  translation* 

La  composition  des  vitesses  de  rotation  suit  les 
mêmes  lois ,  et  est  comprise  dans  les  mêmes  formules 
que  celle  des  vitesses  de  translation  ;  en  partant  de  cette 
analogie  de  ces  deux  sortes  de  mouvement ,  on  en 
peut  déduire  l'identité  de  la  composition  des  momens 
et  de  la  composition  des  forces,  que  nous  avons  con- 
clue (  n*  281  )  d'une  semblable  analogie  entre  les 
projections  des  lignes  droites  et  les  projections*  des 
surfaces» 

§  IL  Lois  générales  des  petites  oscillations. 

544*  Indépendamment  des  mouvemens  de  trans-* 
lation  et  de  rotation  conlmuns  à  tous  les  points  d'un 
système  quelconque ,  et  dans  lesquels  leurs  distances 
ne  varient  pas,  il  y  a  d'autres  mouvemens  où  les 
mobiles  .s'éloignent  et  se  rapprochent  les  uns  des  au<- 
tres.  Or,  si  leurs  déplacemens  sont  constamment  très 
petits;  on  peut  réduire  le  problème  à  des  équations 
linéaires ,  et  déterminer,  par  approximation ,  les  coor- 
données des  mobiles  en  fonctions  du  temps.  Des  phé- 
nomènes très  nombreux  et  très  variés  dépendent 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  4a5 

de  ces  petits  mouvemens  oscillatoires ,  dont  nous  al- 
lons maintenant  faire  connaître  les  lois  générales. 

Soient  i  le  nombre  des  mobiles  m,  m\  m!',  etc.^  et 
F  le  nombre  des  équations  (2)  du  n^  55 1^  qui  expri- 
ment les  conditions  du  système.  Le  nombre  des  coor- 
données de  ces  points  matériels  sera  3î ,  et  si  Ton  fait 
3î  —  v  =z  n,  les  équations  (2)  déterminerotit  un 
nombre  v  de  coordonnées  en  fonctions  des  n  autres , 
ou ,  plus  généralement ,  toutes  les  coordonnées  pour- 
ront être  déterminées  au  moyen  de  ces  équations^ 
en  fonctions  de  n  variables  indépendantes.  Je  re- 
présenterai par  a,  € ,  y,  etc.,  les  valeurs  initiales 
de  ces  n  variables ,  et  par  a  +  w,ff+i^,>'  +  TV,  etc., 
leurs  valeurs  au  bout  du  temps  t;  et  je  supposerai 
que  les  inconnues  u,  i^ ,  w,  etc. ,  soient  de  très 
petites  quantités  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. Chacune  des  coordonnées  des  mobiles  sera 
une  fonction  donnée  de  a-|-w,S-|-p,>'-f-fv,etc., 
qui  pourrait,  en  outre,  renfermer  le  temps  t,  si 
cette  variable  entrait  explicitement  dans  les  équa- 
tions {2).  Ces  fonctions  pourront  se  développer  en 
séries  très  convergentes ,  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  de  u,  i^fW,  etc.  Je  représen- 
terai ces  développemens  par 

jc=:/>-f-û« -1-6^4-  cw  -f-  etc . 

+\eu*+'^fu*+  ïgtvM-  ^^^  +  ^«w'  +  linv+  etc., 
j^  =/>,  -f-  a,M  4-  6,t^  +  c,tv  -f-etc. 

+ïe,u*+i/'.^*+îg.w»4-Ai  w<'+A:.2m^H-/t  w+  etc.  ^ 

z  =/>.  H-  aji  H-  b^v  -f-  c.iv  4-  etc. 
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"fsiip^  +  a!u  -f-  Vv  +  c'w  +  etc. 


+  A"'«tv  +  Z'wv  4-  etc.  ^ 
y=:ip\  +  a\u  4-  ^'.i^  +  c'.H'  +  etc. 

4-  /^,ttw  +  /',  wv  +  etc.  ,^ 

ji'  ss  /?'»  +  a'.w  4-  ft'gP  4"  ^'m^  +  e*^- 

4-  ï  e  V  4-  î/.^*  4-  \  f^ê^  4-  *'.w^ 

-f-  l^juw  4-  ^É^'w^  4-  etc. , 
«te.  ; 

et  je  supposerai  qcre  les  équations  (3)  ne  contien- 
nent pas  le  terme  t  explicitement,  auquel  cas  tons 
les  coefficiens  des  puissances  et  des  produits  de  z^  ^ 
s^\  w,  etc.,  dans  ces  séries,  seront  des  constantes 
données.  Si  le  système  avait  un  mouremeot  de 
translation  ou  de  rotation  commun  à  tau»  ses  points, 
il  faudrait  comprendre  les  parties  variables  de  leurs 
coordonnées,  qui  en  résulteraient,,  dans  lea  pre- 
miers  termes  p y  fny  etc.;  mais,  pour  plus  de  sinw 
plicité,  je  supposerai  que  cette  circonstance;  n'a  pas 
lieu  ;  et  ces  plumiers  termes  seront  aussi  des  con^-* 
tantes  données. 

Les  composantes  des  forces  qui  agissent  sur  les  points 
m ,  m',  77i",  etc. ,  étant  des  fonctions  données  de  leurs 
coordonnées  ,  si  Ton  substitue  dans  leurs  expressions 
•  les  valeurs  de  jr ,  j-,  etc. ,  00  pourra  ensuite  les  déve-^ 
lopper  suivant  les  puissances  et  les  produits  ôe  u,  tf^ 
w,  etc.  De  cette  manière,  on  aura  donc 


Y  = 
Z  = 

Y'  = 

etc.; 
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P  +  A«  -f*  5i^  4"  Cw  -4-  etc., 
P,  -f-  A.M  +  B.w  +  CjU»  -+-  etc. , 
P.  +  A.W+  B.«^  ^C^vt^^  etc., 
F  4-  A'w  +  BV  +  CW  +  etc.^ 
P',4-  A',w+  B'.v+  C\iv-h  etc., 
F. 4.  A'.w+  B>+  C'.w4-  etc.. 


les  premiers  termes  P,  P, ,  etc. ,  et  tous  les  coefB- 
çiens  A ,  At,  etc. ,  étant  des  fonctions  données  de  p, 
Pi 9  etc.,  a,  6,  etc.,  qui  pourraient,  en  outre,  ren- 
fermer le  temps  ^ ,  si  cette  variable  entrait  explicite- 
ment  dans  les  expressions  des  forces  données.  Nous 
sigipposerons  qne  eela  n'a  pas  lieu  ;  et  nous  r^arde- 
rona  les  quantités  P,  P,,  etc..  A,  A,,  etc.,  comme 
de&  coBStantea  données. 

545.  Cela  posé,  pour  appliquer  l'équation  (i)  du 
n*  53 1  au  mouvement  que  nous  considérons ,  il  fau- 
dra attribuer  aux  variables  indépendantes  u^  v^ 
fv,  etc. ,  des  accroissemens  infiniment  petits ,  qu'on 
représentera  par  J^i^,  J^^,  ^^,  etc.;  puis  substituer, 
dans  cette  équation  (i),  les  valews  correspondantes 
de  Sx^  ^y^i'Tij  qui  seront ,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre , 

J\r  s;x!  (a  «f-  eu  -f-  Ai'  +  Anv  +  etc.)J^£^ 

■    (*  +>   +  Ai^  +  'w'  +  etcOÉTt' 
(c  +  gw  +  itt  +  /i^    +  etc.)  Sw 
etc. , 
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jy  =  (a,+  e,u+  A.i^H-  k,w+  etc.) /a 

H-  etc., 
/z  ss  (a«-f-  eju+  A^i^H-  A,w+  çtc.)Értt 
+  {K+f.^  4-  A.W+  '.w  +  etc.)  cf  P 

etc.  ; 


formules  d'où  Foq  déduira  les  valeurs  de  /a/,  jy, 
J'z',  en  ajoutant  un  trait  supérieur  à  toutes  les  cons- 
tantes; celles  de  Six",  Jy",  J^z",  en  en  ajoutant 
deux;  etc.  La  substitution  de  ces  valeurs  de  /x, 
J'j^f  etc.,  étant  effectuée,  on  égalera  à  zéra,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (i),  le  coefficient  de 
chacune  des  quantités  J^u,  J^ç,  J'Wf  etc.,  qui  sont 
arbitraires  et  indépendantes.  De  cette  manière,  on 
aura 

2m  rr -^ — ^)(^  Ht  ett  4-  Ai^  -|-  Aw  -f-  etc.) 
4-(^  — Y)(a.4-  e,u+  V4-  A:.iv+  etc.) 


+  (2?:  — Z)(a,+  «,1*4-  ^,i»+  *,w+  etc.)[]  =  o, 

Smg^— X)(6  +>  +  Au  +  &v  +  etc.) 
+  (^— y)(^4-/»'+  MH-  /.W+  etc.) 
H-(^—  Z)(*.  +  /<'+  *.«+  /.w  +  etc.)]  =  o^ 
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^^n^^— X)(c  +gwH-  *«.+  A,    4-  etc.) 

+  (-^— ^)(<^«+ê:.w+  k.u-}'  l,v  +  etc.) 

rf^  — Z)(^.+g.H^+  Ku+  Iji^  +  etc.)!  =  o, 
etc.; 

les  sonames  Z  s'étendaot  toajours  i  tous  les  points 
m^  m\  w!'y  etc.,  du  système. 

D  restera  encore  à  substituer  dans  ces  équations  à^ 
la  place  àex^j^  etc.^  X,  Y,  etc.,  leurs  valeurs  pré- 
cédentes. La  substitution  faite ,  on  négligera  ^  dans 
une  première  approximation,  les  carrés  et  les  pro- 
duits àe  Uj  V ^  w ^  etc.,  ainsi  que  les  produits  de 
ces  inconnues  et  de  leurs   coefficiens  différentiels 

d*u     d^v     d^w 

dF  '   A*  '   IF  ^  ^*^*  '  ^^  *^°*  ^^^^  ^®s  quantités 

constamment  très  petites  ;  il  en  résultera  alors  un 
nombre  n  d'équations,  linéaires  à  coefGdens  cons- 
tans,  que  nous  indiquerons  par  (a),  et  dont  cha- 
cune sera  de  la  forme  : 

« 

-.d'il        r»  dV    ,    17  d'tv    ,      ,  ) 

+Gtt  +  Hp  +  Kw  +  etc.  =  Q;( 

les  coefficiens  D,  E,  F,  etc..  G,  H,  K,  etc.,  ainsi  que 
la  quantité  Q ,  désignant  des  fonctions  données  des 
constantes  qui  entrent  dans  les  ^«leurs  précédentes 
de  x,j,  etc.,  X,  Y,  etc. 

Après  avoir  déterminé  les  valeurs  approchées  de 
u,  y,w^  etc. ,  au  moyen  de  ces  n  équations,  on  les 
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sabstîtaera  dans  les  termes  des  équations  rigotirenses^ 
qu'on  a  négligés  dans  cette  première  approximation  ; 
les  nouvelles  équations  qui  en  résulteront  différeront 
des  premières  en  ce  que  leurs  seconds  membres,  au 
lieu  d'être  constatis,  seront  des  fonctions  connues 
de  ^;  on  en  déduira  d autres  valeurs  de  u^i^,  w,  etc., 
plus  approchées  que  les  premières  ;  et  ainsi  de  suite , 
par  la  méthode  des  approximations  successives*  Nous 
nous  bornerons  à  la  première  approximation ,  suivant 
Tusage  ordinaire  dans  les  questions  de  ce  genre. 
Quand  les  points  matériels  m,  m%  m",  etc.,  seront  en 
nombre  infini ,  les  équations  (a)  se  changeront  en 
équations  aux  différences  partielles»  communes  à 
tous  les  points  du  système ,  et  dont  le  nombre  sera 
toujours  égal  k  celui  des  inconnues  u,  i^^w,  etc. 
C'est  ce  que  Ton  a  vu ,  par  exemple ,  dans  le  problème 
des  cordes  vibrantes  (n""  4^5),  où  ces  inconnues 
sont  au  nombre  de  trois ,  qui  expriment  les  déplace- 
mens  d'un  point  quelconque  de  la  corde  suivant  trois 
directions  rectangulaires ,  et  dont  les  valeurs  dépen- 
dent de  trois  équattons  aux  différences  partielles ,  du 
second  ordre  par  rapport  à  t. 

546.  Les  seconds  membres  des  équations  (d)  et  les 
coefficiens  qui  entrent  dans  les  premiers ,  étant  des 
quantités  constantes,  on  pourra  toujours  faire  dispa- 
raître ces  seconds  membres,  en  augmentant  chacune 
des  inconnues  u,  <»,  iv,  etc.,  d'une  quantité  cons- 
tante »  qu'on  détertninera  facilement.  Sans  restreindre 
la  généralité  de  la  question ,  nous  pouvons  donc 
snpposer  qu'on  a  Q  s=  o  dans  chacune  des  équa- 
tions (a)  ;  ce  qui  revient  à  .dire  que  ks  valeurs  ini- 
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tiales  a,  €,  y,  etc. ^  des  n  variables  indépendantes^ 
répondent  à  un  état  d'éqailibre  da  sjstènie,  dont 
on  l'a  ecartë  en  déplaçant  un  tant  soit  peu  les  points 
m ,  wl f  ivl'f  etc.  y  et  leur  imprimant  de  très  petites 
vitesses.  Ces  déplacemens  et  ces  vitesses  devant  être 
compatibles  avec  les  liaisons  des  points  du  sjstème^ 
ce  ne  sont  pas  les  valeurs  initiales  des  coordonnées 
x^y^  etc.,  et  de  leurs  ju^miers  coefficiens  di£Knren«- 

tîels  57 >  ^>  etc.,  qui  sont  données  arbitrairement 

dans  chaque  cas,  mais  seulement  les  valeurs  initiales 
des  inconnues  indépendantes  u,  \^y  w^  etc. ,  et  de 

leurs  coefficiens  différentiels  ^  >  ^,  -r^,  elc. 

On  satisfera  aux  équations  {a)  sans  seconds  mem- 
bres, en  prenant 

a  =  RN  sin(f  Vp  —  r), 

\}  =  RN'  sin  (^  \/^  —  r),  v     ,^v 

w  ;:si  RN"siB(^  Vp  —  r), 
etc.  ; 

R  et  r  étant  des  constantes  arbitraires ,  dont  la  se- 
conde pourra  être  supposée  positive  et  moindre  que 
9r,  et  p,  N,  W,  N",  etc.,  désignant  des  constantes 
qu'il  s'agira  de  déterminer.  La  substitution  de  ces 
ip»leurs  de  u,  p,  w,  etc.,  dans  les  équations  (a), 
donnera  évidemment  un  nombre  n  d'équations  de 
cette  forme  : 

(DN+EN'H-FN"+etc.)p=:GN+HN'4-KN''+  etc. 

En  élimÎMnt  entre  elles  un  nombre  n  —  1  des  quan- 
tités N  ,  N',  N",  etc.,  la  t»""*'  s'en  ira  en  même  temps^ 
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et  l'on  aura ,  pour  déterminer  p ,  une  équation  du  de- 
gré n ,  que  je  représenterai  par 

De  plus,  les  valeurs  de  n  —  i  des  quantités  N,  N', 
N",  etc. ,  par  exemple ,  de  N',  N",  etc. ,  qu'on  tirera 
de  ces  mêmes  équations,  seront  des  fractions  ration- 
nelles du  degré  n,  par  rapport  à  p,  ayant  un  déno- 
minateur commun,  et  multipliées  toutes  par  la 
quantité  N,  qui  restera  indéterminée.  En  faisant 
celle-ci  égale  au  dénominateur  comfni^n ,  les  n  quan- 
tités N ,  N',  N",  etc. ,  seront  exprimées  symétrique- 
ment par  des  polynômes  du  degré  n  relativement 
à  p.  Or,  à  cause  de  la  forme  linéaire  des  équa- 
tions (a),  on  y  satisfera  non-seulement  par  les  va- 
leurs précédentes  de  u,  i^,w,  etc.,  relatives  à  telle 
racine  qu'on  voudra  de  Féquation  A  =  o ,  mais 
aussi  en  prenant  pour  i^,  i^,  tv,  etc. ,  les  sommes  de 
toutes  ces  valeurs  particulières,  dans  lesquelles  on 
pourra  changer  les  constantes  R  et  r  en  même  temps 
que  la  racine  de  A  =  o.  Si  donc  on  appelle  f, 
Po  f^p  ^^^-^  ^^^  racines  de  cette  équation,  et  qu'on 
représente  par  N,  N, ,  N^,  etc.,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  N;  par  N',  N',,  N'.,  etc.,  celles 
de  N';  etc.,  on  satisfera  aux  équations  (a)  au 
moyen  de 

tt=RN  sin(iV'p— r)H-R,N,  sin(^v^p^— r.)-|-etc.,'\ 

(;  s=RN'sin(Vp— ^)4-R.N\sin(<v^~r,)+etc.,/  ^^j 

vv=RN^sin(/v/p— /')+R,N^sin(Vp^— r,)-f-etc.,l 
etc. ;  J 
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R,  Hiy  R«,  ete.,  r,  r, ,  r«,  etc.,  ëtant  des  coqs- 
^tantes  arbitraires;  et  comme  elles  sont  au  nombre  de 
:2n  ^  il  s'eosttit  que  ces  formules  (c)  seront  les  n  inté- 
grales complètes  des  équations  (a) ,  dont  chacune  est 
da  second  ordre. 

Dans  chaque  cas,  on  déterminera  les  valeurs  de 
Rcosr,  R, cosr, ,  etc.,  Rsinr,  R, sinh,,  etc.,  au 
moyen  des  valeurs  données  pour  ^  =s:  o  ^  des  srp  quaj;!- 

^.f  .du     dv     dw       *      «1      * 

tites  u,  sfp  w,  etc^,  gj ,  ^r-,  ^^  etc.  Tputjes  ees va- 
leurs étant  supposées  très  petites,  celles  de  R,  R« , 
R^,  etc.,  léseront  aussi;  par  conséquent,  si  toutes 
les  J^çines  p  »  Pt ,  p.»  eic^ ^  de  Téqu^tion  A  s=  o^  sout 
réelles  et  positives,  leis  ^valeuirs  de  u^  ^,  W^  et^»,  en 
fonctions  de  ^,  seront  périodiques  et  demeureriMo^t 
très  petites ,  comme  on  Ta  supposé  pendant  toute  la 
durée  dn  mouvement.  Mais  si  uot  ou  pl«fii|eurs  de 
ces  racines  sont  toiagiBaires  ou  négatives,  les  termes 
'qui  leur  oomeapoadront  dans  les  équati<^s  (<8)  se 
4^aageroiiit,  par  les  formules  couuues,  en  ^xponeu- 
tiettes;  eft  jcnoitront  ind^niment;  par  conséquent, 
les  valeurs  de  i/,  li^ ,  m^  ,  etc. ,  ^fuelque  petites  qu'^es 
aient  été  à  l'origine  du  mo^vex^^nt^  finiront  par  ces- 
ser de  l'être  ;  et  les  forriiules  (c)  ne  pourront  plus  re- 
ivrésenter  les  valeurs  approchées  de  ces  inconnues,  que 
pendant  un  temps  peu  considérable.  Dans  le  premier 
cas,  que  nous  allons  examiner  spécialement ,  fétat  d'é* 
•quilibre ,  d'w  le  système  a  été  un  peu  écarté ,  est  ua 
état  stable  ;  dans  le  second  cas,  cet  équilibre  est  non 
stable ,  du  moins  relatLwment  aux  dérangemens 
fHriimtifs^ipourilesqBelsies  cœffidensR,  R,  y  R«;  etc., 

1^  aS 
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des  termes  noa  .périodiques,  ne  sont  pas  égaux  à 

zéro. 

547-  Lorsque  tous  les  coeffiâens  R,  R, ,  R»,  etc., 
«ont  nuls  y  excepté  le  premier,  par  exemple,  les  for- 
mules'(c)  se  réduisent  aux  formules  (h).  En  négli- 
geant toujours  les  carrés  et  les  produits  de  p,  u, 
w,  etc.,  on  aura  donc  simplement  (n^  544). 

x=:p  H-(aN  +  6N'+  i:N"+etc.^sin(«V^— r), 

^  =/i.  +  (a,N+*.N'+c,N"+etc.)Rsin(Vp— r), 
z  =/l.^-(^  +  *J!ï'+c.N"^-etc.)Rsin(^^^), 

a/=p'  -f-  {a'Ji  +  *WH-  i:W+etc.)Rsin(Vf— r), 
y=p\+  (a'.N-|-A\N'-H:',N'+etc.)Rsin  (ty/p—r) , 
y  =/.+ (a'JÎ+i'J!^'+c^N'+ctc.)Rsin  (  Vp— r) , 
etc. 

Les  premiers  termes  p,  p^ ,  etc. ,  étant  constans , 
ainsi  que  les  coeffidens  des  seconds  termes,  il 
s'ensuit  que,  dans  ce  cas,  tous  les  points  du  système 
feront,  suivant  la  direction  de  chacune  de  leurs  coor- 
données, des  oscillations  isochrones  et  d'une  ampli- 
tude constante ,  dont  la  durée  sera  la  même  et  égale 

à  -^ ,  pour  tous  ces  mobiles ,  et  dans  toutes  les 

directions.  Les  rapports  des  amplitudes  pour  deux 
points  ou  deux  directions  différentes,  seront  détermi- 
nés ,  et  dépendront  de  la  nature  du  système  et  de  la 
racine  p  de  l'équation  A  =  o.  Leur  grandeur  ab- 
solue, dépendante  du  facteur  R,  sera  arbitraire,  et 
n'influera  pas  sur  la  durée  des  oscillations.  Tons 
les  mobiles  reviendront  à  la  .fois  è  leur  position 


,W 
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d'dquilibre ,  qui  répondent ,  par  hypothèse  (n*  546)  ', 
à  uz=z  Oy  i;  =  o,  u^s=o^  etc. ,  on  k  a:  s=z  p , 
jrssp^,  etc.;  le  premier  retour  aura  lieu  au  bout 

d'un  temps  t  =  — = ,  qui  dépendra ,  ainsi  que  R  ^ 

Vf 
de  leur  dérangement  primitif. 

Un  système  de  points  matériels^  dans  lequel  la 
liaison  de  ces  points  laisse  un  nombre  n  de  varia- 
bles indépendantes,  et  qu'on  dérangera  un  tant  soit 
peu  d'un  état  d'équilibre,  pourra  prendre  un  nom- 
bre n  de  mouvemens  semblables,  au  précédent ,  qui 
répondront  aux  n  racines  de  l'équation  A  =  o.  De 
plus,  en  vertu  des  formules  (c)  et  des  valeurs  cor- 
respondantes des  coordonnées  a: y  jr,  etc.,  tous  ces 
petits  mouvemens ,  ou  seulement  quelques  uns  d'en- 
tre eux,  pourront  avoir  lieu  en  même  temps  dans  ce 
système;  et  réciproquement,  quel  que  soit  son  dé- 
rangement initial,  on  pourra  toujours  décomposer 
le  mouvement  de  chacun  de  ces  points,  parallèle- 
ment a  chaque  axe  des  coordonnées,  en  un  nombre  n, 
ou  moindre  que  n,  d'oscillations  simples,  comme 
celles  qui  répondent  ai^x  équations  {d),  dont  les 
durées  indépendantes  du  dérangement  initial  seront 

^ ,    ^ ,  — - ,  etc.  Quand  ces  dur^s  seront  toutes 

cdmmensurables ,  le  systj^me  entier  reviendra  au 
xnême  état  au  bout  de  chaque*  intervalle  de  temps 
égal  k  la  plus  longue  ;  c'e^t  ce  qui  a  lieu ,  par  exem- 
ple, dans  le  mouvement  des  cordes  vibrantes,  et  n'a 
pas  lieu  dans  le  mouvement  transversal  des  verges 
élastiques  (n**  490  et  62^). 

28.."* 
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C'est  dans  ce  théorème  général  que  consiste  le  priri" 
cîpe  de  la  coexistence  des  petites  oscillations.  H  à 
encore  lieu  lorsque  le  nombre  des  points  m,  m\ 
nî\  etc.  9  du  sj^stème  est  infini;  le  nom1)re  des  oscil- 
lations simples ,  ^ui  sont  alors  possibles  ^  peut  être 
aussi  infini  ;  mais  leurs  durées  et  les  rapports  de  leurs 
amplitudes  n'en  sont  pas  moins  des  quantités  dé^r- 
minées.  Ainsi,  dans  le  mouvement  transversal  d'une 
corde  tendue,  dont  la  longueur,  le  poids  et  la  ten- 
sion àont  /,  p  et  ^,  et  en  désignant  par  g  la  gravité, 
les  durées  des  oscillations  simples  ne  peuvent  être 


que  la  quantité  2  y  —  et  ses  sous-multiples  ;  et , 

d'après  la  formule  {d)  du  n^  4^  9  ^^^  amplitudes  de 
l'oscillation  qui  répond  au  sous- multiple  quelcon- 

que  i,  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  sin  -^  à 

sin  -j- ,  pdur  des  points  de  la  corde ,  dont  x  et  x! 

sont  les  distances  à  l'une  de  ses  extrémités. 

548.  Lorsque  les  points  m ,  m%  ni' ,  etc. ,  oscille- 
ront  dans  un  milieu  résistant ,  les  composantes  X , 
Y,  etc.  9  des  forces  qui  les  sollicitent,  renfermeront  dans 

leurs  expressio{is  les  composantes  -^  1  -4- ,  etc. ,  des 

vitesses  de  ces  mobiles.  Si  la  résistance  du.  milieu  est 
proportionnelle  au  carré  ou  à  une  puissance  supé- 
rieure de  la  vitesse,  elle  n'iilfluerà  pas  sur  le  inouve- 
inent  du  système ,  au  degré  d'approximation  oxx  ûoxÀ 

nous  sommes  arrête ,  parce  que  les  termes  -^^  r^, 
^ ,  etc. ,  qui  en  résulteraient  dans  les  expressions 
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de  X  y  Y  ^  etc.  ^  sont  du  même  or4re  de  petitesse  que 
les  ^uanti^é^  qui  oqt  été  négligées.  Mais  si  les  mqu- 
yemens  des  points  m ,  m\  rrPy  etc. ,  sont  peu  rapides, 
il  faudra  ^  comme  dans  le  .casses  très  petite  oscilla-» 
tions  d'un  pendule  simple  {xf!"  187  ),  supposer  la  ré- 
sistance proportionnelle  à  la  pi:emière  puissance  de 
la  vitesse  ;  supposition  qui  introduira  dans  les  ex- 
pressions X ,  Y  ,  etc.  f  et  par  suite  dans  Jes  .équa- 
tions (a)^  des  termes  multipliés  par  'j.f  -£  trj'f  etc., 

qu'on  ne  devra  pas  négliger. 

Ces  équations,  que  j'indiquerai  par  (e)^  seront  alors 
de  la  forme 

+  0«  +  Hc  7f-  JHw  ri-  .etc.  >  (c) 


D',  Sf,  *¥',  etc.  f  étant  aussi  des  coefficiens  conatans,. 
qui  seront  proportionnels  k  la  densité  du  milieu ,  et 
généralement  très  petits  par  rapport  à  ceux  qui  en- 
trent.dans  le  premier  membre.  Or,  on  satisfera -à  ce^ 
système  d'équations  au  moyen  des  .formules  (b)  mul- 
.tipliées  par, 4^s  exponentielles ,  c'est-à-dire,  içn  pre- 
nant 


—  mt 


u  5=  RN  sin  (<  Vp  —  r)e 

P    =  ^RN'sin  (^  \/p  —  r>""*'' ,  \  (/) 

w  =  RN"8În  {t  Vf  —  r)e""*  V 
etc.  i 
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e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  a»,  o/, 
cû",  etc.,  étant  des  quantités  constantes  et  très  petites. 
Je  négligerai  leurs  carrés  etles  produits  de  ces  incon- 
nues et  des  coefficiens  D',  E',  F^,  etc.  Les  valeurs  de  u, 
if,w,  etc. ,  satisfaisant  déjà  aux  équations  (e)  sans 
seconds  membres,  lorsque  Ton  fait  abstraction  des 
exponentielles  ,  leur  substitution  dans  les  équa- 
tions (e)  donnera  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme , 

aDN«+aEN'a>'4-aFNW+etc.=D'N4-E'N'-f-etc., 

d'où  Ton  tirera  les  valeurs  des  n  inconnues  §»,  m\ 
(è",  etc. 

Ces  valeurs  seront  positives ,  parce  que  l'effet  de 
la  résistance  d  un  milieu  est  de  diminuer  graduelle- 
ment les  amplitudes  des  oscillations.  Cette  diminu- 
tion sera  plus  ou  moins  rapide  pour  les  diverses  va- 
riables indépendantes  u^  i^,  w,  etc.  ;  elle  dépendra 
aussi  de  la  racine  p  de  l'équation  A=  o,  qui  entre 
dans  les  valeurs  de  N ,  N',  N -',  etc.  ;  en  sorte  que  les 
amplitudes  des  osdlktîons  simples  dont  le  système 
est  susceptible ,  ne  décroîtront  pas  toutes  avec  une 
même  rapidité.  La  résistance  du  milieu  n'aura  d'ail- 
leurs aucune  influence  sur  la  durée  de  chaque  sorte 

d'oscillation ,  qui  sera   toujours  — r.  pour  celle  qui 

Vf 
répond  à  la  racine  f .  En  prenant  les  sommes  des  for- 
mules (f)f  relatives  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
Aa=3  0,  on  aura,  comme  précédemment,  les  va- 
leurs les  plus  générales  de  u ,  (^ ,  w,  etc. 

549-  Il  résulte  du  principe  du  n*  547,  V^^  ^^  ^^ 
points  d'un  système  sont  tellement  liés  entre  eux , 
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qu'il  ne  reste  qu'une  seule  variable  indépendante  ^  ils 
ne  pourront  faire  qu'une  seule  espèce  d'oscillations^ 
pour  lesquelles  la  durée  et  les  rapports  des  amplitudes 
relatives  aux  différens  mobiles  ,  dépendront  des 
forces  qui  les  sollicitent^  et  de  la  nature  du  système^ 
Ce  cas  aura  lieu ,  par  exemple ,  dans  le  mouvement 
de  deux  points  matériels  m  et  mf ,  attachés  l'un  à 
l'autre  par  un  fil  d'une  longueur  constante,  et  obli- 
gés de  se  mouvoir  sur  des  courbes  données. 

Si,  au  contraire,  les  points  m,  mf,  m",  etc.,  ne 
sont  pas  hés  entre  eux  ni  assujettis  à  demeurer  sur 
des  surfaces  ou  sur  des  courbes  données ,  ce  qui 
n'empêche  pas  qu'ils  ne  soient  soiunis  à  leurs  attrac- 
tions ou  répulsions  mutuelles  et  à  d'autres  forces 
semblables  dirigées  vers  des  points  fixes ,  toutes  leurs 
coordonnées  seront  des  variables  indépendantes  ;  et , 
dans  ce  cas ,  inverse  du  précédent ,  le  nombre  dés 
osciUations  simples  qui  pourront  avoir  lieu,  sera 
triple  de  celui  de  ces  points  matériels.  C'est  ce  qui 
arrive  effectivement  dans  le  problème  du  n*  534 , 
relatif  an  mouvement  très  petit  d'un  point  m ,  consi- 
déré comme  entièrement  libre ,  et  soumis  à  des  forces 
dirigées  vers  quatre  points  fixes. 

Pour  donner  encore  un  exemple  de  l'application 
du  principe  précédent,  considérons  les  petites  oscilla-^ 
tions  d'un  point  matériel  pesant  m,  sur  la  surface  d'un 
eUipsoide  dont  l'un  des  axes  est  vertical.  Soient  2c  la 
longueur  de  cet  axe ,  2a  et  2b  celles  des  deux  axea. 
horizontaux ,  et  conséquemment 

jr  ■+■  ^  ^-  ^»   —  '  >. 
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réquatioh  de  k  surfade  p  quand  TorigiDe  dm  QOordoa« 
nëes  est  à  son  centre.  Si  l'on  transporte  cette  orifçioe 
au  point  le  plus  bas  ^  et  que  les  z  positives  soient 
dirigées  de  bas  en  haut  ^  il  faudra  mettre  c  —  Zp  au 
lieu  de  Zp  dans  cettb  équation  ^  Les  oscillations  du 
mobile  étant  supposées  très  petites,  de  part  et  d'autre 
de  ce  point  inférieur,  les  abscisses  horisontales  x  eXjr 
de  te  fe  seront  aussi  >  et  son  ordonnée  verticale  z  sera 
très  petite  par  rapport  k  ûd  et  jr.  En  négligeant  le 
oarré  da  z,  après  la  substitution  de  c  — *  s  à  la  place 
de  Z'p  on  aura  aloi^ 


et  si  Von  appelle  h  et  A:  les  rayons  de  courbure  des 
deux  sections  principales  de  la  surface ,  relatifs  à 
son  point  le  plus  bas ,  ou  à  ^  =  o  et.^  =  o ,  on  en 
déduira 

h  tes  '— -      'k  ito  -^• 

c  '  c 

Gela  ,posé ^  dans  celte  queatiôb  ^  les  variables  »dé- 
pendantes  smut  au  tiombi^  de  denic,  savoir  jr  et^$ 
le  mobile  ne  peut  donc  exécuter  que  deux  sortes  d!'oB* 
cîUatiotts  «impies  ;  et  son  mouvement  le  plusgévéval, 
résultera  de  la  coesîstelice  de  oes  «deux  mouvemenii 
particnliers.  Or^  ^si  l'on  écartait  Je  «mobile  do  :poi«it  le 
jplos  bas  de  TdAipsoide ,  dans  la  sedtien  <ki0t  l'axe 
borizental  est  2a,  et  qu'on  lui  isiprimàt  uœ  vitesse 
dirigée  dans  le  plan  de  cette  section ,  il  est  évident 
qu'il  n'en  sortirait  pas  pendant  tout  son  mouvement. 
En  désignant  par  g  la  gravité^  la  durée  de  ces  pe- 
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tiles  oscillations  serait  ;alors  OLiryJ -  y  comme  celle  du 

pendule  simple  dont  la  longueur  est  h  (u*  i83)  ;  et, 
à  un  iustaoi  quelconque ,  on  aurait 

X  =  Rsin(^y^|  —  r),   ^  =  o; 

R  et  r  étant,  comme  précédera  ment,  deux  constatâtes 
arbitraires.  Dans  le  cas  où  les  petites  oscillations  au- 
raient lieu  dans  le  plan  de  la  section  dont  l'axe  hori- 
zontal est  oh ,  leur  durée  serait  inCKl - ,  et  Ton  au- 
rait, à  un  instant  quelconque  , 


or  ==  o,    7 


R'sin(«v/f-r')î 


R'  et  r^  étant  aussi  deux  constantes  arbitraires.  Donc, 
les  Tialeurs  les  plus  générales  de  x  et  j^  seront  .les 
sommes  de  ces  valeurs  particulières,  c'est-à-dire 

«  =  Rsm(<y/f  —  r),x=R's«(<v/f  — '')• 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires 
R,  R',  r,  1* y^  supposons  qu'on  .a,  .à  J'ocigine  du 
mouvement, 

il  en  résultera 

Raiars=-^^y     R'sînf^-,^=— ç, 

Rcosr  =  p'y/|,    R'cosr'  =  c'y/?; 
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par  conséquent,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  h  et  k, 
nous  aurons ,  à  un  instant  quelconque. 

Dans  le  cas  de  iz:=&==c,  ces  formules  dcMvent 
coïncider  avec  celles  du  n®  2107,. en £dsant, comme 
dans  celles-ci , 

J?  =  a  6  cos  4/ ,    ^  =  aO  sin  4« 
En  effet ,  elles  deviennent  alors 

a9cos4  =pcQst^^  +  /y/|sin«^J, 

aflsîn4  =  ?cos«^f  +  g'^^sîn^y^; 

mais  dans  ce  numéro  on  a  supposé 

m 
m 

quand  ^  =  o  ;  ce  qui  exige  qu'on  prenne 

p^M,    p'  =  o,    g  =  o,    g'=5>/^; 
il  en  résultera  donc 

dcos4=^cos^  y -9    QsiB'^=i€ sinti/^} 
d'où  Ton  tire 
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comme  dani(  le  numéro  cité* 

55o«  Supposons  généralement  qu'on  ait 

«  =  U,     f^EsV,    fv=W,    etc., 

pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes  à  un  ins- 
tant quelconque,  quand  on  a 

UzszUt^        9=:Ç^,      W=SfV,,        etc., 
du  dv  dw 

2r="/'  Â=*'"   x=«'"  «**^-' 

à  l'origine  du   mouvement;  supposons  qu'on  ait 
aussi ,  à  un  instant  quelconque , 

M=U',    i^=V',    w=W',    etc., 

lorsqu'on  a 

tt  =  i//,       i;  =  «;/,       w/  =  fv/,     etc., 

Jri  /         dv  f         dw  f  . 

pour  ^  =  o  ;  et  ainsi  de  suite,  ^e  dis  qu'on  aura ,  au 
bout  du  temps  t  quelconque , 

u  =  U  +  U'  +  U"  +  etc., 
i.  =  V  +  V'  +  V"  +  etc., 
fv=:W+W'  +  W'+ etc.,  '     ^^ 
etc., 

lorsqu'on  suppose,  à  l'origine  du  mouvement 
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tt  es  u,  +  u/  +  «i'  +  ®te., 

i;  SOS  j*.   4-  f/  +  {>,'  r+-  etc., 

w=  w,  +  w,'+  Wi'+  c*c., 
çtc. , 

^  =  «/  +  «/  +  «/*  4-  etc. , 
^  =*  **/  +  ♦*/  +   ^/'  +  etc. , 

-J=:  M',+  W/  +    W/  +  etc., 

â 

etc. 

En  effet^  .d'^prè^  les  premières  sapppsitioa;is  qu'on 
a  faites  sur  les  valeurs  initiales  de  u,  i^,  w,  etc.^ 

5"'  57'  "dl ^  etc.,  les  formules  (g)  satisferont  évî- 

^lenineot  pour  t^sso  à  ces  dernières  équations;  de 
plus^  les  valeurs  partiQtflières  de  u,  i^fW,  etc.,  sa- 
tisfaisant^ par  h^rpotbèse,  aux  .équations  différen- 
tielles du  mouvement^  leurs  sommes  ou  les  for- 
mules (g)  y  satisferont  aussi,  puisque  ces  équations 
sont  linéaires,, et  ne  renferment  pas  de  termes  indé- 
pendans  des  inconnues  u,  s^f  Wy  etc.  (n*"  546);  les 
formules  (g)  rempliront  donc  toutes  les  conditions 
de  la  question,  et  seront ,  par  conséquent ,  les  valeurs 
des  inconnues  à  un  instant  quelconque. 

55 1.  Ce  théorème  général  peut  être  appelé  le 
principe  de  la  sè^erposkion  des  petits  mouvemens. 
On  ne  doit  pas  lejConfondre  'avec  celui  de  la  coexis- 
tence des  petites  iosdilaiions:  il  est  indépendant  des 
lois  particulières  des  petits  mouvemens  que  Ion  con- 
sidère ^  et  résulte  seulement  de  ce'  que  les  déplace— 
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mens  et  les  vitesses  des  mobiles  sont  traités  comme 
des  infiniment  petits^  puisqu'on  néglige  leurs  pro- 
duits et  leurs  puissances  supéf iéures  à  la  pfettxière. 

En  -vertu  de  Ce  priticipe,  lès  oUdés  sOtioreâ  qui 
partent  de  difTérens  pointé ,  se  propagent  ef  se  supef- 
posent  dans  Yârt  sàn^  se  modifiée  ;  en  sorier  qn^k 
chaqtie  instant  le  déplacettient  et  la  vitesse  d^uné  mo- 
lécule d'air,  suivant  une  diredion  qtielconque,  sont 
les  sommet  dés  déplacemens  et  des  vitesses  qui  ré-- 
pondraient  à  toutes  ces  ondes  considérées  isolément  i 
ce  qui  nous  permet  d'entendre  distinct^tneht  et  sans 
ccnfasioti  plusieurs  sotis  à  la  fois,  produits  par  diffé^ 
rens  corps  sonores.  Les  sons  simultanés  peuvent  aussi 
résulter  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  dans 
un  même  corps  sonore.  Ainsi ,  par  exemple ,  lors- 
qu'une corde  tendue  exécdte,  en  tnéme  tettips,  les 
oscillations  isochrones  qui  répondent  à  sa  longueur , 
entière ,  et  celles  dont  la  durée  corti^spond  au  tiers 
de  cette  longueur,  le  mouvement  de  l'air  est  le 
métne  que  si  deux  cordes,  dont  les  longueurs  seitiient 
entre  elles  tomme  un  est  à  ttois ,.  exécutaient  simul- 
tanément les  vibratibhs  les  plus  lentes  dont  elles  sont 
susceptibles;  et  Ton  entend,  en  même  tebips,  le  ton 
fondamental  de  la  corde  donnée,  et  un  autre  ton  plus 
élevé ,  qui  est  la  quinte  de  Voctave  isupérieure.  Cfest 
aussi  pour  cela  que  l'on  entend  distinctement  les 
sons  produits  par  les  Vibrations  longitudinales  et  pâ^ 
les  vibrations  transvetsàles ,  qui  ont  lien  h  là  fois  dans 
unte  même  corde  tetidtfô ,  ou  dans  nile  na'ême  vergé 
élasli()Tie. 

D*aprèS  le  même  principe ,  les  ondes  produites  eA 
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plasienrs  points  de  la  sarface  de  l'eaa ,  se  propagent 
simultanément  autour  douces  centres  difierens,  et 
peuvent  se  croiser  eu  tous  sens  a  cette  surface,  sans 
se  modifier  mutuellement  ;  de  manière  qu'à  un  ins- 
tant quelconque  Fëléyation  de  Feau,  en  tel  point 
qu'on  voudra,  est  la  somme  des  élévations  positives 
ou  négatives  qui  auraient  lieu  en  vertu  de  toutes  ces 
ondes  considérées  isolément. 

L-explication  qu'on  donne  du  phénomène  des  in-- 
terférences,  dans  la  théorie  des  ondulations  lumi- 
neuses,, est  aussi  fondée  sur  (e  principe  de  la  super- 
position des  petits  mouvemens,  qui  est,  comme  on 
voit,  susceptiUe  de  nombreuses  applications. 

Pour  le  compléter ,  nous  ajouterons  que  si  des 
forces  émanées  de  centres  mobiles  agissent  sur  les 
points  du  système,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (a)  de  leurs  petits  mouvemens  (n^  545) ,  seront 
des  fonctions  linéaires  des  composantes  de  ces  forces 
données.  Il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  intégrales 
complètes  de  ces  mêmes  équations  différentielles; 
d'où  l'on  conclut  que  les  parties  de  u ,  (^,  w,  etc. ,  in- 
dépendantes de  l'état  initial  du  système ,  et ,  par 
suite  y  les  parties  semblables  des  coordonnées  des 
mobiles ,  seront  les  sommes  des  valeurs  qu'elles  au- 
raient si  les  forces  données  agissaient  séparément. 
Ainsi ^  par  exemple,  dans  le  phénomène  des  ma- 
rées, l'élévation  totale  de  la  mer  en  chaque  point 
et  à  chaque  instant  est  la  somme  des  élévations, 
prises  avec  leurs  signes,  qui  seraient  causées  par 
les  actions  isolées  du  soleil  et  de  la  lune;  et  c'est 
pour  cela  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  les 
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haates  mers  sont  les  plus  considérables  daxis  les 
sjrzjrgies,  et  les  moindres  dans  les  quadratures.   . 

§  n.  Principes  de  la  conservation  du  mouvement 
du  centre  de  gras^ité,  et  de  la  conservation  des  aires. 

BS2.  Puisque  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité d'un  système  entièrement  libre  est  le  même 
que  si  les  masses  de  tous  les. mobiles  y  étaient  réu- 
nies 9  et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  trans-^ 
portées  parallèlement  à  leurs  directions,  il  s'ensuit 
que  les  forces  données  dont  les  composantes  paral- 
lèles à  chaque  coordonnée  seront  égales  et  contraires^ 
n'entreront  pas  dans  les  équations  différentielles  de 
ce  mouvement.  Or ,  ce  cas  est  celui  des  forces  mo* 
trices  provenant  des  actions  mutuelles  des  points 
du  système ,  en  vertu  de  la  loi  générale  de  Y  action 
égale  à  la  réaction  j  qui  s'observe  toujours  dans  la 
nature,  ainsi  qu'on  va  l'expliquer. 

Si  uii  point  matériel  situé  en  M  agit  sur  un  autre- 
point  situé  en  M^  et  lui  imprime  ou  tend  à  lui  im- 
prinaer,  dans  un  instant,  une  quantité  de  mouvement 
infiniment  petite,  que  je  représenterai  par  fi,  on  ob- 
serve toujours  : 

i"".  Que  cette  action  est  dirigée  suivant  la  droite 
menée  du  point  M'  vers  le  point  M^,  qu  suivant 
son  prolongement  au-delà  de  M'; 

a^.  Qu'en  même  temps  le  point  situé  en  M' réagit 
sur  le  point  situé  en  M,  suivant  la  droite  qui  va 
de  M  vers  M',  ou  suivant  son  prolongement  au-delà 
de  M. 
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3^  Que  oette  réaction  communique  ou  tend  à  com- 
muniquer au  point  situe  en  M  une  quantité  de  mou* 
Tement  précisément  égale  à  fc. 

On  dit  qu*il  y  a  attraction  ou  répulsion  entre  ces 
deux  points  matériels,  âelon  que  leur  action  mutuelle 
tend  à  augmenter  ou  à  diminuer  la  distance  MM'; 
Vik  sont  entièrement  libres,  et  que  leurs  masses 
soient  représentées  par  m  et  m\  les  vitesses  qu'ils 

prendront  seront  —  et  —, ,  c'est-à  -dire ,  en  raison 

inYerâe  de  leurs  masses,  et  les  quantités  dont  ils  se 
rapprocberoot  ou  s'écarteront ,  pendant  un  temps 
.infiniment  petit ,  seront  égales  ii  ces  Titessos  mal* 
tipliécs  par  la  moitié  de  ce  temps {n^  1 14)  :  datlieun, 
la  quantité  /u  pourra  dépendre  de  la  nature  des  corps 
auxquels  m  et  m!  appartiennent,  ou  en  être  indépen<> 
dante  et  proportionnelle  au  produit  mm!  de  oes 
masses  (a* ^40^  comme  dans  le  cas  de  1  attraction 
universelle. 

La  première  -des  trois  propositions  qu'on  vient 
d'énoBfcef  peut  être  regardée  comme  évidente  e« 
elle-même;  <!ar  des  quantités  «de  matière  m  et  m'y 
^amt  réduites  à  des  dimensioas  iafinin^ent  pet^hes, 
et  placées  à  une  distance  finie  Tune  de  l'autre ,  il  wtj 
aurait  aucune  raison  pour  que  Faction  dm  de  ces 
poiiAê  siir  l'autre  s'exerçât  d'un  côté  déterminée  la 
droite  qui  les  joint,  ^et  autour  de  laqueMe  tOQt  ert 
semUaible  ;  mais  )es  deux  autres  propositions  ne 
peuvent  être  pour  nous  que  les  résultats  de  l'expé- 
rmme,  généralisés  ppr  induction  et  confirmés  par 
toutes  les  conséquences  qui  s'en  déduisent.  En  effet , 
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nous  ne  pouTOiis  regarder  comme  impossible,  à 
priorij  qu'iin  point  matériel  m  agisse  sar  an  antre  m\ 
sans  que  celui- ci  réagisse  sur  le  premier ,  en  sens 
contraire  et  avec  une  égale  intensité.  Ainsi,  nous  ad- 
mettrons le  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire 
à  l'action  comme  une*  loi  générale  de  la  nature ,  qui 
nous  est  donnée  par  Tobservation,  de  même  que  la  lot 
de  lattraction  uniyersellè ,  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

555.  Cela  posé,  d  tous  les  points  matériels  d'un 
système  entièrement  libre  ne  sont  soumis  qu'à  leurs 
actions  mutuelles,  ces  forces  motrices,  transportées 
au  centre  de  gravité  du  système,  s'y  détruiront  deux  à 
deux;  le  mouvementde  ce  centre  sera  donc  rectiligne 
et  uniforme ,  et  conservent  constamment  sa  vitesse  et 
sa  direction  initiales  ;  ce  cpii  a  fait  donner  à  ce  théo- 
rème le  nom  de  principe  de  la  conservaiion  du  mau^ 
vement  du  centre  de  gropité. 

Ce  mouvement  n'est  pas  altéré  par  le  choc  des  corps, 
quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité  (n^  540;  et ,  ^^ 
.  ^et,  le  phénomène  du  choc  est  produit ,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit  (n^499}9  P^i^  ^^  actions  mu- 
teelles  des  molécules  du  corps  choquant  et  du  corps 
choqué,  qui  s'exereent  à  des  distances  insensibles, 
mais  de  grandeur  finie  9  et  pour  lesquelles  la  loi  de  la 
réaction ,  égale  et  contraire  à  l'action ,  ne  peut  man- 
quer d'avoir  lieu*  Par  la  même  mison,  si  un  corps 
aoUde  est  en  mouvement,  et  qu'il  soit  brisé  par  une 
explosion  intérieure,  la  direction  et  Ta  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  toutes  ses  parties ,  après  cette 
explosion,  seront  les  mêmes  que* la  direction  et  la  vir 

a.  *9 
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tesse  du  centre  de  gravité  qui  avaient  lieu  aupara- 
vant. En  général,  les  changemens  brusques  de  vitesse 
qui  accompagnent  les  chocs  ou  les  explosions ,  sont 
les  effets  des  actions  mutuelles  des  molécules  ;  ces 
forces  varient  dans  de  très  grands  rapports,  quand  les 
molécules  se  rapprochent  ou  s'éloignent  les  unes  des 
autres;  et,  par  suite,  elles  font  varier  de  même 
les  vitesses  des  corps  pendant  de  très  courts  intervalles 

de  temps. 

Le  principe  dont  il  s'agit  est  indépendant  de  la 
liaison  des  points  du  système ,  pourvu  qu'aucun  d'eux 
ne  soit  lié  à  d'autres  points  étrangers  au  système  que 
Ton  considère ,  et  ne  soit  pas  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  fixe  ou  mobile. 
Des  conditions  de  cette  espèce ,  s'il  en  existait ,  don- 
neraient naissance  k  des  forces  qu'il  faudrait  trans^ 
porter  au  centre  de  gravité,  et  qui  pourraient  £ure 
varier  sa  vitesse.  Il  en  sera  de  même,  lorsqu'il  y  aura 
des  forces  appliquées  aux  points  du  système  qui  ne 
proviendront  pas  de  leurs  actions  mutuelles;  et,  dans 
ce  cas,  les  actions  mutuelles  pourront  influer  indirec- 
tement sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  en  di- 
minuant ou  augmentant  les  distances  des  points  du 
système  aux  points  fixes  ou  mobiles  d'où  émanent  les 
forces  étrangères,  et  changeant ,  par  conséquent ,  leurs 
intensités. 

L'inertie  d'un  point  matériel  consiste  en  ce  qu'il 
ne  peut  se  mettre  de  lui-même  en  mouvement,  ni 
modifier  aucunement  le  mouvement  qu'il  a  reçu , 
sans  le  secours  de  forces  émanant  d'autres  points; 
l'inertie  d'un  système  de  corps  consiste,  d»  même. 
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en  ce  que  l'action  mntaelle  de  ses  parties  ne  peut 
produire  ni  modifier  le  mouvement  de  son  centre  de 
grayité ,  sans  le  secours  de  points  d'appui  ou  de  forces 
étrangères.  Ainsi  ^  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité du  soleil ,  des  planètes ,  des  satellites  et  des  co- 
mètes, doit  être  rectiligne  et  uniforme  dans  l'espace  , 
abstraction  faite  de  l'action  exercée  par  les  étoiles 
sur  tous  ces  corps ,  et  de  la  résistance  du  milieu  ^  si 
elle  existe. 

La  manière  dont  les  différentes  parties  d'un  muscle  . 
agissent  l'une  sur  l'autre,  pour  produire  ses  mouve-* 
mens,  nous  est  inconnue  ;  nous  ignorerons  peub-étre 
toujours  par  quel  moyen  la  volonté  met  ces  parties 
de  nature  diverse  dans  la  disposition  respective ,  nér  ' 
cessaire  pour  qu'elles  exercent  actuellement  leurs  at«* 
tractions  ou  répulsions  mutuelles  :  quoi  qu'il  en  soit,, 
nous  ne  pouvons  pas  douter  que  ces  actions  ne  soient 
soumises  à  la  loi  de  réciprocité ,  comme  toutes  les 
autres  forces  naturelles;  d'où  il  résulte  qu'un  animal , 
de  quelque  manière  qu^  s'y  prenne,  ne  peut  jamais 
déplacer  son  centre  de  gravité  par  sa  seule  volonté  , 
et  sans  le  secours  d'un  point  d'appui  extérieur. 
L'homme  et  les  animaux  peuvent  élever  ou  abaisser 
verticalement  leur  centre.de  gravité,  en  s'appuyant 
sur  la  terre  ;  ils  peuvent  aussi  s'avancer  horizontale- 
ment, à  l'aide  du  frottement  contre  sa  surface;  mais  la 
locomotion  leur  serait  impossible  sur  un  plan  parfisiite-. 
ment  poli ,  où  cette  résistance  serait  tout-à«fait  insen- 
sible. Dans  le  vol  des  oiseaux,  c'est  le  centre  de  gra-. 
vite  de  l'animal  et  de  toute  la  masse  d'air  qu'il  met 
en  mouvement,  qui  demeure  constamment  en  repos  ; 
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et  Y  clans  le  Tide,  il  ne  pourrait  parvenir  à  déplacer 
son  propre  centre  de  gravité ,  quelle  que  fût  la  rapi-* 
dite  du  mouvement  de  sea  ailes. 

Il  n'y  a  pas  de  doute,  non  plus,  que  les  fluides 
impondérables  ne  soient  soumis  k  la  loi  de  réaction 
égale  et  contraire  à  l'action ,  et  que  le  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité , 
qui  en  est  la  conséquence,  ne  doive  aussi  s'observer 
dans  leurs  mouvemens,  comme  dans  celui  de  toutes 
les  autres  substances,  dont  ils  ne  diffèrent  que  par 
leur  extrême  ténuité.  Ainsi,  lorsque  l'électricité,  la 
chaleur,  la  lumière,  s'échappent  dW  mobile  par  un 
seul  c6té ,  ce  corps  doit  recaler  en  sens  contraire  » 
afin  que  le  œntre  de  gravité  du  ^  système  entier  de- 
meure en  repos;  mais  la  quantité  de  mouvement 
qu^l  prendra  ne  sefa  sensible,  qu'autant  que  celle 
du  fluide  impondérable  le  sera  également,  malgré 
la  petitesse  de  sa  masse,  et  à  raison  de  la  grandeur  de 
sa  vitesse.  C'est  ce  qui  ne  peut*ètre  décidé  que  par  des 
expériences  très  délicates. 

•  554*  Non-seulement  les  forces  provenant  de  l'^c-* 
tion  mutuelle  des  points  m,  m*,  m'* ,  etc. ,  d'un  sys- 
tème entièrement  libre ,  n'entrent  pas  dans  les  équa- 
tions (7)  de  leur  mouvement  de  translation ,  mais 
elles  disparaissent  aussi  des  équations  (o)  de  son 
mouvement   de  rotation    autour   de  l'origine  des 
coordonnées  (n**  558  et  SSg). 
En  effet,  soit  F  la  force  provenant  de  l'action 
^nmtituelle  de  m  et  m',  qui  est  la  même  pour  ces 
deux  points  matériels ,  et  dirigée ,  si  on  la  suppose 
attractive,  de  m  vers  m' pour  le  point  m,  et  de  m* 
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ver»  m  pour  le  point  m\  En  appelant  p  la  didtàocé 
de  ces  deux  pointa ,  les  cosiaus  des  angles  que  fait 
la  droite  mm' ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x^ 
J',  Zf  menées  parle  point  m^  seront 

—f-,  —j-,  -pî 

relativement  à  la  force  F .  on  aura  donc 

„x=(:î:=£H,  .«y^^'-j-^-  mz=^£::i^, 

f  f  f 

pour  les  composantes  de  la  force  motrice  du  point  m  /^ 
et  l'on  trouvera  de  même 

^.^(«zifOF  ^,^0:^:^2,  m'Z'=îî=i5!, 

f  f  f 

pour  les  composantes  de  la  force  motrice  de  m' ^  pro- 
venant de  cette  force  F.  Or^  d'après  ces  valeurs  ^  nous, 
aurons 

m(xY-jX)  +  mfÇitn^  -  fX')  =  o, 
m(z\  —  xZ)  +  m'  {zfX'  —  a:'ZO.=  o, 
m(/Z  —  zY)  4-  w»'(yZ'  —  ^'Y')  =  o; 


par  conséquent  y  les  termes  provenant  de  Taction 
mutuelle  des  points  du  système  ,  se  détruisent  deux 
à  deux  dans  les  seconds  membres  des  équations  (9) 
du  n*  559. 

Si  donc  il  n^  a  pas  d'autres  forces  motrices  qui 
agissent  sur  les  points  m,  m!,  m!',  etc.,  le  mou-^ 
vement  de  rotation  du  système  autour  de  l'origine 
des  coordonnées ,  sera  uniquement  dû  aux  vitesses^ 
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initiales  qui  ont  étë  imprimées  k  ces  points;  en 
sorte  que  sans  le  secours  de  forces  étrangères  ou  de 
.points  d'appui  pris  au  debors,  c'est-à-dire^  parla 
seule  action  mutuelle  de  ses  parties^  un  système 
quelconque  de  corps  ne  peut  produire  aucun  mou- 
vement de  translation  ou  de  rotation  commun  à 
tous  ses  points ,  ni  modifier ,  en  aucune  manière , 
celui  qu'il  a  reçu  primitivement. 

555.  Les  seconds  membres  des  équations  (9)  se- 
ront encore  zéro,  lorsque  les  points  du  système,  in- 
dépendamment de  leurs  actions  mutuelles^  seront  aussi 
sollicités  par  des  forces  dirigées  vers  l'origine  des 
coordonnées;  car  pour  une  semblable  force,  ap- 
pliquée au  point  77»,  les  composantes  mX,  mY,  mZj 
sont  entre  elles  comme  les  coordonnées  a:,  / ,  z,  de 
ce  point  ;  on  a  donc 

xY  =  yyi,    zTL  =  jcZ,    jrZ  =  zY; 

et  le  terme  qui  en  provient  disparait  de  chacune 
des  équations  (9). 

Ainsi  y  dans  tout  système  entièrement  libre ,  ou  qui 
ne  renferme  qu'un  seul  point  fixe ,  et  dont  les  points 
nip  ni f  rrC ^  etc.,  sont  soumis  à  leurs  actions  mu- 
tuelles et  à  des  forces  dirigées  vers  ce  point  fixe, 
en  le  prenant  pour  origine  dés  coordonnées ,  on  aura 

^     /    dw  d*x\ 

^m{z-^  ^x-^)^  o,^  (a). 
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S'il  n  y  a  aucun  point  fixe  dans  le  système  ^  et  que 
les  mobiles  soient  uniquement  soumis  à  leurs  actions 
mutuelles  y  on  pourra  prendre  tel  point  qu'on  vou- 
dra pour  origine  des  coordonnées;  et  comme  dans 
ce  même  cas,  les  équations  (7)  du  n""  558,  se  ré- 
duiront à 

il  s'ensuit  qu'on  pourra  aussi  prendre  pour  cette 
origine,  un  point  qui  ait  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  dans  l'espace^ 

En  effet,  en  désignant  par  a,  Ç,  >i  les  coordon-r 

nées  de  ce  point  mobile,  on  aura 

d^a  d*C  d^y  

5?  ~  ^'     d?  —  ^'      dF  —  ^^^ 

pour  y  transporter  l'origine  des  coordonnées,  il  fau- 
dra faire 

relativement  au  point  quelconque  m  ;  or,  en  substi- 
tuant ces  valeurs ,  dans  là  première  équation  (a) ,  oa, 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

^      /'   d^r  J*j:  \    ,    d^^  d^A  ^ 

d^x  d^  *v 

•  » 

au  moyen  des  équations  précédentes ,  elle  se  réduirais 
donc  à 
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el  l'on  trouvera  de  raAine  que  les  deux  autres  ëqaa- 

tioD8  (a)  ne  diangent  pas  de  formé,  et  deviennent 

quand .  on  transporte  rorigine  des  coordonnées  au 
point  dont  le  mouvement  est  rectiligne  et  uniforme. 
Dans  le  cas  dont  il  s*agit,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  du  système  étant  rectiligne  et  uniforme 
(n^  553),  il  en  résulte  que  les  équations  (a)  devront 

subsister    en  prenant  ce  centre  pour  origine  des 
coordonnées. 

556.  En  multipliant  les  équations  (a)  par  dt,  et 
observant  qu'on  a 

d^x  dH  jf    dx  djCK 

à't  d^Y  ,/     dz  dY\ 

intégrant  et  d&ignant  par  c,  d ^  c',  les  constantes 
arbitraires,  il  vient 
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équations  qui  montreat  que  dâiM  le  nmotetlient 
d'un  système  entièremeift  libre ,  où  les  mobiles  se 
sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  ou  à  des 
forœs  dirigées  yers  un  centre  fixe ,  les  momens  de5 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  qui  se 
coupent  en  ce  point ,  et  par  conséquent ,  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  ce  même  point,  sont 
des  quantités  constantes.  Ces  momens  ne  changerQut 
pas  de  valeur,  dans  le  choc  des  corps  du  système^ 
ou  dans  Texplosion  d'un  ou  de  plusieurs  d'entre  eux, 
puisque  les  forces  qui  produisent  ces  phénomènes , 
sont  des  actions  mutuelles  de  leurs  molécules;  ce  qui 
s'accorde  avec  le  résultat  du  n*  541  • 

S'il  n'y  a  pas  de  forces  dirigées  vers  un  point  fixe, 
il  résulte  du  numéro  précédent,  que  ce  théorème  aura 
encore  lieu,  par  rapport  à  un  axe  quelconque  qui 
se  meut  parallèlement  à  lui-même ,  en  passant  cons- 
tamment par  le  centre  de  gravité  du  système,  ou, 
plus  généralement,  par  un  point  dont  le  mouvement 
est  rcctiligne  et  uniforme.  Dans  ce  même  cas,  on 
condut  des  équations  (b) ,  que  les  somme»  des  quan^ 
tités  d0  naouvement  de  tous  les  fx>ints  du  aysième,  sui- 
tàBt  trois  directions  rectangulaires^  cl  couséquemment 
suivant  une  direction  quelconque,  sont  également  des 
quantités  constantes;  théorème  qu^on  peut  aussi  i«^ 
garder  coname  renfermé  dans  celui  qui  répond  aux 
mMuens  de  ces  forces,  en  éloignatit  it  l'infini  le  centre 
des  momens  et  l'origine  des  coordonnées. 

55^.  Les  valeurs  des  constantes/?,  (f,  c'',  dé- 
pendront de  la  directicMi  des  axes  rectangulaires. 
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qu'on  prendra  ponr  ceux  des  coordonnées  ;  mab  se 

Ton  ùdt 

c^  +  c'*  +  c"*  s=  >•, 

la  quantité  T' sera  non-seulement  indépendante  de  <^ 
mais  aussi  de  cette  direction  ;  car  elle  exprime  le 
moment  principal  d'un  système  de  forces  (n*  sSi) , 
dont  la  yaleur  ne  peut  pas  dépendre  de  la  direction 
arbitraire  des  droites  suivant  lesquelles  ces  forces 
sont  décomposées.  Lorsqu'il  n'existe  pas  de  point 
fixe  dans  le  système ,  on  trouvera  donc  une  même 
valeur  de  ^ ,  en  la  calculant  à  deux  époques  difle- 
rentes  du  mouvement ,  et  prenant  le  centre  de  gra- 
vité pour  origine  des  coordonnées ,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  leur  direction ,  différente  ou  la  même ,  à 
ces  deux  époques.  Dans  ces  calculs ,  on  n'emploiera 
que  des  positions  et  des  vitesses  relatives  des  mobiles 
aux  époques  données ,  savoir,  les  perpendiculaires 
^fTf  ^f  abaissées  de  cbaque  point  m  sur  trots  plans 
rectangulaires,  menés  arbitrairement  par  le  centre  ât 

gravité ,  et  les  excès  37  >  ^  f  ^  ^  ^^   composantes 

de  la  vitesse  de  n?,  parallèles  à  leurs  intersections, 
sur  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
vité suivant  les  mêmes  directions.  Lors  même  qu'il 
serait  survenu  entre  les  deux  époques  pour  lesquelles 
on  aura  ainsi  calculé  la  valeur  de  ^,  un  ou  plu-^ 
sieurs .  chocs  ou  explosions  des  corps  du  système  p. 
cette  valeur  ne  serait  pas  changée ,  pourvu  que,  dans 
le  cas  d'une  explosion ,  on  comprit  dans  le  calcul  àef 
la  seconde  époque  toutes  les  parties  du  corps  brisé. 
Si  donc  on  la  trouvait  différente  à  la  seconde  époque 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  4S9 

de  ce  qu'elle  estait  à  la  première,  on  en  ponmdt  con- 
clure qne  des  forces  étrangères  ont  agi,  dans  Tinter^ 
valle,  sur  les  mobiles ,  ou  bien  qu'ils  ont  choqué 
d'autres  corps  qui  ne  font  pas  partie  du  système. 

Si  l'on  appelle  et^  (l%  pi\  les  angles  que  fait 
l'axe  du  moment  principal  avec  les  axes  des  z, 
jTfXy  dont  l'origine  est  au  centre  de  gravité,  on 
aura  (n*  a8i) 

cos  a  =  -  ,    cos  a'  =  -  ,     cos  «  '  c=  —  : 

y  y  y 

en  supposant  donc  que  ces  axes  soient  constamment 
parallèles  à  eux-mêmes ,  les  quantités  c^  d^  d\  ne 
changeront  pas,  et  la  direction  de  l'axe  du  moment 
principal  sera  aussi  invariable,  comme  la  grandeur 
du  moment  qui  s'y  rapporte.  La  même  chose  a  lieu  par 
rapport  à  un  point  fixe,  lorsqu'il  y  en  a  un  dans  le 
système,  et  qu'on  le  prend  pour  origine  des  coor^ 
données;  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n*  4^^»  rela- 
tivement à  un  corps  solide. 

558.  Il  est  important  d'observer  que  les  termes  pro* 
venant  de  l'action  mutuelle  du  système  disparaissent 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (9)  du  n^SSg, 
lors  même  que  l'intensité  de  cette  action  varie  avec  le 
temps ,  indépendamment  de  la  distance,  c'est-à-dire, 
lorsque  les  composantes  de  cette  force  renferment  le 
temps  t  explicitement.  Les  équations  (^),  et,  par 
conséquent,  l'invariabilité  du  moment  principal  et 
de  la  direction  de  son  axe,  ont  donc  encore  lieu  dans 
ce  cas,  qui  se  présente,  par  exemple,  quand  les 
points  du  système  perdent ,  sous  forme  rayonnante , 
une  partie  de  leur  chaleur  propre;  ce  qui  dimi-- 
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vkw^p  k  distance  égale,  Finteiisité  de  leur  actfon 

mtttoeUe* 

Ainsi ,'  en  (aiâant  abstraction  dé  l'action  da  soleil 
et  de  la  lane  Sur  la  masse  de  la  terre  ^  et  supposant 
^ue  notre  planète  f  autrefois  a  Télat  gaaeux  ^  s'dst  soli- 
difiée par  le  refroidissement ,  sans  perdre  aucune  par-^ 
tie  de  Sa  matière  pondérable^  on  peut  assurer  que, 
dans  cette  transformation ,  le  moment  principal  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  ses  points  n'a  pas 
changé  de  grandeur,  ni  son  axe  de  direction.  Cette 
droite  est  deyenue  Taxe  de  figure  de  la  terre,  autour 
duquel  elle  tourne  maintenant  ;  et  #  dans  ce  mouve- 
ment ,  il  est  aisé  de  voir  (n*  386)  que  Ton  a 

pour  la  valeur  du  moment  principal  ;  g?  étant  la  vi-* 
tesse  angulaire  de  rotation ,  M  la  masse ,  et  MAf  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axé  de  figure.  Si  le 
refroidissement  et  la  rotation  de  la  terre  continuent 
encore  actuellement ,  et  que  son  rayon  diminue  en 
conséquence ,  la  valeur  de  k  diminuera  dans  le  même 
rapport  ;  à  cause  que  la  quantité  y  est  constante ,  la 
valeur  de  Gf  augmentera  donc  en  raison  inverse  do 
carré  de  A: ,  et  la  durée  du  jour  décroîtra  proportion- 
nellement au  carré  du  rayon.  Une  diminution ,  due  h 
cette  cause,  d'un  dix--raillioaiènse  sur  la  durée  du 
)Our,  supposerait  ua  déccoissdment  d'un  vingtHfnfl- 
lionième  sur  la  longueur  du  rayon  ;  eft  comme  on  est 
certain  que  le  jour  n'a  pas  é]M*ouvé  cette  diminution 
depuis  25oo  ans  (n*  44^)»  >1  ^^  résulte  que  le  rayon 
moyen  .de  la  terre  n'a  pas  varié  d'un  vingt^millio^ 
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nième ,  on  d  a  peu  près  3  mètres  y  dans  ce  long  in- 
tervalle de  temps  ^  par  l'effet  du  refroidissement,  si 
la  température  moyenne  de  la  terre  n'est  pas  encore 
parvenue  à  un  état  permanent. 

Les  tr^mUemens  de  terre  y  les  explosions  volcani-* 
qnesy  le  souffle  des  vents  contre  les  cètes,  Jes  frotte- 
mms  et  las  pressioos  de  la  mer  sur  la  partie  solide  du 
spbeDoSda  terrestre ,  répondant  à  des  actions  mutuelles 
des  parties  du  ^stème  ^  il  n'en  peut  résulter  aucune 
variation  de  la  quantité  y\  et  les  déplacemens  de  ces 
partiea  qui  ont  lieu  dans  toutes  ces  cirooustancesy  rH* 
tant  pas  assea  considérables  pour  produire  des  chan^ 
gemens  sensibles  dans  la  valeur  de  A,  ces  causes  di- 
verses ne  produiront  aucune  altération  appréciable 
dans  la  rapidité  de  la  vitesse  fi? ,  ni  dans  la  durée  du 
jour. 

559.  Les  théorèmes  qui  se  déduisent  de$  équa- 
tions (c)  peuvent  encore  s'énoncer  d'une  autre  ma- 
niera. 

Observons,  pour  cela-,  que  la  formule  ^xdj^-jrdjc) 
est  Taire  décrite  pendant  l'instant  dt,  ou  la  différen- 
tielle de  l'aire  décrite  pendant  lé  temps  t ,  par  le 
rayon  vecteur  de  Ja  projection  du  point  m  sur  le 
plan  des  x  et  jr^  en  allant  de  l'axe  des  x  positives 
vers  l'axe  des  jr  positives  (  n*  i54  )•  La  formule 
\  (zdx  -— <•  xdz)  est  de  même  la  différentielle  de  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la  projection  du 
même  point  m,  sur  le  plan  des  z  et  x,  en  allant  de 
Taxe  des  z  vers  l'axe  des  x;  et  iÇj^dz'—  zdjr)  ex- 
prime la  différentielle  de  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  de  là  projection   de  ce  point  sur  le  plan 


46»  TRAITÉ  I»  MÉCANIQUE. 

4es  ^  et  2  y  en  allant  de  Taxe  des  y  vers  l'axe 
des  %• 

Gda  posé ,  considérons  les  aires  comme  des  quan- 
tités positives  ou  négatives ,  selon  qu'elles  sont  dé- 
crites sur  chaque  pbn ,  dans  le  sens  qu'on  vient  d'in- 
diquer^ ou  dans  le  sens  opposé.  Soit  |  X  la  somme 
des  aires  décrites,  pendant  le  temps  t ,  par  les  rayons 
vecteurs  des  projections  de  tous  les  points  du  sys- 
tème,  et  multipliées  respectivement  par  leurs  masses 
m,  n£^  ni' y  m!",  etc.  Appelons  ^V  la  somme  des  aires  dé- 
crites sur  le  plan  des  zetx^  pendant  le  même  temps» 
par  les  rayons  vecteurs  des  projections  de  ces  points 
matériels,  et  multipliée  aussi  par  leu  rs  masses.  Soit  en- 
fin ^  A"  la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  des^ 
et  2,  pendant  ce  temps  t,  parles  rayons  vecteurs  des 
projections  de  ces  mêmes  points,  multipliées  de 
même  par  leurs  masses.  Ces  trois  sommes  seront  des 
fonctions  de  ^,  dont  les  valeurs  s'évanouiront  avec 
cette  variable ,  et  qui  auront  pour  différentielles 

{dA  =  iXmÇxdjr  —jrdx), 
idA'=  ^^m{zda:  —  xdz), 
idA"z=^  i:Lm(jrdz^zdj). 

*  En  veiitu  des  équations  (c) ,  on  aura  donc 

d\  =  cdt,     d\'  =  c'dt,     dX"=zc"dt; 

et ,  en  intégrant ,  on  en  déduit 

X=:ct,     \'z=zc't,     X"=c"^, 

Donc  I  dans  le  mouvement  d'un  système  entièrement 
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libre ,  dont  les  points  ne  soDt  sonnais  qu'à  leurs  ac- 
tions mutuelles  y  les  sommes  des  aires  représentées 
par  l^,  j^\  I  A'^  sont  proportionnelles  au  temps 
employé  à  les  décrire^  et  les  sommes  des  aires  dé- 
crites pendant  l'unité  de  temps,  conservent  leurs  Tab- 
leurs initiales  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
le  centre  des  aires  étant  un  point  fixe ,  le  centre  de 
gravité  du  système ^  ou  tout  antre  point 'dont  le 
mouvement  est  rectiligne  et  uniforme. 

Cest  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conser^ 
vaiion  des  aires.  Il  a  encore  lieu  lorsqu'il  existe  dans 
le  système  un  point  fixe  vers  lequel  sont  dirigées  des 
forces  agissant  sur  un  ou  plusieurs  des  mobiles , 
pourvu  que  Ton  prenne  alors  ce  point  fixe  pour 
centre  des  aires;  ce  qui  comprend  le  théorème  du 
u*  i54>  relatif  à  un  point  matériel  isolé. 

Nous  ferons  remarquer  que ,  quand  les  points  m , 
m'y  m"f  etc. ,  tournent  dans  un  même  sens  autour  du 
centre  des  aires,  comme  les  centres  des  planètes  au- 
tour du  soleil,  il  en  sera  de  même  h  l'égard  de 
leurs  projections  sur  les  plans  des  coordonnées;  de 
aorte  que  tous  les  termes  des  sommes  7  A ,  ^  X',  ^\'\ 
auront  le  même  signe  :  ils  auront ,  au  contraire , 
des  signes  différens,  et  ces  sommes  pourront  être 
des  quantités  positives  ou  négatives,  lorsqu'une  par^ 
lie  des  mobiles  tournera  dans  un  sens,  et  l'autre 
partie  dans  le  sens  opposé ,  comme  dans  le  mou*^ 
vement  des  comètes  autour  du  soleil. 

56o.  Maintenant,  soient  0  (fig.  Si  ),  le  centre 
des  aires ,  fixe  ou  mobile  ;  Ox,  Ojr,  Oz,  les  directions 
des  axes  rectangulaires  des  coordonnées;  M  et  M^ 
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les  positions  du  point  quelconque  m  au  bout  des 
temps  t  ei  t  -^  dti  P  et  P^  les  projections  de  M 
et  M,  sur  le  plan  des  x  et  /•  Le  triangle  MOM^  soa 
l'aire  plane  décrite,  pendant  Finstant  dt ,  par  le;  rayon 
vecteur  de  m,  et  il  aura  pour  projection  sur  le 
plan  des  a:  etjr,  le  triangle  POP,,  on  Taire  décrite 
pendant  cet  instant ,  par  le  rayon  vecteur  de  la  pro- 
jection de  m  sur  ce  plan.  Les  [nnojections  de  AK)M, 
sur  les  deux  autres  jfdans  des  coordonnées ,  seront 
ansai  1^  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
projections  de  m  sur  ces  plans.  Il  en  sera  de  même 
pour  les  aires  -décrites  dans  l'espace ,  pendant  toutes 
les  parties  infiniment  petites  du  temps  t,  par  les 
rayons  vecteurs  de  tous  les  points  du  système,  et 
multipliées  par  leurs  masses,  ou,  autrement  dit,  pour 
toutes  ces  aires  augmentées  dans  le  rapport  des  masses 
m  9  mS  ^"f  etc. ,  à  Tunit^.  Par  conséquent,  les  quan- 
tités jXf  -î  >v',  |A'',  qu'on  vient  de  considérer,  seront 
les  sommes  des  projections  de  ces  aires  tufîniment 
petites ,  sur  les  trois  plans  des  coordonnées  ;  et  l'on 
pourra  appliquer  à  ce  système  d'aires  planes  et  à 
leurs. projections,  les  tliéorèmes  des  n^*  276  et  suî* 
vans. 

Ainsi ,  parmi  tous  les  plans  qu'on  peut  faire  passer 
par  le  point  0 ,  il  y  en  a  un  sur  lequel  la  somme 
des  projections  des  aires  planes ,  prises  avec  les  signes 
qui  résultent  du  sens  du  mouvement  pour  chacune 
d'elles,  est  un  maximum^  Si  l'on  désigne  par  ft  la 
valeur  de  cette  aire  maxima ,  on  aura 


^*  =z  A'  -f.  A'»  4-  A''*; 
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et  ^  81  OH  est  la  perpendiculaire  à  son  plan ,  et  qn^on 
£i6se 

zOH  =  €,   jOa  =  €',     aK)H  =  é", 

on  aura  aussi 

cos  f  =  — ,   cos€'  =— »   cos C=— . 

i«*  ^  ^ 

Or,  d'après  les  valeurs  de  A,  A',  X'',  ces  formules 
^ont  la  même  cbose  que 

00s  Cs£:-,    cos6'=5  — ,    COS^"i=— ;      (d) 
y  y  y 

m 

<: ,  c'f  c"|  y  f  étant  les  mêmes  constantes  que  précé^ 
demment.  Il  en  résulte  donc  que  la  direction  du 
plan  de  Taire  maxima  demeurera  constante  pendant 
tonte  la  durée  du  mouvement,  et  que  la  normale, 
à  ce  plan  menée  par  le  centre  des  aires  coïncidera  tou- 
jours avec  Taxe  du  moment  principal  des  quantités 
de  mouvement  de  tous  les  points  du  système. 

On  conclut  de  là  que  dans  le  mouvement  de  tout 
système  entièrement  libre,  dont  les  points  matériels 
ne  sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  il  existe 
un  -plan ,  passant  par  le  centre  de  gravité ,  qui  de- 
meure constamment  parallèle  à  lui-même,  et  dont 
•on  peut ,  à  chaque  instant ,  déterminer  la  direction , 
au  moyen  des  masses  de  tous  ces  points,  de  leurs 
coordonnées  rapportées  au  centre  de  gravité  comme 
origine,  et  des  excès  des  composantes  de  leurs  vî-- 
tesses  sur  celles  de  la  vitesse  de  ce  centre. 

Ce  théorème  est  dû  à  Laplace,  qui  a  donné  au 
plan  dont  il  s'agit  la  dénomination  de  plan  ins^a-^ 


2. 


3o 
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fiable  y  et  qui  a  proposé  d'en  faire  usage^,  en  Astro- 
nomie, pour  rapporter  à  sa  direction  constante .  les 
directions  variables  (n®  ^44)  des  plans  des  orbites 
planétaires. 

56 1.  C'est  au  plan  de  l'orbite  de  la  terre  ^  et  à  une 
droite  menée ,  dans  ce  plan  ^  par  le  centre  du  soleil 
et  parallèlement  à  la  ligne  des  équinoxes,  que  les 
astronomes  rapportent  les  positions  des  astres  et  les 
directions  des  plans  dans  lesquels  ils  se  meuvent. 
L'édiptiq'ue  vraie  et  la  ligne  des  équinoxes  étant  en 
mouvement  dans  l'espace  ^  on  détermine  leurs  posi- 
tions^ à  un  instant  donné ,  en  lès  comparant  à  celles 
des  étoiles  ;  mais  on  peut  craindre  que  les  mouve- 
mens  propres  des  étoiles,  qui  sont  inconnus  pour  la 
plupart ,  ne  nous  induisent  en  erreur  sur  les  dépla- 
.cemens  absolus  de  l'orbite  de  la  terre,  après  plu^ 
sieurs  siècles;  et,  pour  prévenir  cet  embarras,  il  est 
bon  de  pouvoir  assigner  sa  direction  vraie  à  un  ins- 
tant quelconque. 

Supposons  donc  que  le  plan  des  xelj  soit  le  plan 
de  l'écliptique  à  un  instant  donné ,  ou ,  plus  exacte- 
ment ,  un  plan  parallèle  à  celui  de  cette  écliptique 
et  mené  par  le  centre  de  gravité  0  du  système* so- 
laire. Par  le  point  0  (fig.  5a),  menons  arbitrairement 
dans  ce  plan  les  axes  Ox  et  Ojr;  et  d'après  les  coordon- 
nées et  les  vitesses  actuelles  de  tous  les  points  du  sys- 
tème solaire,  rapportées  aux  axes  rectangulaires  Ox, 
OjTy  Oz ,  et  les  masses  de  ces  points ,  supposons  aussi 
qu'on  ait  calculé  les  valeurs  des  quantités  c ,  c',  c". 
Si  OH  est  la  perpendiculaire  au  plan  invariable  de 
ce  système ,  et  EOE'  l'intersection  de  ce  plan  avec 
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celui  des  x  et  /,  les  équations  {d)  donneront 

c  c' 

cos  HOz=  - ,    tang  EOa?  =  —  ;      (e) 

y  c 

ce  qui  fait  connaître  la  direction  du  plan  invariable 
par  rapport  à  celui  des  a:  et  j\  Mais  pour  en  con- 
clure »  réciproquement,  la  direction  absolue  du  plan 
de  Fécliptique ,  parallèle  à  celui  des  x  et  j^,^  il  feut 
encore  qu  il  existe,  sur  le  plan  invariable,  une  droite 
qui  demeure  constamment  parallèle  à  elle-même ,  et 
dont  la  direction  soit  connue  à  chaque  instant.  OK 
étant  cette  droite,  on  connaîtra  langle  KOa:  k  l'épo- 
que que  l'on  considère  ;  de  cet  angle ,  joint  à  JiOz  et 
ÈOx,  on  déduira  l'angle  EOK;  et  les  deux  angles 
HOz  et  EOK  détermineront  complètement  la  direc- 
tion absolue  du  plan  de  Fécliptique. 

Or,  l'existence  du  plan  invariable ,  dans  le  système 
solaire,  suppose ,  implicitement ,  que  Ton  fait  abstrac- 
tion de  l'action  des  étoiles  sur  le  soleil  et  sur  les  pla- 
nètes ,  et  que  toutes  les  parties  du  système  sont  sou- 
mises uniquement  à  leurs  actions  mutuelles.  Mais, 
dans  ce  cas ,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  O 
est  rectiligne  et  uniforme;  par  conséquent,  à  moins 
que  la  direction  de  ce  mouvement  ne  soit  exactement 
perpendiculaire  au  plan  invariable,  on  aura  une 
droite  OK,  toujours  parallèle  à  elle-même,  en  pro- 
jetant sur  ce  plan  la  droite  que  décrit  le  point  0  dans 
l'espace.  On  ne  voit  pas  une  autre  ligne  qu'on  puisse 
prendre  pour  la  droite  OK  ;  mais  pour  faire  usage  de 
celle  que  nous  indiquons,  il  faut  qu'on  ait.pi^la- 
blement  déterminé,  par  l'observation,  la  direction 

3o. . 
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du  mouvement  du  centre  de  gravité  de  notre  uni- 
vers, que  nous  ne  connaissons  encore  que  très  im- 
parfaitement. 

En  comparant  les  valeurs  des  angles  HOz  et  EOK , 
déterminées  à  deux  époques  différentes ,  on  connaî- 
tra les  déplaceraens  réels  de  Técliptique  qui  ont  eu 
lieu  dans  rintervaile,  et  que  le  seul  angle  ISOz,  in- 
clinaisQin  du  plan  mobile  sur  le  plan  invariable ,  ne 
suffiraitpaspourdéterminer  complètement.  Toutefois, 
à  les  quantités  d' et  c^'  sont  très  petites  par  rapport  à 
c,  l'angle  HOz  sera  aussi  très  petit,  et  de  très  petites 
<lifféfences  dans  les  valeurs  de  c'  et  c'^  en  produiront 
de  très  grandes  dans  les  valeurs  de  "EOx,  et,  par 
suite,  de  Tangle  EOK;  en  sorte  qu'il  paraîtrait,  dans 
ce  cas,  que  Tintersection  OE  de  l'écliptique  et  du 
plan  invariable  aurait  éprouvé  un  déplacement  très 
considérable  sur  ce  plan.  Mais,  en  général,  ce  dépla- 
cement ne  serait  pas  réel  ;  car  les  petites  différences 
des  valeurs  de  c'  et  cf'  proviendront ,  en  grande  par- 
tie, des  erreurs  inévitables  dans  les  observations  qui 
jservent  à  déterminer  ces  valeurs,  et  des  quantités 
qu'on  est  obligé  de  négliger  en  les  calculant. 

Au  reste,  quand  Tanglc  HOz  est  très  petit,  c'est-à- 
dire  ,  quand  l'écliptique  est  très  peu  inclinée  sur  le 
plan  invari^le,  1  angle  EOK,  qu'on  peut  alore  très 
difficilement  déterminer,  n'a  que  très  peu  d'influence 
sur  la  direction  vraie  du  plan  de  l'orbite  de  la 
terne. 

503.  Le  nombre  et  les  masses  des  comètes  nous 
étant  inconnus ,  on  sera  obligé  de  négliger  les  termes 
qui  leur  correspondent  dans  les  valeurs  de  c,  c',  c", 
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relatives  au  système  solaire;  mais  les  valeurs  de  c,  c'^ 
d\  données  par  les  formules  (c)  seront  très  peu  altérées 
par  cette  omission ,  tu  la  petitesse  de  ces  masses ,  et 
parce  que  les  termes  de  ces  formules  ^  qui  correspond* 
dent  aux  comètes ,  se  détruisent ,  en  grande  partie  ^ 
par  l'opposition  des  signes  (n^  55g). 

On  calculera  de  la  manière  suivante  les  parties 
de  c  ^  €?',  d*^  qui  répondent  au  soleil ,  aux  plasoètes  el 
aux  satellites. 

Soient  M  la  masse  d'un  de  ces  corps^  et  dm  l'élé^ 
ment  de  cette  masse  ^  dont  x^jr^z^  sont  les  coordook 
nées  rapportées  aux  axes  Oar,  OjTf  Qz.  Appelons  œ^ , 
jxjZtf  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  M  ^ 
par  rapport  aux  mêmes  axes^  et  ^iff^f^^y  les  coov«* 
données  de  dm,  rapportées  à  des  parallèles  à  ces  axes^ 
menées  par  ce  centre  de  gravité  ;  de  sorte  qu'on  ait , 
à  un  instant  quelconque , 

X  =i  X,  ^  x^y    jr  :=i  jr,  +J,f     2  =  2.  +  z^^ 

dx dx^         dXj     ^ ^o.^'     ^ <fet    .    dz, 

dt  ~  dt    "^   dt  ^    dt         dt^  dt^    di         dt'^  dt^ 

L'origine  des  coordonnées  x^^  jr,^  z^,  étant  au 
centre  de  gravité  de  M  ^  on  a 

fxjdm  =  0,     fj',^  ==  ^9    fz/im  =  o, 
et  y  par  conséquent , 

f^^dm  =  o,    [^-^dm  =  o,    /§^  =  o; 
les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière.  D'après  cela^ 

dx     dy     dz 

si  l'on  substitue  les  valeurs  de  <r,^,  z,  ^,  31'  5  '' 
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dans  la  première  équation  Çc),  et  qu'on  y  change  m 
et  Z  en  dm  et/,  on  trouve 

c  =  M(..t-^.  §)+/(.  &_^,^)^, 

ce  qui  montre  que  le  moment  des  quantités  de  mou- 
Tement  de  M ,  par  rapport  à  Taxe  Oz ,  se  compose 
de  deux  parties  :  la  première  ne  dépend  que  du 
mouyement  du  centre  de  gravité  de  M^  et  est  la 
même  que  si  cette  masse  était  concentrée  en  ce  point; 
la  seconde  est  indépendante  de  ce  mouvement ,  et  la 
même  que  si  le  centre  de  gravité  de  M  était  en  repos, 
et  que  Taxe  Oz  fût  transporté  en  ce  point,  parallèle- 
ment k  lui-même.  Le  même  résultat  s'applique  aux 
quantités  i/  et  c",  et  a  encore  lieu  par  rapport  à  un 
axe  quelconque. 

Maintenant,  soient  Â,  B,  C,  les  momens  d'inertie 
de  M,  par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  à  son  centre  de  gravité;  p,q,  r,\es  compo- 
santes de  sa  vitesse  angulaire  de  rotation ,  relatives 
aux  mêmes  axes;  A,  ft,  i^,  les  angles  que  font  leurs 
directions  avec  une  parallèle  à  l'axe  Oz,  menée 
par  leur  point  d'intersection;  d'après  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  n^  4^9,  nous  aurons 

Jlx,  -^  — jr^  -^^  Wm= Ap  cos A  -f-B^cos/^+Crcos  v, 

pour  le  moment ,  par  rapport  à  cette  parallèle ,  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  de  M, 
provenant  de  sa  rotation  autour  de  son  centre  de 
gravité.  Il  s'ensuit  que  la  valeur  complète  de  c  sera 
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c=2M  (^'-^^^i-^f  )  +^  (Ap  cos  A+B^rcos^iA+Crcos  0  ;  (/) 

les  deux  sommés  Z  s'éteadant  au  soleil ,  a  toutes  les. 
planètes  et  à  leurs  satellites ^  et  se  composant  par 
conséquent  de  5o  termes.  Or ,  les  rapports  de  Â ,  B , 
C,  à  M,  dépendant  de  la  constitution  intérieure  de 
ce  corps  M ,  ils  nous  seront ,  sans  doute ,  toujours  in- 
connus :  nous  savons  seulement  que  ces  trois  rapports 
diffèrent  peu  l'un  de  l'autre ,  à  cause  de  la  forme  à 
peu  près  sphérique  des  corps  célestes;  et  qu'ils  sont, 
moindres  que  si  ces  corps  étaient  homogènes ,  parce 
que  les  densités  des  couches  concentriques  vont  en 
décroissant  du  centre  à  la  surface  de  M.  Il  serait 
donc  impossible  dé  calculer  la  valeur  de  c,  et  de  . 
mème^  les  valeurs  de  c'  et  c",  si  l'on  devait  avoir 
égard  à  la  partie  de  chacune  de  ces  quantités^  qui 
provient  de  la  rotation  des  corps  célestes.  Mais  quelles 
que  soient  la  forme  de  M  et  sa  constitution  intérieure, 
la  partie  de  Ap  cos  A  +  JBç  cos'/jl  -|-  Cr  cos  v ,  qui  est 
due  à  rétat  initial  de  ce  corps  solide ,  demeure  cons- 
tante pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement 
(n^  4^^)'  ^^  sorte  que  cette  quantité  ne  peut  varier, 
pour  chaque  corps  céleste,  qu'à  raison  des  attrac- 
tions des  autres  corps,  en  tant  que  leur  résultante 
ne  passe  pas  exactement  par  le  centre  de  gravité  de 
M,  c'est-à-dire,  en  tant  qu'elles  s'exercent  ^ur  la 
partie  non  sphérique  de  M.  Il  en.  résulte  que  pour 
chaque  corps  céleste,  la  partie  variable  du  second 
hernie  de  la  formule  (f)  est  très  petite,  et  peut  être 
négligée  par  rapport  à  la  partie  du  premier  tecme> 


I» 
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relative  au  même  corps.  Ainsi  ^  par  exemple,  en 
désignant  par  h  le  rayon  du  globe  terrestre ,  par  ai 
la  vitesse  angulaire  de  son  mouvement  de  rotation , 
qui  a  lieu  autour  de  son  axe  de  figure,  et  par  J^ 
Fangle  que  fait  cet  axe  avec  la  parallèle  à  Taxe  Oz^  le 
second  terme  de  la  formule  {f)^  qui  répond  à  la 

terre,  sera  moindre  que  — ^  âicos  «T,  qui  en  serait  la 

valecir^  si  la  terre  était  homogène  ;  soient  aussi  p  et 
6  le  rayon  moyen  de  Forbite  de  la  terre  et  sa  vitesse 
moyenne  dans  son  mouvement  annuel  ;  le  premier 
terme  de  U  formule  {f)  relatif  à  la  terre,  aura  par 
conséquent  M|C*8  pour  valeur;  or,  si  Taxe  Oz  est 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  orbite ,  auquel  cas 
<r  représentera  l'obliquité  de  lecliptique,  on  verra 
qu'une  variation  de  cinq  degrés  dans  la  grandeur  de 
eet  angle,  ne  produirait  pas  une  variation  dans  la  valeur 

de  -^û^coseT,  qui  soit  un  cent-millionième  de  la 

quantité  M|s*8«  On  s'en  assurera ,  en  observant  que  le 
rapport  de  ai  à  8  excède  à  peine  366 ,  que  celui  de  p  à 
h  est  environ  24000,  et  l'angle  cT ,  à  peu  près  25**a8'. 
II  en  sera  de  même  à  l'égard  de  toutes  les  autres  pla- 
nètes. Par  raj^rt  au  soleil,  il  y  a  lieu  de  croire  que 
la  partie  variable  du  second  terme  de  la  formule  {f) 
qui  Kii  correspond,  est  tout-fr^&it  insensible,  à  cause 
de  sa  forme  sphérique  qui  résulte  des  observations, 
et  que  l'on  peut  aussi  supposer  à  ses  couches  infé*« 
rieures,  à  raison  de  la  petitesse  de  la  force  centrifuge 
comparée  à  la  pesanteur  ^  dans  les  dilTérens  poiotsl 
de  ce  corps  (n^  25o);  d'où  Ton  conclut  que  la  résiil*- 
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tante  des  attractions  des  pbnètea  doit  paâser  €om- 
tamment  par  son  centre  de  gravité ,  et  ne  produire 
ancnne  perturbation  dans  son  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  point. 

D'après  ces  considérations ,  si  Ton  fait  passer  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  .(/)f  ^^  second 
terme  de  son  second  membre^  on  pourra  comprendre 
dans  la  constante  c,  la  partie  invariable  de  ce  second 
terme ,  prise  avec  un  signe  contraire  ;  et  en  négli-* 
géant  seulement  sa  partie  variable,  et  opérant  de 
même  sur  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 
c^  et  c'' ,  on  aura,  avec  une  approximation  bien  supé- 
rieure à  ceUe  des  observations, 

c'=.2M(.,^-x,%),}    (g). 

563.  Les  coordonnées  x^fjt,  z^,  qui  entrent  dang 
ces  formules,  ont  leur  origine  au  centre  de  gravité 
du  système  solaire;  pour  plus  de  commodité,  il  est 
bon  de  la  transporter  au  centre  de  gravité  du  soleil. 

Pour  cela,  soient  g,  h^  A:,  les  coordonnées  de  ce 
point  rapportées  aux  mêmes  axes  que  Xtfjr^pZ,; 
appelons  x^  j^  z,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  M,  rapportées  à  des  axes  parallèles,  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  du  soleil;  nous  aurons 

X,  s=  a:  —  g,    7-,  =;^  —  A,     z,  =  z  —A:; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équa- 
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tien  (g),  elle  deviendra  donc 

-gïM^+teMf  +  |lMr_  |ïjfa, 

et  l'on  transformera  de  même  les  expressions  de  c'  et 
d^.  D'ailleurs ,  Torigine  des  coordonnées  x^^y^^  z, , 
étant  au  centre  de  gravité  du  système  ^  on  en  con- 
clut 

g2M  =  2Mar,  A2M  3=  SM^,  A:2M  s=  2M2, 
et,  par  conséquent, 

|ai=IM§,   ^ÏM=Ï«^,  ^ÏM=ÏM^. 

« 

Au  moyen  de  ces  équations,  j'élimine  gf,  A,  A:, 
^,  ^,  -^i  des  expressions  de  c,  c',  c",  qui  devien- 
nent finalement 


cfec\ 


\ 


2Mr.2M§), 


.r/. 


-^(2Mr.2M^-2Mz.2M^. 
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.  Les  coordonnées  x,  jr,  z,  du  centre  de  gritvité 

de  chaque  planète  ou  satellite  ^  et  les  composantes 

^j?     dy     dz      t  »  A  1  / 

-^Tp  "^  >  "^  *  de  sa  vitesse ,  pourront  être  regardées 

comme  des  données  de  l'observation  aux  différentes 
époques  pour  lesquelles  on  voudra  calculer  les  va- 
leurs de  Cf  dj  d\  et^  par  suite,  les  angles  HOiS  et  EOx 
relatif  à  la  direction  du  plan  invariable,  au  moyen 
des  équations  (e).  L'origine  des  coordonnées  étant 
actuellement  le  centre  du  soleil ,  les  sommes  Z  qui 
s'y  rapportent,  ne  contiendront  pas  la  masse  du 
-  soleil ,  laquelle  se  trouvera  seulement  dans  2M ,  et 
rendra  conséquemment  très  petit  le  second  terme 
de  chacune  des  formules  (h)  par  rapport  au  premier. 

§  IV.  Principes  des  forces  visses  et  de  la  moindre 

action. 

564*  Lorsque  les  équations  (2)  du  n*  53 1  ne 
renfermeront  pas  le  temps  explicitement,  on  satisfera 
aux  équations  (3)  du  même  numéro ,  en  prenant  pour 
cT^,  jy,  J'z,  if'x^,  etc.,  les  différentielles  da:,  (fy-,  dz, 
cbcf ,  etc. ,  relatives  à  cette  variable  ;  car  alors  ces 
dernières  équations  deviendront  les  différentielles 
complètes  des  premières,  savoir  : 

tiL  =  o,     d\à   =0,     d\I^  =  0,  etc.; 

et  les  quantités  L,  L',  L'',  etc.,  étant  nulles  par  hy- 
pothèse ,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement , 
leurs  différentielles  complètes ,  prises  en  considérant 
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XfjfZf  x\  etc.  y  comme  des  fonctions  de  t^  sont 

aussi  égales  à  zéro.  Mais  si  L  ^  par  exemple,  renferme 

le   temps  explicitement,  sa  différentielle  complète 

sera 

et  en  {urenant 

/ar  =  iic,   jy=:c?^,  S'zizs.dz^   «rx'  =  t£r',  etc., 

là  première  équation  (5)  ne  s'accordera  avec  Féquation 
liL  =&o,  que  pour  les  valeurs  particulières  de  ^,  s'il 

en  existe ,  pour  lesquelles,  on  aura  ^^  =  o.  Je  sup- 
poserai dans  ce  qui  va  suivre ,  que  les  conditions  du 
système  de  points  matériels  m,  m',  m",  etc.,  expri' 
mées  par  les  équations  (2),  sont  indépendantes  du 
temps  t  ;  les  quantités  L ,  L',  L',  etc. ,  seront ,  d'ail- 
leurs, des  fonctions  quelconques  des  coordonnées  de 
ces  mobiles ,  qui  ne  contiendront  pas  seulement  leurs 
distances  mutuelles,  et  le  système  pourra  renfermer 
des  points  fixes  et  des  points  assujettis  à  demeurer 
sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes  immobiles. 

Cela  étant ,  si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  cT^r,  J^,  etc.,  dans  l'équation  (i)  du  numéro  cité, 
elle  deviendra 

Eu  appelant  v,  ^,  /,  etc.,  les  Titesses  des  points  nt,  ntiy. 
ni' ,  etc. ,  au  bout  do  temps  / ,  on  ann,  relativcmeni 


1 
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au  point  quelconque  m , 

de  ^  di^  ^  de        ^  ^ 
et  en  differentiant  par  rapport  à  ^,  il  en  résultera 

ce  qui  changera  Féquation  précédente  en  celle-ci  : 

Maintenant,  si  les  points  du  système  sont  attirés 
ou  repoussés  par  des  centres  fixes,  et  que  ces  forces 
soient  des  fonctions  quelconques  de  la  distance ,  la 
formule  Xdlr  +  Y<i^H-  Zdz  sera  une  différentielle 
exacte  (n^  i58),  pour  chacun  des  mobiles  en  parti-^ 
culier.  Si  les  points  m,  m',  m",  etc. ,  sont,  en  outre, 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  dont  les  intensités 
soient  aussi  des  fonctions  de  la  distance,  et  qui  sa- 
tisfassent à  la  loi  de  la  réaction,  égale  et  contraire  à 
l'action ,  la  somme  des  quantités  \dx  +  \djr  -|-  Zdz 
et  IL'dx'  +  Tdy +Z'dz' ,  relatives  à  l'action  mu- 
tuelle de  771  et  772',   sera  encore  une  différentielle 
exacte  (n*  546);  et  de  même  pour  toutes  les  autres 
parties  de  la  somme  Z,  prises  deux  à  deux.  Il  suit 
donc  de  la  que  s'il  n'y  a  dans  le  système  aucune  force 
dirigée  vers  un  centre  mobile  étranger,  qui  intro- 
duirait le  temps  ^  dans  les  expressions  de  X ,  Y,  etc., 
ni  aucune  résistance  d'un  milieu,  pour  laquelle  ces 
expressions  renfermeraient  les  vitesses  des  mobiles, 
et  que  les  points  m^  m\  ni* ^  etc.,  ne  soient  soumis 
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qu'à  leurs  actions  mutuelles ,  et  à  des  attractions  ou 

répulsions,  émanant  de  centres  fixes i  on  aura 

ç  désignant  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  J?i,  ni  y  rrf  ^  etc.,  qui  dépendra  des  lois  de  ces 
forces  e^  fonctions  des  distances. 

Alors ,  en  intégrant  Féquation  {a)  et  désignant  par 
C  la  constante  arbitraire,  nous  aurons 

2mi^*  3=  G  -H  2(p(a:,  7,  z,  x',  etc.). 

Pour  éliminer  C,  soient  A:,  A:',  F,  etc.,  les  vitesses 
initiales  de  m,  m',  m",  etc.;  désignons  par  a,  6, 
c,  les  coordonnées  initiales  de  m,  par  ci ^  V ^  c\ 
celles  de  ni ^  etc.;  on  aura  à* l'origine  du  mouve- 
ment 

2mÀ*  =  C  -+-  2^(a,  i,  c,  a',  etc.); 

et  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il 
en  résultera ,  à  un  instant  quelconque , 

S/»(^» — 2mAfs=3^(a:,7-,  i»,  a:',  etc.) — 2^(£X,  fc,  c,  a'),  (i) 


Les  quantités  Z/Tii^et  Zmi(*  sont  les  sommes  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  système  à  cet  instant  et 
à  l'origine  du  mouvement;  cette  équation  signifie  donc 
que  la  différence  de  ces  deux  sommes  ne  dépend  que 
des  coordonnées  des  mobiles,  à  ces  deux  époques, 
et  nullement  de  leurs  liaisons  ni  des  chemins  qu'ils 
ont  suivis  pour  passer  de  leurs  positions  initiales  à 
celles  qu'ils  occupent  au  bout  du  temps  /.  C'est  en  cela 
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que  consiste  la  loi  du  mourement ,  à  laquelle  on  a 
donné  le  nom  de  principe  des  forces  vives. 

565.  On  en  déduit  comme  conséquences  immé*- 
diafes, 

I*.  Que  la  somme  des  forces  YÎyes  est  constante , 
toutes  les  fois  que  les  points  du  système  ne  sont 
soumis  à  aucune  force  motrice  ^  et  que  leurs  yitesses 
ne  yarient,  en  grandeur  et  en  direction,  qu^à  raison 
de  leurs  liaisons  mutuelles,  ou  de  Fobligation  où 
ils  peuvent  être  de  se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou 
sur  des  courbes  fixes  et  données. 

2^  Que  si  tous  les. points  du  système  occupent 
les  mêmes  positions  k  deux  époques  différentes,  les 
sommes,  de  leurs  forces  vives  seront  aussi  les  mêmes 
à  ces  deux  ^K>ques. 

Les  forces  qui  produisent  le  choc  des  corps  de  na- 
ture  quelconque,  étant  les  actions  réciproques  de  leurs 
molécules  (n^  553),  il  s'ensuit  que  Féquation  (b)  a  lieu 
pendant  toute  la  durée  de  ce  phénomène*  Or,  dans 
le  choc  des  corps  doués  d'une  élasticité  parfaite ,  on 
suppose  que  les  mobiles  reprennent  exactement, 
après  la  percussion ,  la  forme  qu'ils  avaient  aupara- 
vant, et  que  tous  leurs  points  reviennent  à  leurs  po- 
sitions primitives;  si  donc  cela  a  lieu  effectivement 
pour  deux  ou  plusieurs  corps  de  forme  quelconque , 
lorsqu'ils  commencent  à  se  séparer  après  s'être  cho- 
qués^ la  somme  des  forces  vives  de  tous  leurs  points 
sera  la  même  à  cet  instant ,  que  dans  le  premier  mo- 
,ment  de  la  percussion,  ou,  autrement  dit ,  il  n'y  aura 
aucune  perte  de  force  vive  dans  le  système ,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  vu(n*  ^i)^  dans  le  cas  par- 
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ticulier  dé  deux  sphères  homogènes  y  dont  les  centres 
se  meuvent  suivant  une  même  droite. 

566'.  Si  Ton  représente  par  R  la  force  d'attraction 
ou  de  répulsion  qui  émane  d'un  centre  fixe ,  et  agit 
sur  le  point  m,  et  qu'on  appelle  r  la  distance  muttielie 
de  ces  deux  points,  on  aura  (n*  i58}^ 

m  ÇLdx  +  Ydj  +  Zdz)  =  rfc  Kdr} 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le  cas  de  la  force 
répulsive ,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  de  la  force 
attractive,  et  R  désignant  une  fonction  donnée  de  r, 
que  Ton  regardera  toujours  comme  une  quantité 
positive.  Par  conséquent ,  si  la  distance  r  est  « 
à  l'origine  du  mouvement^  et  u  au  bout  du  temps  t, 

on  aura  =b  2  /    R^r  pour  la  variation  de  la  force 

vive  du  système,  produite  par  la  force  R,  pendant 
le  temp$  t,  c'est-à-dire,  pour  la  partie  du  second 
membre  de  l'équation  (b) ,  qui  répond  à  cette  force. 
Lorsqu'elle  sera  répulsive ,  il  y  aura  donc  augmen- 
tation ou  diminution  de  force  vive,  selon  que  la  dis- 
tance r  aura  augmenté  ou  diminué;  et  le  contraire 
aura  lieu  quand  la  force  R  sera  attractive. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  546 ,  il  en  sera 
de  même  à  l'égard  des  actions  mutuelles  des  points 
du  système;  e\,  en  effet,  si  l'on  appelle,  comme  dans 
le  n®  554  f  F  l'aclion  mutuelle  de  m  etm' ,  par  exem- 
ple ,  et  p  la  distance  mm' ,  on  aura 
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sehm  que  la  force  F  wra  ^polsive  on  attractive  ;  à 
cause  de 


fdpssz  (jo  —  x'){dx  —  dx')     ^ 
if  en  résultera  donc 

-pptir    la  partie    du    secènd  membre    de    Téqûa- 
tion  (a) ,  qui  répond  à  la  force  F ,  et  par  conséquent^ 

FdJ9  pour  la  variation  de  la  force  vive  du 

système  qui  produira  cette  force ,  pendant  que  la 
distance  p  passera  de  p  =  a  à  p  ==  i£.  Le  ^igne  supé- 
rieur ayant  lieu  dans  le  cas  d'un  action  répulsive  ^  et 
la  quantité  F  étant  toujours  positive ,  pn  voit  qu'il  y 
aura  augqientation  ou  diminution  de  force  vive, 
selon  que  Ton  aura  m  >  a  ou  w  <  aj  c'est-à-dire  p 
'selon  que  la  distanœ  p  aura  augmenté  ou  diminué  : 
on  en  conclut^  par  exemple,  que  l'action  mutuelle 
des  molécules  d'un  gaz  qui  tendra  augqienter  leurs 
distflûces  mutuelle^  y  produit  toujours  une  augmen- 
tation de  force  vive,  dans  le  système  dont  ce  fluide 
fait  partie;  loi*squ'îl  se  4ilate  effectivement,  et  une 
diminution  quand  il  se  condense.  Le  signe  inférieur 
.  aura  Heu  devant  la  quantité  précédente ,  et  kr  force 
F.  produira  des  effets  inverses,  lorsqu'elle  sera  at- 
tractive. 
<  On  voit  encore  qu'un  poids  P  appliqué  à  une  ma- 

2.  3i 
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ehine  ou  à  un  système  quelconque  de  pointe  maté* 
rielsy  y  produira  une  augmentation  de  force  ▼ive ,  ex«- 
prioiée  par  le  prqduit  2Ph  y  en  s'abaisaant^'une  hau- 
teur verticale-^  et  une  dinrinutiali  égale  aussi  a  aPi, 
en  s'élevant  de  la  même  hauteur  ^ .  ouel  que  soit 
d^ailleui^  le  chemin ,  en  ligne  droite  outrourbe ,  qu'il 
suivra  dans  ces  deux  cas. 

567.  Si  le  point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur  une 
surface  mobile ,  et  que  L  c£  o  soit  Tequation  de  cette 
surface,  L  sera  une' fonction  donnée  àt  x^y.,  Zyt. 
En'appelant  N  la  résistance  de  cette  surface',  dirigée 
suivant  une  des  deux  partieSi  de  la  normale ,  et  en 
faisant,  pour  abréger 

^»c(s)"+(i)'+(S)r. 

fl  en  résultera 

iiiX  =  NV^,    mY  =  NV^,    mZ  =  NV  g, 

pour  les»  composantes  de  cette  force  inconnue  N.  La 
partie  du  second  membre  de  Téquation  (ay  qui  ré- 
pond à  cette  force,  sera  doue 


et  comme  en  différentiant  complètement  l'équatiGii 
L=so,  parnipportà^,  ^|7>  s,  on  a 

on  voit  que  cette  partie  peut  se  réduire  à  — NV^dl. 
Pour  avoir  égarda  la  force  R ,  dans  le  calcul  de  laforce 
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viyedn  Système,  il  faudra  donc  ajouter  ledonbledel'in* 
tégrale  de  cette  quantité  au-second  membce  de.réqua* 
tion  (b)  ;  par  conséquent,  layàriatîon  de  force  viye ,  qui 
sera  produite  par  la  force  N^  pendant  le  temps  t,  aura 

pour  valeur  —  a  /N V -j^dt}. Tintégrale  étant  prise 

de  manière  qu'elle  %3it  nulle,  q;|iaud  ^  sss  o. 

> 

Cette  variation  pourra  être  positive  ou  négative,  se- 

JT 

Ion  le  signe  de  ^ ,  et  selon  cçlui  de  V,  qui  dépendra  du 

sens  dans  lequel  la  force  N  s'exercera.  La  grandeur  de 
cette  résistance  N  dépendant  en  partie  de  la  force  cen«- 
trifuge  du  pointm,pourla  connaître  et  calculer  encon*- 
séquence  la  valeur  de  l'intégrale  précédente ,  il  faudra 
que  la  vitesse  du  point  m  et  sa  trajectoire  aient  été  préa- 
lablement déterminées;  ce  qui  suppose  le  problème 
dont  on  s'occupe  résolu  en  ce  qui  concerne  le  point 
m.  La  variation  de'  force  vive  produite ,  par  cette 
force  inconnue ,  ne  set^a  pas  indépendante  du  chemin 
que  ce  point  m  aura  suivi  en  allant  d'une  position  à 
une  autre;  le  principe  des  forces  vives,  tel  qu'on  la 
énoncé  |^s  haut ,  n'aura  plus  lieu  ;  et ,  en  effet ,  sa 
démonstration  suppose  que  Téquatiou  L «  o,  ne  con- 
tient pas  le  temps  t  explicitement.     * 

56d.  Ce  principe  n  aurp  pas  lieu  non  phis,  quoique 
la  surface  dont  L^po  est  Téquation  soit  immobile , 
lorsque  l'on  aura  égard  au  frottement  du  point  m 
contre  cette  surface  ;  la  variation  de  force  vive  pro-^ 
duite  par  le  frottement,  dépendra  de  la  pression,  qui 
est  é^le  et  contraire  à  la  force  inconnue  N  ;  on  ne 
pourra'donc  pas  calculer^  à  priori  ^  la  grandeur  de 

3i ., 
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cette  variation  ;  nmis  il  est  facile  de  prouver  que  Tef- 
fet  du  /rottiement  sera  toujours  une  diminution  de 
*  force  vive. 

En  effet ,  Il  cause  que  le  frottement  est  proportion- 
ner à  la  ppession ,  on  pourra  représenter  celui  du 
point  m  y  contre  la  surface  donjt  l'équation  est  L  =  o, 
par  y*Ny  en  désignant^  par  «y  que  fhiction  donnée 
quiser^  une  quantité  positive,  ainsi  que  l'inconnue  N, 
De  plus ,  la  direction  du  frottement  étant  tangente  à 
la  trajectoire  du  mobile  ^  et  dirigée  en  sens  contraire 
de  sa  vitesse,  si  l'on  appelle  f  l'arc  décrit  par  le  point  m 
pendant  le  temps  t ,  les-composantes  de  la  for(%  /N , 
Mronl 

-/"i  -/Nf.  -/«%■ 

parallèfement  aux  axes  des  a:,jr^z;  donc,  à  cause  de 
dx*  +  ^  +  &•  ==  d^ ,  le  terme  du  second  membre 
de  lequation  (a),  qui  provient  de  cette  force,  se  ré- 
duira à  —  /Nds;  et  il  en  résistera ,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (è),  un  terme  —  ik/fNds, 
dans  lequel  on  prendra  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'évanouisse  avec  s,  et  qui  exprimera  évidemment 
une  diminution  de  fonce  vive. 

Ce  résuiUt  conviendra  également  au  cas  où  un 
corps  du  système  glissera  sur  l'autre  :  en  prêtant  pour 
ds  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  leur  point  de 
contact  en  vertn  de  ce  glissement,  pour  N  la  pression 
réciproque  de  ces  deux  corps,  et  pour/ un  coefficient 
dépendant  de  la  nature  de  leur  surface,  là  quantité 
~  ^/^ds  exprimera  encore  la  diminution  de  force 
vive  due  à  ce  frottement. 
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Oq  verra  dern^me  que  ^  résistance  d'un  milieu 
produira  au^i  constammenirune  diminution  de  force 
vive,  qui  dépendra  de  la  vitesse  des  mobiles.  Ainsi , 
les  frbtteinens  des  parties  d'un  sjrstème,  entre  elles 
ou  contre  des  obstacles  fixes,  et  les  résistances  du 
milieu  que  les  mobiles  traversent ,  diminuent  conti- 
nuellement la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces 
corps  ;  et  c'est  de  cette,  mapière  que  ces  forces  finis- 
sent toujours  par  réduire  au  repos  le  système  entier , 
s'il  a  été  mis  en  mouvement,  puis  ensuite  abandonné 
à  lui-même,  s^ns  être  soumis  à  d'autres  forces  mo- 
trices qui  puissent  reproduire  incessamment  les  forces 
vives  détruites  par  ces  résistances.  Cest  ce  que  fait , 
par  exemple ,  la  force  du  ressort  dans  les^  pendules 
ordinaires  :  son  action  restitue  au  corps  oscillant  la*, 
force  vive  qu'il  aurait  perdue  sans  cela ,  à  chaque 
retour  à  la  verticale ,  et  Te  fait  ainsi  remonter  cons- 
tammeat  à  la  même  hauteur,  malgré  la  résistance 
de  l'air  et  les  frottemens.  Dans  les  horloges  à  poids , 
la  force  vive  perdue,  est  restituée  au  pendule  par  un 
poids ,  qui  descend  un  tant  soit  peu  pendant  chaque 
oscillation. 

569.  Si  Ton  représente  par  x^fj-i,  z,,  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  du  système  des  points  ma-* 
tériels  m ,  ml  ^m" ,  etc. ,  à  un  instant  quelconque ,  et 
qu'on  fasse 

a:  =  x^-h  X,,    7  ==^i  +^/»    z  =  z,  +  z,„ 

de  sorte  que  X/fJ",,  z^,  soient  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m,  rapportées  à  ce  centre  comn}^ 
origine^  on  aura 
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et  à  cause  de 


~  dt- 


il  en  r&ultera 


OU  ^  ce  qai  est  la  même  ckose , 

ea  désigaaat  par  f .  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et 
par  p^  la  vitesse  du  |)oint  m  dans  son  mouTement 
autour  de  ce  centre.  Par  conséquent  p  on  jaura  la 
somme  des  forces  vives  absolues  de  tous  les  points 
du  système,  en  ajoutant  le  produit  du  carré  de  la 
vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  de  la  somme  de 
leurs  maisses ,  à  la  somme  des  forces  viyes  de  tous  ces 
.mêmes  points  dans  leur  mouvement  relatif  autour  de 
ce  centre. 

D'après  ce  tbéorème,  si  l'on  appelle  m  la  masse  de  l'un 
des  corps  célestes,  U  la  somme  des  forces  vives  de  tous 
ses  points  dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de 
son  centre  de  gravité ,  et  qu'on  désigne  par  u  la  vitesse 
de  ce  centre  dans  l'espace,  on  aura  U+  Tnu^^  pour  la 
somme  des  forces  vives  absolues  de  m.  En  appliquant 
l'équation  {b)  au  système  solaire^  on  aura  donc 

les,  sommes  Z  s'étendant  au  soleil,  aux  planètes,  aux. 
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satellites,  et  mémB  aux  comètes,  si  l^urs  masses  étaient 
connues;  I^étant  une  constante  arbitraire  dépendante 
des  positions  et  des  vitesses  dp  tous  ces  corps  à  un 
instant  donné;  et  (p  désignait  une  fonction  relative  à 
leurs  attractîoifs  mutuelles.  En  vertu  du  même  théo- 
rème ,  on  aura  aussi 

en  désignant  par  y  la  vitesse  du  ceatre  de  gravité  du 
sjrstèm»  solaire  dans  l'espace,  et  par  x^,  jr^,  z,f  lef 
coordonnées  du  centre  de  figure  de  m ,  rapportées  à 
ce  centre  de  gravité  comme  origine.  Par  conséquent^ 
1  équation  des  forces  vives  deviendra 

Pour  obtenir  l'expression  de  la  fonction  ^,  obser-* 
vons  qu'à  raison  de  là  forme  à  peu  près  sphérique 
des  corps  célestes,  et  de  la  petitesse  de  leurs  dimen- 
sions par  rapport  aux  distances  qui  les  séparent ,  on 
peut  les  considérer  comme  des  masses  réunies  à  leurs 
centres  de  gravité  (n^  ^4^)*  ^i^i^t  donc  /  Tilitensite 
de  l'attraction  universelle  à  l'unité  de  distance  et 
rapportée  à  des  masses  prises  pour  unité,  m  et  m' les 
masses  de  deux  de  ces  corps ,  et  p  la  distance  de  leurs 
centres  de   gravité;   leur  attraction  mutuelle  sera 

^^—^  f  et  le  terme  correspondant  de  la  fonction  ^ 
aura  pour  valeur  — -  — ~  ;  d'où  il  résultera 
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I 

r 

pour  sa  valeur  complète;  la  somme  S  s'étendant  à 
tons  les  corps  célestes,  pris  deux  à  dent. 

Observons  maintenant,  pour  simplifier  Téciua- 
lion  (c),  que  si  Ton  ne  tient  pas  compte  de  Faction  des 
étoiles  sur  les  corps  du  système  solaire ,  le  mouve- 
ment de  son  centre  de  gravité  est  rectiligne  et  uni*> 
forme,  et  la  vitesse  Y,  une  quantité  constente;  dtf 
I^ûs,  abstraction  faite  des  perturbations  du  mouve- 
ment de  rototion  de  chacuo  des  corps  célestes^  qui 
proviennent  des  attractions  de  tqus  les  autres  sur  la 
partie  non  sphérique  de  celui  que  Ton  considère , 
la  quantité  U  est  aussi  constante  pour  chaque  corps  ' 

en  particulier  (n^  4 19)}  ^î  donc  on  néglige  la  partie  va- 
riable de  ^U,  et  qu'on  mette  une  autre  constante  C , 
à  la  place  de  D  —  ZmU  —  Y^Zm,  l'équation  (ç) 
deviendra 

*  Si  l'on  Veut^transporter  l'origine  des  coordonnéesaa 
centre  de  figure  du  soleil,  on  désignera  par  g ,  A,  A:, 
les  coordonnées  de  ce  point,  dont  l'origine  est  au 
centre  de  gravité  du  système  solaire;  par  x^jr^  z, 
les  coordonnées  du  centre  de  m,  rapportées  à  celui  du 
soleil,  de  sorte  qu'on  ait 

pour  les  coordonnées  du  centre  de  m,  dont  l'origine 


DYNAMIQUE , .  SBGOKDE  PAHÏIE:  489 

est  au  centre  df  gravité  du  système^  Il  ea  résultera 

et  à  cause  de        .    . 

■ 

réquation  (^i)  se  changera  en  celle-ci  :  ^ 

après  rélimination  des  quantités  "j^f  -^  >  "5^- 

Les  sommes  2 ,  excepté  Zm  et  2 ,  ne  compre»> 

dront  plus  la  masse  du  soleil.  On  peut  aussi  séparer 
de  ces  deux  sommes  les  termes  relatif  à  cet  asti^  ,1 
lesquels  sont 

jLjr     Mm         Mm  Mm 

"*f"~^*      "7^'     ""jsr^  €tc., 

en  appelant  M  la  masse  du  soleil,  et  r^  r'^  t^' ,  etc. , 
les  distances  des  centres  de  m,  m',  m",  etc. ,  an 
centre  de  M.  De  cette  manière  lequation  des  forces 
vives,  appliquée  au  système  solaire,  deviendra  fîua* 
kment 


•  • 


n 
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,    +(^î)']=C->/Mï"-:./I=pî 

les  sommes  Z  ne  s'étendant  plus  qu  aux  planètes^  aux 
satellites  et  aux  comètes  ^  s'il  est  possible  ;  et  l'ori- 
gine de  leurs  coordonnées  étant  actuellement  .au 
centre  du  soleil. 

Noor  ferons  remarquer ,  à  cette  occasion  >  que  le 
moyen  le  plus  direct  de  sayoir  si  l'ensemble  des  ac- 
tions des  comètes  exerce  une  influence  sensible  dans 
le  système  da  monde,  serait  de  calculer,  à  des  époques 
éloignées  Tune  de  Tautre ,  la  valeur  de  la  quantité  C,  ' 
déduite  de  cette  équation ,  d'après  les  vitesses  rela- 
tives ^  les  distances  mutuelles  $  6t  les  masses  des  autres 
corps  célestes,  à  ces  difierentes  époques  :  si  l'on 
trouvait  des  valeurs  de  C  sensiblement  inégales ,  on 
pourrait  attribuer  leurs  variations  à  l'action  des  co- 
mètes, en  négligeant  toujours  l'action  des  étoiles ,  et 
en  supposant  qu'il  n'y  ait  eu  ni  choc,  ni  explosion 
dans  rintervalle;  car  on  verra  bientôt  que  les  cban- 
gemeus  brusques  de  vitesse  altèrent  la  somme  des 
forces  vives  du  système ,  et  font  changer,  par  consé- 
quent ,  la  valeur  de  la  quantité  C. 

570.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  546,  la 
fonction  désignée  par  p  dans  l'équation  {b),  est  un 
maximum  on  un  minimum  pour  les  valeurs  des  coor-« 
données  x^  J^,  z,  x' ,  etc.,  qui  répondent  &  une 
position  d'équilibre  du  système  ;  il  s'ensuit  donc  que 
la  somme  des  forces  vives  de  tous  ses  points  cesse 
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d'augmenter  ou  da  diminuer  ^  toute$  les  fois  que'  le 
système,  pendant  son  mouvement^  passe  dans  une 
posiltion  où  il  demeurerait  en  équilibre^  si  ses  points 
n'avaient  pas  de  vitesses  acquises^;  et  comme  les 
maxima  et  les  minima  de  cette  fonctioà  dn  temps 
devront  être  alternatifs^  il  en  rdauke  aussi  que  les 
positions  d'équilibre, par  lesquetlés  le  sjstème  passera^ 
seront  alternativement  stables  et  non  stables;  celles^ 
ci  répondant  avaLjninima  de  la  fonction  ^ ,  et  celles-là 
à  ses  nùzxima.  » 

Toutefois,  le  caractère  distinotif  des  deux  états  d'é^ 
quilibre  a  été  seulement  énoncé  .dans  le  n*  347;  et 
il  nous  reste,  à  prouver  qu'en  effet,  la  stabilité  de  réé- 
quilibre a  lieu ,  quand  la  fonction  f  est  iin  tnaœimtim; 
ce  que  nous  allons  faire  au  moyen  de  réquatidn  (&)• 

Pour  cela  supposons  que  a^  b,  c,  a' ,  b' ,  c'f  etc., 
soient  les  coordonnées  des  points  m,  m\  m'',etc.^ 
dans  un  état  d'équilibre  du  système;  supposons  aussi 
qu\>n  les  écarte  un  tant  soit  peu  de  leurs  positions^, 
et  qu'on  leur  imprime  de  très  petites  vitesses  k,  k' ,, 
1^9  etc.;  au  bout  du  temps  t,  soient 


X 

X' 

etc.  I 


tes  coordonnées  des  mêmes  points;  il  s'agira  de  faire 
yoir  que  les  variables  p,  q^  r^p'^  etc. ,  demeureront 
toujours  très  petites,  si  la  quantité  ^  (a^  b^  c,  a\  etc.)^ 
est  un  maxùnum. 

En  effet,  je  développe  f  (jc,  j^,  z,  x%  etc.), 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  p,  q,  r, 
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j^^  etc.  Piir  la  propriété  commune  aux  maxima  et 
aux  minima  p  la  somme  des  termes  dépendans  des 
premières  fiuisâanoes  de  ces  variables  sera  toujours 
nulle,  quel  ^e  soit  le  nombre*  des  variables  indé- 
pendantes <j[ue  la  question  comporte.  On  démontre 
aussi  I  dans  le  calcu\  diffénsntiel ,  que  la  somme 
des  termes  dépendans  des  carrés  et  des  produits 
do  Rf  99  ^9  t' f  ^^•f  c^'est-à-dire,  la  somme  des 
termes  du  second  ordre  '  pav  rapport  à  ces  quan- 
titésy  pourra  se  décomposer  dans  le  cas  du  maximum, 
en  plusieurs  carrés/  pris  avec  le  signe  ^,  et  dont  le 
nombre  est  celui  des  variables  indépendantes.  En 
désignant  par  R ,  le  reste  de  la  série  comprenant  les 
termes  du  troisième  ordre  et  des  ordres  supérieurs, 
on  auM  donc 

çÇXfXf  z,x^,etc.)=sç{a,  b,c,  a%etc,) 

— .(^+^â+/'*^etc)  +  R; 

Sf  s^ ,  s^f  etc. ,  étant  des  fonctions  linéaires  dè/^,  ^, 
r,p',  etc. ,  qui  seront  tontes  nulles  en  même  temps 
que  ces  variables.  La  substitution  de  cette  valeur  de 
(p  dans  l'équation  (a)  donne 

■ 

i  2mp»  =  i  2mA»  —  (f  •  H-/»  +  s*'^+  etc.)  +  R. 

Or,  au  commencement  du  mouvement,  les  variâ- 
mes 7>,  ?,  r,  p'f  etc.,  sont  d'abord  très  petites;  tant 
qu'il  en  est  ainsi,  les  quantités  s ,  s\  /',  etc. ,  sont  éga« 
lement  très  petites  ;  et ,  réciproquement,  a  des  valeurs 
très  petites  de  ^,  y,  /',  etc. ,  correspondent  toujours 
de  semblables  valeurs  de p,  q,  r/p',  etc.  D'ailleurs^ 
pour  de  telles  valeurs^  chaque  terme  du  second 


j 
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ordre  est  plus  grand,  abstraction  faite  de  signe,. que 
R,  qui  ne  renferme  que  des  termes  d'an  ordre  supé- 
rieur au  second  ;  pat  conséquent,  tant  que  tous  les 
carrés  s*,  s'*f  s"^,  etc. ,  sont  encore  très  petits,  cha- 
cun d*eux  surpasse  la  valeur  de  R. 

Cela  posé ,  nous  sommes  en  droit  de  conclure  que 
tout»  les  quantités  s,/,s",  etc. ,  demeureront,  tou*- 
jours  très  petites ,  et  que  chacune  d'eUjSs  ne  surpas- 
sera jamais  V^^  Z^*  |  car^  ces  quantités  variant  par  de- 
gl«s  continus ,  cela  ne  pourrait  arriver  ocvant  que  '  la 
plus  grande  d^ntre  elles ^  qui  sera*^,  par  exemple, 

ne  soit  dévoue  égale  à  y^  1k*  f  et  comme  cette  va- 
leur de  s  serait  encore  très  petite ,  puisque  toutes  les 
quantités  k,  K^  V,  ptc,  sont  très  petites,  par  hypo-« 
thèse ,  on  aurait  à  la  fois 

^•«"iSA:*,     A>R,    y'*>R,     etc., 

ce  qui  serait  absurde ,  puisque  |  Xmv^  est  essentielle- 
ment une  quantité  positive.  Donc  aussi  fes  variables 
p,  q,  Vf  p',  etc.,  resteront  constamment  très  petites, 
et  le  système  ne  fera  qU'oscUler  autour  de  sa  position 
d'équilibre ,  qui  est  alors  un  équiKbre  stable  ;  ce  qu'on 
se  préposait  de  démontrer. 

Lorsque  la  *  quantité  ^  (a ,  fr ,  c ,  at,  etc.)  est  tin 
minimum,  la  somme  des  termes  du  second  ordre,  dans 
le  développement  de  f  (x,/,  z,  a/,  etc.),  est  une 
quantité  positive;  l'équation  des  forces  vives  peut 
alors  subsister,  sans  que  les  variables  p^q^r,  pf^  etc., 
soient  toujours  trè^  petites;  mais  cela  ne  suffit  pas 


r 
I 
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pour  en  conchire  qu'élles'cesseront,  ea  effet,  de  râtra 
«a  boat  d'an  certain  tétnps,  quelque  petites  qu'on 
les  suppose  à  l'origine  du  mouvement ,  ainsi  que  les 
vitesses  initiales  A: ,  f^,  k',  etc»;  et  ce  n'est  qu'en  dé^ 
terminant,  dans  chaque  problème ,  lenrs  valeurs  en 
fonctions  de  t ,  quW  pourra  s'assurer  qu  elles  ne  sont 
pas  limitées.  i 

&71.  Les  '  vitesses  initiales ,  dont  les  composantoi 
ont  été  représentées  par  a,  b,  c,  a^,  h\  if^  etc. ,  dans 
le  n*.535,  et  que  les  poin(^  m,  wl^  ni\  etc.,  ont  prises 
effectivement,  quand  le  mouvements  du  système  a 
commencé,  satisfont  nécessairement  aux  conditions 
données  qui  lient  les  mobiles  ^ntre  eux  et  à  d'autres 
points  de  l'espace  ;  et  comme  ;  par  hypothèse ,  ces 
conditions  sont  exprimées  par  des  équations ,  savoir, 
par  les  équations  (^  )  du  n^  5Si ,  il  s'ensuit  que  si 
Ton  désigne  par  €  un  temps'  infiniment  petit,  et 
qu'on  prenne 

Sa;9Raé^     J^'zssibi,     J'zzszce,    J'ar'zssa'êp   etc., 

les  déplacemens  ^es  points  m ,  m'y  in!',  etc. ,  qui 
fépondenj  à  ces  accroissement  de  leurs  coordonnées, 
et  aussi  les  déplacemens  contraires ,  satisferont  aux 
conditions  données ,  c'est-à-dire ,  aux  équations  (3), 
qui  put  été  déduites  des  équations  (a)  dans  le  n^  55i. 
On  pourra  donc  employer  ces  valeurs  de  cTjt:,  J^,  etc., 
dans  l'équation  (5)  du  n^  535  ;  en  sorte  qu'è  l'ori- 
gine du  mouvement^  et  en  supprimant  le  facteur  é 
commun  è  tous  les  termes,  on  aura  cette  équation 

Si«[(A--fl).<f-f-(B  — *)*-!- (C^c)c]ats  o,      («> 


J 
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entre  les  composantes  A  /B,  C,  A'y  etc.,  des  vitesses 
cpe  les  points  m,  rti^  ni'^  etc.^  preadmient  s'ils 
étaient  libres  et  isolés,  €i  celles. des  vitesses  qu'ils 
prennent  véellemeat. 

Il  est  fiKÎle  de  vérifier  cette  éqnafion  dantf  le  mon- 
vement  initial  de  rotation  d'un  cor|is  solide  autour 
d'un  point  fixe.  En  effet  y  changeons  m  en  elm  et  S 
en  y,  et  faisons 

de  sorte  que  h  représente  la^sonmie  des  forcps  vives 
de  to^s  les  points  du  corps.  L'équation  précédente 
deviendra  V  . 

■ 

/(Aa  H- B*  +  C^)  ^  =  *.       {f\ 
D'ailleurs  9  on  aura  (n^  4^8)    ' 

■ 

^19  7*9  z^,  étant  les  trois  cooMonnées  de  dm^  cap- 
portées  aux  axes  principaux  du  corps  qui  se  courent 
au  point  fixe  ^  ^t  /? ,  ^ ,  r ,  désignant  les  contpô-  * 
isaiites  de  la  vitesse  de  dotation  autour  de  ce^  mêmes 
axes.  De  plus ,  en  appelant  k  le  moment  principal , 
relatif  au  point  fixe,  des  quantités  de  mouvement 
ii^primées  à  tous  les  points  du  corps ,  et  tf ,  C,  7^  les 
angles  que  l'axe  de  ee  moment  fait  avec  1^  axes  de 

S  (Bor^  —  A^^  dmz=kco&y  y 

S(Az,  —  Ca?,)d!pn«=A;cosCv 
j5(Cj^  —  B«,)  dm^  A:  cos  ae  ; 
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car  il  est  évident  que  les  premiers'  membres  de  ces 
équations  sont  les  mdmens,  par  rapport  aux  axes  des 
^éfJ'if  ^1  >  ^^  quantités  de  mouvement  dont  k  est  le 
moment  princij^  ;  en  sorte  que.  les  valeurs  de  ces 
ÎAtégrales  doivent  se  déduire  de  la  valeur  de  A:,  en  la 
^multipliant  (lar  cos  y^ "cos  f ,  cos«  (n^  :28i).  Or,  si  Ton 
substitue  Ite  valeurs  de  a,  b^  c,  dans  réquation.(y)9 
et  qu'on  ait  égard  à  ces  dernières  équations,  il 
vient 

k  (p  ços  €t^q  cos  €  -+-  r^OB^)  rs  A  ; 

donc  f  en  désignant  pair  <9*  la  composante  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  autour  de  Taxe  di)  moment 
principal ,  de  sorte  qu'on  ait 

4r=s/>oosa+gcos^  + rcosT^, 

# 

il  eti  résultera  «    .  - 

k^  =  h: 

f  9  7  ■ 

ce  (fui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n""  419»  dVprès 
'  lequel  cette  composante  de  la  vitesse  de  rotation  est 
ég^e  k  fea  somme  des  forces  vives ,  divisée  par  le  mo- 
ment prindipal  des  quantités  de  mouvement. 

57a.  Maintenant,  s'il  survient  pendi^t  le  mouve- 
ment un  changement  brusque  dajis  bs  vitesses  des 
mobiles,  on  pourra  prendre  pour  cT^r,  ^jr,  etc.,  dans 
l'équation  (5)  du  n"*  535,  les  déplaœiçens  iëfiniment 
petits  de  tous  les  points  du  système ,  qui  ont  effective- 
ment lieu  il  une  époque  quelconque  de  ce  changement, 
pourvu  qu'à  cet  instant ,  comme  on  l'a  expliqué  dans 
le  numéra  suivatit,  les  points  par  lesquels  l^partiesdu 
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syeièine  sont  en  contact ^  aie»!  une.  mAmei blesse ^ 
pour  les  denx  parties  adjacentes  »  daps  le  sens  normdi 
à  ienr  surface  cooixnnne.  Cela  étant,  il  y  aura  denx 
cas  distincts  à  examiner. 

1^.  Si  le  changement  brus<]ue  est  produit  par  la 
rencontre  de  denx  ou  plusieurs  corps  du  système,  ou 
par  le  choc  décès  mobiles  contre  des  obstacles  fixes, 
la  condition  dont  il  s'agit  sera  remplie  à  l'instant  de 
kplus  grande  compression  (n*"  4^)*  En  stipposâttt 
donc  que  les  composantes  a,  b,  c,  ci  y  etc.,  des  vitesses 
des  mobiles  se  rapportent  à  cet  instant,  et  A,  B,  C, 
A',  etc.,  au  commencement  du  choc,  on  pourra 
prendre,  comme  dans,  le  numéro  précédent , 

i'xzszM,    J'jr^:sbiy    J'zzszcif    i'ofzsiçltj    etc.; 

et  l'équation  (e)  aura  lieu  entre  les  composantes  des 
TÎtesses  à  ces  deux  époques,  qui  seront  celles  du  com* 
mencement  et  de  la  fin  du  choc,  lorsque  les  mobiles 
n'auront  aucune  élasticité.  Or,  cette  équation  (e) 
donne 

et  comme  on  a  identiquement        - 

1m  [TA  —  a)*  +  (B  -  hf  +  (C  —  «)•]  • 

.       =  Sj»(A*+B'  +  C') H-  2m(a*+  *•+  C) 

—  a2m  (Aa + B6  +  Ce) , 
il  en  résulte 

2m  (A'-f-B'H^  €•)  —  2»i  (a*  -f-  *•  4-  «9 
=  2ot[(A —'«)*+ (8— *)•+(€  — c)'}î 

a.  3a 
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ça  M#te  que  Vncès  de  kasmitie  des  f ovoeà  vives  de  Iras 
le»  points  du*  système  avant  le  dioc,  sur  la  sbmoiQ 
des  forces  vives  après  le  ehoc,  est  uoa  certaine 
somme  de  forces  vives,  et,  obnséquemineiit,  nae 
qias^litîté  pO&îtive.  Par  CQaséqyent,  dans  les  change- 
metis  )>i^9qiies  de  vitesse^  provenant  du  choc  d^ 
çorp$  ddotté»  d'élasticité»  entre  eux  ou  contre  des 
pbstacles  fix^s»  il  y  a  toiijours  perte  d^  Sotçe  viye^ 
ainÂ  ({ne  not^  l'avons  déjà  vu ,  dans  le  choc  de  dedx 
corps  sphériques  et  homogènes ,  dont  les  centres  se 
mfuv^nt  syr  nue  mèmç  droite  (n^  36 1)* 
j  ^^.  Lorsque  iei  changement  brusque  ^ra  {produit 
par  des  e^çplosions  intérieures  qui  briseront  un  oo 
plusieurs  corps  du  système,  ce  sont  les  composantes 
A,  B,  C,  A',  etc.,  des  vitesses  an  commencement  du 
phénomène,  et  non  pas  les  composantes  a,  i,  c, 
et  y  etc.^  des  vitesses  finales,  qui  satisferont  à  la  con- 
dition du  n""  55jS  ;  en  sorte  que ,  dans  ce  cas ,  on  ne 
pourra  plus  employer  les  valeurs  précédentes  de  ^x» 
Sjfy  etc.,  dans  1  équation  (5)  du  n^  535.  Mais  en  dé- 
signant toujours  par  é  un  temps  infiniment  petit,  on 
pourm  preadte 

crj:=A«,  jy  =  Bi,  J^aosCi,  J^jc'c^A's,  etc.f 
ce  qui  changera  l'équation  (5)  en  GeUe«ci  : 

2m(;(A--a)A  +  (B  — *)BH-(C  — c)q  =  o; 
d'où  l'on  déduit 

?m<«*  •!-  è«  ^  c?)  —  Z9»<A*  Hn  B*4*  Cî) 
s=  ara  [a  —  A)» +(*  —  !)•  + (<^  —  C/]  ; 
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ce  (pji  montre  que  la  somme  des  forcés  vives  de  tous 
les  points  des  parties  des  mobiles ,  après  l'explosioil , 
tsi  toujours  plas  grande  que  la  somme  de  leurs  forces 
vives  «vaut  l'explosion.  Il  est  évident ,  en  effet,  que  si 
lés  mobiles  sont  en  repos  avant  la  séparation  de  leurs 
parties  y  cette  séparation  sera  toujours  suivie  d'une 
augmentation  de  force  vive;  mais,  en  vertu  du  théo-* 
rème  qu'on  vient  d'énoncer  ^  quels  que  soient  les 
mouveméns  de  translation  et  de  rotation  d'un  corps, 
le  chatfigement  brusqué  produit  par  une  explosion 
intérieure,  donnera  toujours  lieu  à  une  augmenta- 
tion de  force  vive ,  et  non  pas  à  une  diminution , 
comme  dans  le  cas  d'une  rencontre  de  corps  dénués 
d'élasticité. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  rien  ajouter  à  ce  que 
nous  avons  dit,  dans  le  n^  4^ ,  sur  le  choc  des  corps 
élastiques,  on  voit  que  la  premièro  partie  dé  ce  ph^ 
nomèue ,  dépuis  le  commencement  jusqu'à  l'instant 
de  la  plua  grande  compression ,  peut  être  assimilée  au 
premier  des  deux  cas  précédens ,  et  la  seconde  par^ 
tie ,  depuis  cet  instant  jusqu'à  la  séparation  des  mo« 
biles ,  au  second  de  ces  deux  cas  :  il  y  a  donc  perle 
de  force  vive  pendant  la  première  partie ,  et  accrois- 
sement pendant  la  seconde.  De  plus ,  si  les  mobiles 
sont  parfaitement  élastiques,  de  sorte  quMls  repren- 
nent, en  se  ^parant,  la  même  forme  qu'ils  avaient 
avant  le  cboc>  el  que  les  deux  parties  du  phénomène 
soient  exactement  semblables ,  laugmentatton  de 
force  vive,  pendant  la  second.e  partie ,  sera  égale  à  la 
diminution  qui  aura  eu  lieu  pendant  la  première  ;  par 
couséque<it,  la  somme  des  forces  vives  du  système  sera 

32.. 
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U  m«m.  avant  e.  aprè,  I.  choc,  conformément  i  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n^  565.  Cela  suppose,  toutefois , 
qu'on  fasse  abstraction  de  la  perte  de  force  vive ,  qui 
aura  toujours  lieu  (  n*  568  ) .  s*il  y  a  glissement  et 
frottement  des  corps  l'un  contrç  1  autre  pendant  la 
durée  de  leur  contact. 

575.  Le  principe  de  la  moindre  action^  qu'il  nous 
reste  à  considérer,  consiste  en  ce  que,  dans  le  mou- 
vement d'un  système  de  corps  pour  lequel  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a  lieu ,  si  l'on  fait  le  produit  de 
la  vitesse  de  chaque  point  matériel  du  système ,  de  sa 
masse  et  de  l'élément  de  sa  trajectoire  ;  que  Ton 
preuKie  la  somme  des  produits  sembl^les  pour  tous 
les  fnobiles;  et  qu'on  intègre  cette  somme,  depuis 
une  position  donnée  du  système  jusqu'à  une  autre 
position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  intégrale 
sera  généralement  un  minimum. 

Ce  théorème  est  une  extension  de  celui  du  n^  160^ 
et  se  démontre  de  la  même  manière  ;  c'est  pourquoi 
nous  en  supprimerons  la  démonstration ,  pour  abré- 
ger. Si  l'on  appelle  ds  l'élément  de  la  trajectoire 
de  m,  dont  la  vitesse  est  v,  ce  sera  l'intégrale  de 
Imvds  qui  aura,  en  général,  une  valeur  minimà; 
mais  dans  quelques  cas,  comme  dans  celui  du  mou«- 
vementd'un  point  matériel  sur  une  surface  fermée,  le 
minimum  pourra  être  remplacé  par  le  maximum;  et 
ce  que  Fon  démontre  seulement ,  c'est  que  la  varia- 
tion infiniment  petite  de  f1m\Hls  est  toujours  égale 
à  zéro. 

A  cause  àe  dsz=swit,  l'intégrale  dont  il  s'agit  est 
la  même  chose  que  pfdty  en  faisant  V  =  2mv\  liC 
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principe  de .  la  moindre  action  revient  donc  à  dire 
que  l'intégrale  du  prodait  de  la  force  vive  du  ^s- 
'  tème  et  de  Télément  du  temps ,  est  généralement  un 
minimum;  en  sorte  que,  daqs  la  nature,  un  système 
de  corps  est  transporté  d^une  position  dans  une  autre, 
en  dépensant  la  moindre  quantité  possible  de  force 
vive.  Lorsque  les  mpbiles  ne  sont  soumis  à  aucune 
force  motrice,  la  quantité  Y  est  constante  (n""  565) , 
et  c'est  le  tetnps  du  trajet  qui  est  un  minimian. 

Si  Ton  compare  le  principe  de  la  moindre  action 
aux  principes  des  forces  vives,  de  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité,  et  de  la  conserva- 
tion des  aires,  on  voit  que  le  premier  n'est  qu'une 
règle  pour  former  les  équations  différentielles  du 
mouvement,  maintenant  inutile,  puisqu'on  obtient 
ces  équations  d'une  manière  pins  directe  et  plus  gé- 
nérale, au  moyen  de  la  formule  (i)  du  n*  SSi;  tandis 
que  les  autres  principes ,  outre  qu'ils  renferment  des 
propriétés  importantes  du  mouvement,  ont  encore 
l'avantage  de  fournir  des  intégrales  de  ces  équations 
différentielles ,  qui  sont  les  seules  que  l'on  connaisse 
dans  la  plupart  des  problèmes. 

IjC  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  fournit  trois  intégrales  en  quantités 
finies ,  savoir  : 

Zmr  =^' alm  -|*  A/, 
2wiy  =  bXm  '\-  ht , 
:Lmz   =  c:Em  +  Q; 

a,  ^,  c,  A,  B,  C,  étant  les  six  constantes  arbitraires. 
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doitt  les  trois  prehdières  représentent  les  coordonnée^ 

du  ^rentre  de  grarité  du  système  à  l'origine  da  mou** 

vement ,  et  les  trob  autres  sont  les  sommes  des  quan^ 

tités  de  mouvement  imprimées^  à  cette  époque ,  k 

tous  les  points  du  système,  parallèiement  aux  axes  des 

coordonnées, 

Les  intégrales  qui  résultent  du  principe  de  la  con^ 
servation  des  aires  sont  trois  intégrales  premières  ,- 
savoir: 

IZm  {xdj  —  ydx)  ts=.  cdt , 

'Sm{zdx  —  xdz)  =  c'dt , 

^m{jdz  —    zdjr)  =  c'^dt; 

ç,  c\  d\  étant  les  trois  constantes  arbitraires  qui  ex-p 
priment  les  momeps  des  quantité  de  mouvement 
initiales  de  tous  les  points  du  système  ^  par  rapport 
aux  axes  des  z^y^x^oxkXe  double  des  aires  décrites; 
dans  l'unité  de.  temps,  autour  de  ces  mêmes  axes. 

Enfin ,  le  principe  des  forces  vives  ne  fournit  qu'une 
seule  intégrale ,  qui  est  l'équation  ip)  du  n^  564  %  ^^ 
qu'on  peyt  écrire  ainsi  : 

i2;„(^!+^±^:=D  +  ?(ar,  ^,  z,  0?',  etc.); 
D  étant  une  constante  arbitraire. 
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674*  U Hydrostatique  e/t  la  p«tie  4a  la  ^tique 
<(iii  tfe*aîto  àe  Feqtiilibré  ées  ftnidaft^  On  y  qiMwdim 
UD  fluide  ooteme  tm.  atnito  4e  pQ94to  ma^ik  t}w 
oèdani  an  moindre  efie^tqae.l'oii^&il  pour  M  aépâ^ 
Dsr  ka  nna  des  autres*  Les  fluides  i^ne  k  natve  umb 
prëMatte  approdrànt  pluB  du  moîiia  de.^t  était  de 
flioidité  parfaite;  Tadhéreiice. qui  eûrte  entre  les  mo- 
lécules de  plusieurs  de  ces  substances,  et  qui  produit 
œ  qu'on  appelle,  leur  viscosité  y  a'oppose  à  la  sépara  r 
tiéu  de  leurs  parties  ;  mais  p  dans  la  théorie  que  nous- 
allons  e;(poaer,.  nous  ne  nous  ckacuperons  que  des 
41iHdas.par£iBnts{  et,  si  ron.exeepbijquélqties  liquidos. 
où  ia  visoQsité  eat  très  bonsÂdérable  ^  les  lois  de  Vér- 
quilibie  auxquelles  nous  parriendroos  s'appliquer 
9ont.y  sms  erreur  ëensible^  à  laus  lea  autres  fluidâSi. 
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Ces  substances,  comme  les  corps  solides ,  sont  c<hd* 
|M)6ées  de  molécules  disjointes ,  et  sepirëes  par  des 
espaces  yides  ;  mais  si  Fon  diTiae  ua  fluide,  en  parties 
d'une  étendue  insensible ,  dont  chacune  renferme , 
néanmoins,  un  nombre  immense  de. molécules ,  on 
pourra  admettre  que  les  conditions  d'équilibre  de 
chaque  partie  sont  les  mêmes  que  si  eUe- était  infini* 
ment  petîleV'<|Q'die  conservât  toujours  sa  fluidité, 
et  qu  elle  eût  pour  densité  celle  du  corps^  telle  qu'on 
Fa  définie  dans  le  n^  98.  Cela  revient  à  considérer  un 
fluide  comme  une  masse  continue,  doiit  la  densité 
est  constante,  ou  variable  par  degrés  insensibles. 

575.  On-  distingue  deux  sortes  de  fluides,  savoir: 
les  liquides  et  les  fluides  aérijormes. 

On  appelle  aussi  les  liquides  des  fluides  incompres^ 
sibles;  mais,  dans  la  réalité,  ce  sont  des  substances 
qtii  né  se  oompriment  sensiblement  que  sous  des 
piresBiiims  extrêmement  grandes.  Si ,  par  exemple ,  im 
cylindre  yertical  est  rempli  d'ean  jusqu'à  une  certaine 
hauteur;  que  cette  eau  n'éprouve  d'abord  aucune 
pression  k  sa  partie  supérieure ,  et  qu'elle  soit  ensuite 
chargée  d'un  poids  équivalent  à  la  pressiçn  atmos*- 
phérique ,  l'observation  a  fait  voir  que  la  haatenr 
primitive  de  l'eau  diminue  seulement  de  46  millio<- 
nièmes ,  en  supposant  que  le  cjrlindre  conserve  son 
diamètre ,  et  que  ses  parois  ne  cèdent  pas  à  la  preanon 
qui  leur  est  transmise  par  le  liquide.. En  augmentant 
}a  charge  du  liquide ,  et  la  portant  à  plusieprs  œn- 
tsiines  de  pressions  atmosphériques ,  rexpérieoce  a 
donné  une  condensation  de  <  l'eau  crc^ssante.dans  le 
même  rapport  que  cette  charge; .  Le  mercure  est  eni- 


I 
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CDie  moins  compresdble  que  Teau  ;  et^  quelque  effort 
que  Ton  ait  fait^  ob  n'est  pas  parvenu  à  diminuer  senpi 
Yolume*d'une  manière  appréciable. 

Les  fluides  aériformés,  comprenant  lair  atmosphé- 
rique et  les  différens  ga»,  sont-oompressible^et  doues 
<i'une  parfiiite  âasticité;  en  aorte  qu'ils  peuvent  chan- 
ger^  à  ,lâ  ibis ,  de  forme  et.  de  volume  par  la  compres- 
sion ,  et  revenir  exactement-à  leur  forme  primitive  dès 
que  cette  compression!  a;  ciessë*  On  les  nomme  aussi  ^ 
pour  cette  raison  I  de&jfikiides  élastiques. 

Les  vapeurs  sont  également  des  fluides  élastiques  ; 
mais  y  pour  une  température  donnée ,  ti h  espace  aussi 
dpnné  ne  peut  contenir  qu'une  quantité  déterminée 
de  vapeur  ;  de  manière  que  si  la  vapeur  a  atteint 
cette  limite ,  et  qu'on  diminué  un  tant  Boii  peu,  soit 
l'espace  9  soit  la  température ,  une  portion  de  vapeur 
se  liquéfie.  L'eicpérience  a  prouve  querce  macèùnum 
de  vapeur  est  le  même  ^  à  température  égale,  dans  un 
espace  vide  d'air  et  dans  un  espace  rempli  d'air  plus  ou 
moins  dilaté  ou  comprimé.  La  densité  dé.  la  vapeur 
est /en  général',  peu  considérable,  relativement  à 
celle  du  liquide  dont  elle  provient;  mais^:!quaud  un 
liquide  est  contenu  dans  un  vase  fermé  >:dont  il  oc- 
cupe ,  par  exemple,  le  tiers  ou  la  moitiél^  et  qu'on 
élèvtfisa  température  à  un  très  haut  degré,  fe  li- 
quide tout  entier ,  après  s'être  dilaté ,  sa^^irfduit  su« 
bitetnent  on  une  vapeur  transparente  doott  ja-  densité 
est  le  tiers  ou  la  moitié  de  la  densité  primitive  de 
ce  même  liquide. 

L'air  et  les  gaz  sont  appela  des  fluides  permanens, 
par  opposition  aux  vapeurs  ;  mais  il  y  a  lieu  de  crftire 
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qnlls  peiiYent  élre  liquéfiés  par  une  très  grande  com^ 
pression  oa  par  on  très  grand  Tefiroidissement  ;  ft 
c'est,  en  effet ,  ce  que  Ton  a  Térifié  k  l'égaie  de  pln^ 
sienvB  d'entre  eux.  ,  . 

576*  La  propriété  caractéristique  des  fluides ,  qbi 
les  distingue  essentiellement .  dès  corps  dolldos  et  qui 
servira 'de  base  à  la  ibéoi^  de  leur  équiliBré,  est  la 
ficoké  qu%  ont  de  transmettre  égaleinent,  en  tous 
sens,-  les  pressions  exercées  à  lents  mp&cùt.  Dans 
mon  Mémoire  sur  ies  Équations  générales  de  Iéqui*r 
libre  et  du  mou»emerit  des  corps  étatiques  et  des 
Jhàdes  (^)i  j'ai  fait  roir  comment  cette  propriété 
provient  d'une  disposition  respective  des  molécules 
dû  fluide,  à  laquelle  il  refîent  très  rapidement  <{uand 
il  a  été /Comprimé  on  dilaté;  et  comment  la  résultante 
des  attractions  et  répnlsions  moléculaires ,  qui  pro- 
duit les-  pressons  intérieures ,  peo^  varier  dans  un 
très  grand  rapport,  pour  les  très  petites  variations 
(de  distance  des  molécules ,  qui  ont  lieu  dans  les  li- 
quides. Mais,  dans  cet  ouvrage,  on  regardera  la  pro- 
priété dont  il  s'agit  comme  une  donnée  de  l'expé- 
rience y  admise  par  tous  les  physiciens  et  les  géomètres 
t{ui  se  sont  occupés  de  l'Hydrostatique,  et  dont 
l'exactitude  ne  peut  laisser  aucun  doute«  Cest  ainsi 
iqu'eti  .traitant  de  l'équilibre  de  la  lame  élasti- 
que (n*>dQ6) ,  nous  sominès  partis  d'un  pHncipë  se- 
condaire', 'au  lieu  de  remonter  aux  actions  molécu* 
laires  dont  il  dérive. 


(^  Jeurwd  de  tÉàok  Poljtiochniqm,  ao*  oakiiér. 
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577.  Four  nous  former  nue  idée,  précise  du  priar* 
cipc  de  rëgalité  de  pression  en  tous  sens^  considëroBs 
d'abord  les  fluides  incompressibles. 

Supposons  qu'un  vase  prismatique ,  droit  et  posé 
sur  un  plan  horizontal ,  dont  ABCD  (fig.  33)  repré^ 
sente  une  section  verticale  >  soit  rempli  jusqu'en  £F 
d'un  liquide^  ta)  que  l'eau ^  par  exemple  ;  supposons 
aussi  ^ue  Ton  recouvre  cette  eau  d'un  piston  bûri^ 
zontal  qui  ferme  le  vase  exai^tement.  Pour  simidifier 
la  question)  faisons  abstfactiob  de  la  pesanteur  de 
Teauj  de  sorte  que  ce  fluide  n'exerce  >  par  lui-même^ 
aucune  pression  sur  les  patois  du  vase^  enfin  ^  posons 
sur  le  piston  un  poids  donné  P,  cdmprenunt  le  poids 
même  du  piston.  U  est  évident  que  la  base  Horizon» 
tale  du  prisme  sera  pressée  de  la  même  nianièpe  que 
si  le  poids  P  était  posé  immédiatement  sur  cette  base, 
et  qu'il  fut  distribué  Unifomiément  sur  tonte  sauX 
étendue.  Tous  ses  pqints  éprouvÉront  des  pressions 
verticales  égales  entré  elles;  là  presSMo  qui  en  résult 
tera  p  pour  une  pOrtion  quelconque  <t  de  cette  base , 
sera  proportionnelle  à  a  :  elle  équivaudra  à  une  force 
verticale  »  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'aire  a  y 

et  exprimée  par  -^ ,  en  désignant  par  a  l'aire  de  U 

base  entière  du  prisme ,  qui  est  aussi  celle  de  la  base 
du  piston  en  contact  avec  le  liquide.  Or,  le  principe 
de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens ,  consiste  en  eë 
que  la  pression  que  le  poids  P  exerce  à  la  partie  sur 
périeure  de  l'âau ,  se  transmet,  par  l'intermédiaire  du 
•fluide^  non-^ulement  sur  I4  h^^se  du  vuse,  nuis  en«s 
cwe  0ur  ses  face§  lattérales  :  tous  les  points. du 
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sont  également  pressés  dans  des  directions  perpendi- 
calaires  aux  parois  ;  et  une  aire  cl  ,  prise  sur  une  des 
faces  latérales  du  prisme  ^  éprouve  la  même  pression 

— ,  que  si  elle  faisait  partie  de  sa  base  horizontale. 

Généralement ,  supposons  que  le  yase  ait  la  forme 
d'un  polyèdre  quelcotique^  dont  la  figure  54  repré- 
sente une  section*  Ce  yase  étant  fermé  de  toutes 
partSy  et  fixement  attaçM ,  concevons  qu'il  soit  rem- 
pli exactement  d'un  liquide  sans  pesanteur.  Si  Ton 
enlève  une  face  de  ce  yase,  et  qu'on  la  remplace  ]par 
un  piston  /  auquel  on  applique  une  (brce  donnée  P, 
perpendiculaire  à  la  surface  du  liquide  adjacent ,  le 
vase  et  le  fluide  demeureront  en  repos,  et,  d'après  le 
principe  que  nous  expliquons ,  la  pression  que  la 
force  F  exerce  «ur  la  surface  adjacente,  se  transmet- 
tra, par  l'intermédiaire  du  liquide,  sur  toutes  le^ 
faces  du  polyèdre.  Tous  les  points  du  vase ,  en  y  com- 
prenant les  points  de  la  l>ase  du  piston ,  seront  éga- 
lement pressa  de  dedans  en  dehors,  suivant  les 
directions  perpendiculaires  aux  parois;  et,  relati- 
vement à  une  aire  «,  prise  sur  une  de  ces  parois, 
ou  sur  la  surface  du  piston,  la  pression  sera  une 
force  perpendiculaire  à  son  plan,  appliquée  à  son 

centre  de  gravité,  et  égale  à  —  ;  a  étant  l'aire  en- 

tière  de  la  base  du  piston,  en  contact  avec  le  li- 
quide. 

'  Cette  pression  transmise  s'exerce  de  la  même  ma- 
nière dans  l'intérieur  du  liquide;  et  si  Ton  y  considère 
une  portion  du  liquide  terminée  par  des  fistces  planes^ 
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OU  un  polyèdre  solide  qui  y  soit  plongé  ^  chaque  par^ 
lie  (t  de  Tune  des  faces  éprouvera  aussi ,  de  dehors 

en  dedans,  la  pression  normale  *égale  à  — . 

On  étend,  sans  difficulté,  ces  résultats  au  cas  où  la 
surface  pressée  nVst  plus  supposée  plane;  il  suffit 
alors  de  la  décomposer  en  élémens  infiniment  petits, 
que  l'on  regardera  comme  les  faces  planes  d'un  po- 
lyèdre infinitésimal;  et  si  Ton  désigne  par  g)  Faire 

Pû> 
d'un  de  ces  élémens,  on  aura  —  pour  la   pressionf 

normale  qu'il  éprouve;  a  étant  toujours  l'aire  du 
pistou ,  et  P  la  force  perpendiculaire  qui  y  est  appli-^ 
quée.  £n  désignant  par  p  ta  pression  constante  qu'é- 
prouverait une  aire  plane  égale  à  l'unité,  on  aura 

-  ssr  p,  et  les  produits  pG>  et  pa  exprimeront  les 

pressions  sur  l'élément  <9  et  sur  l'aire  plane  égale 
à  <t. 

Si  le  liquide  a  un  certain  degré  de  viscosité,  la  pro- 
priété de  presser  également  en  tQus  sens  a  encore 
lieu;  seulement,  il  arrive  que  la  pression  ne  se  trans* 
met  pas  latéralement  avec  la  même  rapidité  que  sui- 
vant la  direction  même  de  la  force  P  ;  mats ,  après  un 
temps  convenable ,  la  pression  latérale  devient  égale 
à  la  pression  directe  ;  et  c'est  à  cet  instant  que  l'on 
considère  l'équilibre  du  liquide. 

578.  Quand  le  liquide  contenu  dans  un  vase  est. 
pesant,  il  transmet  les  pressions  que  l'on  exerce  à  sa 
surface ,  de  la  même  manière  que  quand  il  est  dénué 
de  pesanteur  ;  mais  il  exerce  en  outre ,  sur  les  parois, 
du  vase^  une  pression  due  à  son  poids  et  vaiîable 
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d'un  point  à  un  autre  :  il  eu  est  de  même  h  Vcgard 
d'un  liquide  dont  les  points  sont  sollicités  par  la  pe- 
santeur et  par  d'autres  forces  données,  et  qui  de- 
meure en  équilibre  dans  un  vase*  Si  les  parois  du 
vase  sont  nécessaires  à  l'équilibre,  en  sorte  qu'on  n*y 
puisse  pas  faire  une  ouverture  sans  que  le  liquide  ne 
s'échappe  aussitôt ,  il  en  faudra  conclure  que  les  pa- 
rois éprouvent,  en  chaque  point,  une  pression  parti- 
culière, dirigée  de  dedans  en  dehors,  suivant  une 
normale  à  la  surface  du  vase  ;  car  ce  n'est  que  suivant 
cette  direction  qu'une  surface  peut  empêcher  de  se 
mouvoir  un  point  matériel  en  contact  avec  elle, 
et  détruire,  par  sa  résistance,  la  force  motrice  de 
ce  mobile. 

La  même  chose  a  lieu  dans  l'intérieur  du  liquide, 
comme  on  l'a  dit  dans  le  numéro  précédent,  soit  sur 
des  portions  du. liquide  même,  soit  sur  des  corps  qui  y 
sont  plongés.  La  pression  en  un  point  quelconque  est 
uneqnantité  inconnue,  que  nous  déterminerons  dans  la 
suite,  et  qui  dépendra  de  la  position  de  ce  point  et 
des  forces  motrices  appliquées  au  fluide.  Comme  elle 
change ,  en  général ,  d'un  p(Hnt  k  un  autre ,  on  ne 
peut  la  supposer  rigoureusement  constante  que  dans 
une  étendue  infiniment  petite;  or ,  pour  mesurer  la 
pression  exereée  sur  un  élément  déterminé  d'une  sur* 
face,  on  conçoit  une  aire  plane,  que  Ton  prend  pour 
ilnité,  et  qui  éprouve,  dans  toute  son  étendue,  la 
même  pression  que  cet  élément  :  p  étant  la  pression 
,t<ylale  que  cette  a(re  ëupporte,  et  o  l'étendue  infini- 
ment petite  de  cet  élément,  le  produit  pc?  sera  la 
pression  correspondante  à  cet  élément,  et  normale  h 
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)a  surface  dont  il  fait  partie.  Le  cœificieast  p  a^ra 
VDa  fonction  des  coordonnées  de  ce  même  élément , 
que  noos  appellerons  la  pression  rapportée  à  Funité 
de  surface* 

Cela  posé>  si  l'on  enlève  une  portion  plane  de 
la  surface  du  vase ,  qu'on  la  remplace  par  un  pis- 
ton de  même  étendue ,  et  qu'on  applique  à  ce  pis- 
ton une  forcé  égale  et  contraire  à  celle  que  cette 
portion  du  Vase  éprouvait^  il  est  évident  que  réé- 
quilibre subsistera  comme  auparayant.  De  plus,  si 
le  vase  est  fermé  de  toutes  parts/  partout  en  con- 
tact avec  le  liquide ,  et  fixement  attaché ,  l'équilibre 
ne  sera  pias  non  plus  troublé  en  ajoutant  a  cette 
pretiilère  force  une  autre  force  quelconque  P  ;  car 
les  forces  appliquées  aux  points  du  fluide  étant  en 
équilibre  9  tout  doit  se  passer,  relativement  à  cette 
force  P,; comme  si  ces  forces  n'existaient  pas,  et  de 
même  que  dans  le  numéro  précédent.  Par  conséquent, 
la  pression  exercée  par  cette  force  P,  sur  la  surface  du 
liquide  eit  contact  avec  le  piston ,  sera  transmise 
également  en  tous  sens ,  par  l'intermédiaire  du 
flhaide^  et  la  pressîôà  p^  rapportée  à  Tunité  de  sur- 
fiice ,  se  trouvera  augmentée ,  en  chaque  point ,  d'une 

quantité  constante  et  égale  à  -;  a   étant  toujours 

l'aire  du  piston ,  en  contact  avec  le  liquide. 
'  Il  est  important  de  distinguer ,  comme  nous  le 
faisons  ici^  les  deux  sortes  de  pressions  qui  sont 
enércées  sur  les  parois  d'uo  vase  contenant  un  li- 
quide en  équilibre,  ou  c{ue  supportent  les  parties 
mêmes  de  ce  fluide  :  l'une  de  ces  pressions,  qui 
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yarie  d'un  point  à  un  autre ,  est  due  au  poid^  et 
aux  autres  forces  motrices  de  là  masse  fluide  ;  l'autre/ 
qui  eât  partout  ]d  même,  proyient  des  forces  appli- 
quées à  sa  surface,  et  transmises  par  sou  mtefniédiaire. 
Ces  deux  pre^ious  s  ajoutent  en  chaque  point,  pour 
former  la  pression  totale. 

579.  D  après  la  propriété  de  transmettra  également 
en  tous  sens  les  pressions  exercées  sur  sa  surface,  un 
fluide  incompressible,  contenu  dans  un  vase  fixe-- 
ment  attaché,  doit  être  regardé  comme  uite  véritable 
machine;  car  une  machine  est,  en  g^énéral,  un  ap- 
pareil au  moyen  duquel  une  force  agit  sur  des  points 
qui  sont  hors  de  sa  direction,  et  e^lierce  sar  ces 
points  des  efibrts  plus  grands  ou  plus  petits  que  si 
elle  y  était  immédiatement  appliquée,  ce  qqi  est  le 
cas  de  la  force  P,  que  nous  avons  considérée  dans  les 
numéros  précédons. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'observe  dans 
réquilibre  de  cette  machine ,  comme  dans  celui  de 
toutes  les  autres  machines  connues.  Pour  le  prouver, 
considérons  uYi  vase  immol^ile  et  de  forme  quelcon- 
que (  Hg.  35  ) ,  qui  ait  un  nombre  quelconque  d'ou- 
vertures; à  chacune  de  ces  ouvertures,  appliquons 
un  cylindre  qui  se  prolonge  indéfiniment  en  dehors 
du  vase;  emplissons  ce  vase  d'un  liquide,  tel  que 
leau ,  dont  nous  ne  considérerons  pas  la  pesanteur  ; 
supposons  que  l'eau  s'étende  dans  tous  les  cylin- 
dres, jusqu'à  une  certaine  distance  dé  leurs  orifices, 
et  qu  elle  y  soit  terniioée  par  des  surfaces  planes,  per* 
pendiculaires  aux  longueurs  des  cylindres;  enfiti, 
posons  sur  ces  surfaces  EF,   E'F,  E'T",  etc.,  des 
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pirtons  qui  les  recouvretit  exactement ,  et  qui  pim^ 
sent  ^  nëamnoins ,  glisser  sans  frottement  le  long  des 
cylindres*  Soient  a^  d^  a'V  etc. ,  les  bases  de  ces  ]^ 
tons»  qoi  sont  aussi  celles  des  cjlindres;  appliquons 
à  ces  corps  des  forces?,  P',  V\  etc»,  perpéndicnlaircs 
ià  leurs  bases,  et  dirigées  de  dehors  en  dedans;  et 
snpfKMons  que  ces  forces  données ,  qui  agiront  l'une 
sur  l'autre  par  Fintermédiaire  de  l'eau,  se  fnaent 
équilibre.  Dans  cet  état ,  la  pression  rapportée  à  Tu* 
ailé  de  surface  doit  être  la  même  sur  toutes  les  pa* 
rois  du  Tsse^  en  y  comprenant  le»  bases  des  pis- 
tons (n*  577).  Si  donc  on  la  représeiite  par  /i,  on 
aura  /m,  fla^  ji'a^  etc»,  pour  les  pressions  totales 
'que  supportent  de  dedans  en  dehors  les  bases  des 
pistons.  Pour  l'équilibre ,  ces  pressions  doivent  être 
respectivement  égales  aux  forces  P,  P,  F',  etc.  ;  par 
conséquent ,  on  aura 

P  =  ap,     Y's=:afp,    V^ssza^p,     etc.      (a) 

L'une  de  ces  équations  servira  à  déterminer  la  valeur 
de  /»;  et  en  la  substituant  dans  toutes  les  autres,  on 
aura  les  équations  d'équilibre  du  système,  qui  seront 
en  nombre  égal  à  celui  des  pistons  moins  un. 

Maintenant ,  imaginons ,  conformément  à  l'énonoé 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  ,  que  IVm  déplace 
les  parties  du  système,  de  manière  qpe  les  pistons 
répondeait  actuellement  aux  sections  CD,  CTV , 
Ciy'f.  etc.,  des  cylindres.  Une  partie  de  ces  corps 
aura  avancé  ,  et  l'antre  partie  aura  reculé  ;  je  repré^ 
senterai  leurs  déplacemens  par  h ,  k',  h",  etc.  ;  et  je 
considérerai  ces  quantités  comme  positives  ou  conmie 
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négatives ,  selon  que  les  pistons  auront  avancé  on  re-- 
culé.  Ainsi >  dans  la  figure,  la  distance  h  comprise 
entre  les  sections  EF  et  CD,  est  positive,  et  la  distance 
h'  comprise  entre  les  sections  ET'  etG'D',  est  n^a- 
tive.  Les  volumes  d'eau  qui  sortent  des  cylindres 
pour  entrer  dans  le  vase,  répondent  aux  valeurs  po- 
sitives de  k ,  h\  h!',  etc; ,  et  ceux  qui  sortent  du  vase 
pour  entrer  dans  les  cylindres ,  à  leurs  valeurs  néga- 
tives.; les  uns  et  les  autres  seront  exprimés  par  les 
produits  ahf  Orh',  a!'h!',  etc.,  abstraction  faite  des 
signes.  Par  conséquent ,  leau  étant  considérée  comine 
incompressible,  et  la  figure  du  vase  comme  invaria- 
l>le,  la  somme  de  ces  produits,  positifs  ou  négatifs, 
•devra  être  nulle,  et  Ton  aura 

ah  +  a'h'  +  al'h"  +  etc.  =  o.       (*) 

Je  multiplie  cette  équation  par  p  ;  et  en  ayant  éganl 
aux  équations  (a) ,  il  vient 

PA  +  FA'  +  F'Â"  +  etc.  =  o;       (c) 

ce  qui  est  l'équation  résultante  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  appliqué  aux  forces  P,  P',  F',  etc. , 
et  aux  déplacemens  h ,  h\  A",  etc. ,  de  leurs  points 
d'application. 

La  condition  du  système,  qui  est  ici  l'invariabi- 
lité du  volume  du  liquide ,  est  exprimée  par  Téqua- 
tion  (A).  Non -seulement  les  déplacemens  h,  h% 
h!',  etc. ,  remplissent  cette  condition  ^  mais  aussi  les 
déplacemens  contraires  —  h,  —  k\  —  A",  etc. ,  ainsi 
que  lexige  le  principe  des  vitesses  virtuelles (n*  55 1). 
Les  quantités  h,  h',  hl\  etc.,  peuvent  avoir  des 
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gran^€urs/fibie$'»  poiinru  qu'ancun  des  .pistons  n'en- 
tre dans  le  vase,  et  ne  sorte  du  cylindre  oii  il  doit 
être  contenu.  ;  ;  , 

i  58o...Le  principe.de  l'ëgalitëde  pression  en  tons 
sens  convient  aux  fluides  élastiques  comme  aux  li- 
quides; mais  relativement  anx  premiers,  il  n'est  pas 
nécessaire  que  des  forces  motrices  agissent  sur  leurs 
];nolécnles,  ou  quW  exerce  des  pressions  sur  leur» 
surface»,  pour  qu'ils  presseat  eux-mêmes  les 'parois 
des  vases  qui  les  contiennent;  il  suffit  pour  cda  de 
leur  élaÏBticité,  en  vertu  de  laquelle  ces  fluides  fbnk 
continuellement  effort  pour  occuper  un  plus  grand 
volume.  En  supposant  donc  qu'une  masse  d'air,  d'un 
gaz  ou  d'une  vapeur,  soit  contenue  dans  un  vaso 
fermé. de. toutes  parts,  et  qu'on  fasse  abstraction  de 
la  pesanteur  du  fluide ,  les  parois  du  vase  éprouve- 
ront des  pressions  égales  en  tous  leurs  points,  et 
dirigées  de  dedans  en  dehors,  suivant  les  normales  à 
ces  parois.  La  pression  rapportée  à  l'unité  de  surfiice 
sera  la  même  dans  toute  l'étendue  du  vase;  pour  la 
déterminer,  on  fera  une  ouverture  en  un  endroit  du 
vase ,  pris  au  hasard  ;  on  y  appliquera  un  piston ,  et 
à  ce  corps ,  la  force  nécessaire  pour  le  maintenir,  en 
équilibre  ;  en  divisant  cette  force  par  l'aire  de  la  base 
du  piston  en  contact  avec  le  fluide,  on  aura  la  pres- 
sion demandée;  et  Ton  trouvera  toujours  le  même 
quotient ,  quel  que  soit  l'endroit  où  le  piston  aura 
été  appliqué.  Si ,  p^ir  exemple ,  le  vase  représenté  par 
la  figure  35,  est  rempli  d'un  fluide  élastique,  les 
forces  P ,  F ,  P" ,  etc. ,  qu'on  devra  appliquer  aux 
pistons  qui  ferment  les  cylindres ,  pour  les  empêcher 
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de  gUawTt  teitmt  proportionnelles  ans  bases  a,  d  ^ 
tt  f  etc.;  le  rapport  de  chaque  force  à  la  base  eorres^ 
pondante^  sera  le  même  ponr  tous  les  pistons;  et 
l'équation  (c)  aura  encore  lieu ,  mais  seulement  pour 
les  monvemens  du  système  dans  lesquels  le  yolume 
total  dû  fluide  ne  diangera  pas. 

Cette  pression  constante  qu'un  fluidç  élastique 
exerce  sur  lès  parois  du  yase  qui  le  renferme, 
dépend  de  sa  matière  9  de  sa  densité  et  de  sa  tem- 
pérature. On  la  nomme  aussi  la  Jbrce  élastique  du 
fliiide.  L'expérience  prouve  que  pour  un  même 
tiiaiàef  et  la  température  ne  changeant  pas,  la  force 
élastique  est  proportionnelle  à  la  densité;  de  sorte 
qu'en  désignant  par  p  la  mesure  de  la  force  élasti- 
que^ c*e8t«è«dire ,  la  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surfiioe  f  et  par  p  la  densité ,  on  a  dans  chaque 
fluide, 

p  ^  kp; 

k  étant  un  coefficient  qui  ne  dépend  plus  que  de  la 
matière  et  de  la  température  du  fluide. 

Lorsqu'on  aura  égard  à  la  pesanteur  du  fluide, 
ou  plus  généralement,  lorsque  ses  molécules  seront 
sollicitées  par  des  forces  données,  la  pression  p  variera 
d'un  point  k  un  autre  du  vase ,  suivant  une  loi  dé- 
pendante de  ces  forces ,  et  qu'on  déterminera  dans  la 
suite. 
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FLUIDES. 

58 1.  Pour  traiter  la  question  de  la  manière  la  plus 
générale  »  considérong  une  masse  fluide  ÂBCD 
(6g.  56),  homogène  ou  'hétérogène ,  compressible  ou 
ÎDGOOipremlile  y  dont  tous  les  points  matériels  sont 
solKcftés  par  des  fonces  données  ^  et  proposons^nous 
d^exprimer  par  des  équations  les  conditions  de  soti 
équilibre* 

Soient  x^  jr^  z^  les  coordonnées  d'un  point  queK 
conque  M  de  cette  masse ,  parallèles  aux  axes  rectan-- 
gulaires  OXf  Ojr^Oz;  nous  supposerons,  pour  fixet- 
les  idées 5  le  plan  des  x  et  j"  horizontal^  Taxe  Oz 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  la  maase  ABCB 
comprise  au-^dessous  du  plan  des  a?  eijr ,  dans  l'angle 
trièdre  des  trois  plans  des  ooopâonnées  positives. 
Farta^oos  la  masse  fluide  en  parties  que  nous  trai*^ 
tarons  comme  des  élémens  infi  aiment  petits ,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  {n^  ^7A)i  suf^pcaons^ 
oes  élémens  compris  entre  des  plans  infiniment  rap 
proches  l'un  de  lautrei  et  parallèles  a  ceux  des  eoor^ 
données;  de  sorte  que  ces  élémens  soient  des  parallé- 
lépipèdes rectangles,  dont  les  côtés  adjacens  seront 
parallèles  aux  axes  et  éffix^x  aax  différentielles  des 
coordonnées;  les  deux  bases  horizontales  de  oebii  qièi. 
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répond  au  point  quelconque  M ,  et  qui  est  repré- 
senté dans  la  figure,  seront  égales  à  dxdjr;  il  aura  dz 
pour  sa  hauteur  verticale  MM',  et  dœdjrdz  pour  son 
volume. 

En  appelant  p,  la  densité  du  fluide  en  ce  point 
M,  telle  qu'elle  a  été  définie  dans  le  n*  98,  et  dési- 
gnant  par  i/m  l'élément  différentiel  de  la  masse  cor- 
respondant à  ce  même  point ,  on  aura  donc 

A  dm  =  fdxdfdz. 

Le  fiicteur-  p  sera  une  quantité  constante  .dans  les 
liquides  homogènes,  abstraction  faite  :  des  petites 
compressions  qu'ils  éprouveront  et  qui  pourront  être 
inégales  en  des  points  différens  ;  f  sera  une  fonction 
connue  ou  inconnue  des  coordonnées  ^f  J'f  z,  dans 
les  liquides  hétérogènes,  et  dans  les  fluides  élastiques 
qui  ne  seront  pas  partout  également  comprimés. 

Soient  aussi  Xjdm,  Ydm,  Z^dm,  les  composantes 
parallèles  aux  axes  des  at  ,  ^ ,  z ,  de  la  force  motrice 
donnée  qui  agit  sur  l'élément  dm,  de  sorte  que  X, 
Y ,  Z ,  soient  les  composantes  de  cette  force  rapportée 
à  l'unité  de  masse,  ou  de  la  force  accélératrice  relative 
an  point  M.  Chacune  de  ces  trois  quantités  sera  une 
fonction  de  or,  ^,  z,  dont  on  regardera' les  valeurs 
comme  positives  ou  comme  négatives,  selon  que  la 
force  qu'elle  représente  tendra  à  augmenter  ou  à  di- 
minuer la  coordonnée  à  laquelle  elle  est  parallèle. 
L'élément  dm  sera ,  en  outre ,  pressé  de  dehors  en 
dedans  sur  ses  six  faces,  par  le  fluide  environnant; 
et  9  pour  qu'il  demeure  en  repos,  ces  pressions  ex  té- 
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rieures  devront  £aiire  é({uilibre  aux  forces  intérieures 
Xjcbn,  \dm,  Zdm, 

Cela  étant  y  désignons  par  pdxdjr^  la  pression 
verticale  qui  s'exerce  sur  la  base  supérieure  £i[r^> 
dans  le  sens  de  la  pesanteur^  de  manière  que  p 
exprime  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface , 
qui  répond  à  cette  base  infiniment  petite  (n*  577). 
Cette  quantité  p  sera  *  une  fonction  inconnue  desl 
coordonnées  Xy  y  ^  z;  z\k  point  AT,  dont  les  coor- 

données  sont  x,  7^ ,  z  +  rfz ,  elle  deviendra  ;?+  dz^^* 

et  elle  exprimera  la  pression  verticale,  rapportée  à  l'u- 
nité de  surÊice  et  relative  à  la  base  inférieure  de  dm. 
Cette  seconde  base  éprouvcjra  donc ,  dans  le  sens  de  la 

pesanteur,  une  pression  égale  à  (p  +  ^  dz\  dxdjr-^  la 

résistance  du  fluide  sur  lequel  l'élément  dm  est  appuyé^ 
sera  une  forceégale  et  contraire  àcette  pression^  en  sorte 
que  cet  élément  sera  poussé  verticalement  parles  deux 

forces  contraires  pdxdyetfp  +  -£dz^dxdjr,  ou  par 

une  force  égale  à  leur  diflférence  -£dxdjrdz  et  dirigée 

du  bas  en  haut.  Or,  pour  que  cet  élément  dm  ne 
s'élève  ni  ne  s'abaisse ,  il  faudra  que  cette  force  soit 
égale  à  la  composante  verticale  Zdm  de  la  force  mo- 
trice, qui  agit  dans  le  sens  opposé  ;  par  conséquent , 
on  aura  d'abord 

^dxdydz=Zdm. 
On  trottVC^a^  de  même  les  équations 
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qui  seront  aéces$idres  povr  que  réléniept  dm  ne  se 
meuve  ni  dans  le  sens  des^^  ni  dans  le  sens  des  a?» 
et  dans  lesquelles  9  et  r  représentent  les  pressions 
rapportées  à  lunité  de  «nrface ,  qui  répandent  anx 
&ces  dedmf  parallèles  anx  plaus  des  x  et  zetdes  j^ 
et  z ,  et  les  plus  voisines  de  ces  plans.  En  subiititnant 
dans  ces  trois  équations ,  la  valeur  précédente  de  dm, 
et  sopprimai^t  le  facteur  commun  dûçdjrdzp  elles 
deviennent 

l-f?»  |«f»Y,  è^«pX.  (.) 

582*  Observons  actuellement  que  si  les  élémens 
dans  lesquels  nous  avons  partagé  la  masse  ABCD^ 
étaient  solides,  de  sorte  que  cette  masse  fut  an  assem- 
blage de  parallélépipèdes  rectangles,  solides  et  juxt^ 
posés  j  il  n'y  jurait  aucune  relation  nécessaire  entre 
les  pressions  que  chacun  de  ces  parallélépipèdes 
éprouverait  sur  ses  faces  non  paralldes;  Télémeot 
dm  pourrait,  par  exemple,  éprouver  une  pression 
quelconque  sur  ses  bases  horizontales,  et  n'en  éprou* 
ver  aucune  sur  ses  faces  verticales  ;  mais  cet  élément 
infiniment  petit  devant  être  considéré  comme  fluide^ 
aussi  bien  que  toutes  les  parties  de  la  masse  totale,  qui 
auraient  une  grandeur  finie  (n*  574) x  il  suit  de  la 
propriété  fondamentale  des^uide^,  que  les  trois  quan- 
tités /i,  9,  r,  doivent  être  égales  entre  elles,  ou  du 
moiqs ,  q^  il  ne  peut  exister  «atre  eUos  qu'une  diâié* 
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renoe  iafiaiment  petite ,  négligeable  dans  ksi.  iqoÊh- 
ùaos  (i\ 

En  effet,  la  pressioti  cpe  le  ftnide  environnant 
exerce  sur  chacune  des  Êices  du  parallélépipède 
cbcdjrdif  se  transmet  sur  les  autres  faces,  par  Tinter- 
médiaire  du  fluide ,  dont  Tâénient  dm  est  composé  ^ 
cette  transmission  se  fait  de  la  manière  que  Ton  a  e%^ 
pliquée  précédemment,  et  d'où  il  résulte  qu'ayant 
spfdié  pdxdy  la  pression  qui  a  lieu  de  dehors  en 
dedans,  sur  la  base  horizontale  supérieure,  il  faudra 
représenter,  en  même  temps,  par  pdxdz  elpdjrdz, 
les  pressions  transmises  sur  les  faces  latérales ,  et  qui 
s'exerceront  de  dedans  en  dehors;  de  pins,  à  ces 
pressions  transmises,  il  faudra  ajouter  celles  qui  ré-« 
sultent  de  la  force  motrice  du  fluide  dm  ;  par  consé'*^ 
quent ,  si  l'on  appelle  y  la  pression  due  è  cette  force, 
et  exercée,  par  exemple,  sur  la  face  djrdz,  la  plus 
voisine  du  ipîan  des^  et  z  >  on  aura  pdjr  dz^y  pour 
la  pression  totale,  qui  a  lieu  de  dedans  en  dehors,  t>tt 
de  droite  à  gauche ,  sur  cette  même  £sice.  D'un  autre 
côté,  la  pression  provenant  du  fluide  environnant, 
et  exercée  de  dehors  en  dedans,  ou  de  gauche  à  droite, 
sur  cette  face  d/dz,  a  été  représentée  par  rdjdz  ; 
cette  force  est  la  résistance  que  le  fluide  environnant 
oppose  à  la  pression  intérieure  pdjr  dz^y;  par  cou-* 
séquent  il  faut  qu'on  ait 

rdjrdz  =  pdjrdz  +  y. 

Or,  quoique  la  valeur  de  y  soit  inconnue,  nous 
sommes  certain,  néanmoins,  que  cette  quantité  ne 
peut  être  qu'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 
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comme  la  force  motrice  de  ^,  dont  elle  proyient;  en 
négligeant  donc  y  par  rapport  à  pdjr  dz,  nous  aurons 
rss:  p;  et  Ton  prouvera  de  même  que  Ton  doit  aussi 
aToir^=:/i. 

La  condusion  serait  encore  la  même ,  si  Tâérnent 
dm  y  au  lieu  d'être  un  parallâëpipàde  rectangle ,  était 
nn  polyèdre  quelconque  dont  toutes  les  dimensions 
fussent  toujours  infiniment  petites;  et  l'on  démon- 
trerait de  la  même  manière,  que  la  pression  extérieure 
exercée  normalement  sur  toutes  ses  faces  parle  fluide 
environnant,  est  proportionnelle  à  leurs  air^  respec- 
tives ,  et  indépendante  de  la  force  motrice  du  polyè- 
dre. Il  s'ensuit  donc  que  tous  les  élémens  de  surface 
qui  passeut  par  le  point  M ,  éprouvent  une  même 
pression  rapportée  à  l'unité  de  surface ,  et  que  si  ûi 
est  Taire  de  Fun  d'entre  eux,  la  pression  normale  qu'il 
supporte ,  sur  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  côtés  ;  est 
égale  k  pcû,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  au- 
quel il  appartient. 

D'après  la  condition  rzszq^szp^  les  équations  (i) 
deviennent 

|=,x,  ^=,ï,  |=pz,      w 

et  eUes  sont  maintenant  les  équations  générales  de 
l'Hydrostatique ,  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

583.  Les  conditions  d'équilibre  qu'elles  expriment 
se  réduisent ,  dans  chaque  cas  particulier,  à  ce  qu'on 
puisse  trouver  pour  p  une  fonction  de  or ,  ^ ,  z ,  qui 
satis&sse  en  même  temps  à  ces  trois  équations.  Or, 
si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  par  dx^ 
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djr ,  tùs  f  il 'vieat 

dp  =z  p  ÇKdx  ^Ydj-  ■\-  Zdz)  ;         (3) 

il  faudra  donc,  pour  que  la  yaleur  de  p  soit  possible, 
que  le  produit  de  p  et  de  la  formule  Xjdjc+Ydf+Zdz, 
soit  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes  x^jr^z.  Réciproquement , 
quand  cette  condition  sera  repiplie ,  on  prendra  pour 
p  l'intégrale  de  ce  produit,  et  Ton  satisfera  de  cette 
manière  aux  équations  (a). 

En  mettant  dans  cette  yaleurde  p,  à  la  place  de 
^f  J 9-^9  ^^  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  de  ABCD ,  on  aura  la  pression  qui  aura 
lieu  en  ce  point  sur  la  paroi  du  vase  dans  lequel 
cette  masse  fluide  sera  contenue;  pression  qui  sera 
toujours  détruite,  pourvu  que  cette  paroi  soit  fixe  et 
susceptible  d'une  résistance  indéfinie;  mais  dans 
les  endroits  où  le  vase  est  ouvert ,  et  où  le  fluide  est 
entièrement  libre ,  rien  ne  pourra  détruire  la  pres- 
sion Pi  par  conséquent,  il  faudra  que  sa  valeur  soit 
nulle»  pour  tous  les  points  de  la  surface  libre  d'une 
masse  fluide  en  équilibre  ;  ce  qui  donne 

Xrte  +  \dj  +  Zdz  =z  o,  (4) 

pour  l!équation  différentielle  de  cette  surfeice* 

Cette  équation  subsistera  encore  lorsqu'on  exercera 
une  pression  constante  a  la  surface  libre  du  fluide  ; 
car  alors  il  faudra  qu'on  ait  £^  =s  o,  pour  tous  ses 
points;  et  la  densitéji'n'étant  pas  nulle,  l'équation  (4) 
rfeulte  alors  de  la  formule  (5).  Si  Ton  exerçait,  par 
un  moyen  quelconque,  une  pression  variable  d'un 
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point  à  un  autre  de  la  surface  libre  d'un  fluide,  et 
cpe  cette  pression  rapportée  k  Tunitë  de  surface ,  fait 
représentée  f^/(x,jr,  z),  il  faudrait  que  la  valeur 
de  Pf  tirée  de  FéquatiiRi  (4)  ^  ooincîdàty  pMir  tous  1» 
points  delà  surface  libee,  avec  celte  fonction  dontt^ 
de  Xff,  z}  et,  dans  ce  cas^  l'équation  dtffsreiitieUc^ 
de  cette  sur&ce  serait 

pÇLda;  +  Y4r  4-  Z^^)  =  df{pc,jr,z). 

Dans  lasuite,  nous  supposerons  toujoun  que  la  pres^ 
sion  extérieure  est  nulle  ou  constante  dans*  toute  Té-^ 
tendue  de  la  surface  libre  d'un  fluide  en  équilibre* 

La  pression  p  étant  proportionnelle  à  la  densité, 
dans  les  fluides  élastiques  (n"*  58o) ,  il  s'ensuit  que 
cette  pression  ne  peut  jamais  être  zéro  dans  mm  fluide 
de  cette  uatnré,  tant  que  la  densité  n'est  pas  miUe, 
c'est-à-^drre  ,  tant  que  le  fluide  existe,  et  qu'il  n'a  pas 
perdu^  parle  froid,  toute  sa  force  élastique.  Un  fluide 
Mastique  ne  peut  donc  être  en  équilibre  que  quand 
il  est  contenu  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts ,  ou. 
bien  lorsqu'on  exen:e  ii  sa  surface  des  pressions  ^bi- 
gées  de  dehors  en  dedans* 

584*  Il  suit  de  l'équation  (4),  que  la  résultante 
des  forces  accélératrices  X ,  Y ,  Z ,  qui  agissent  sni^ 
chaque  point  d'un  liquide  en  équilibre ,  apparteaaafc 
à  sa  surfaœ  libre»  est  perpendiculaire  à  cette  surÊice, 
soit  qu'il  n'y  ait  aucune  pression  extérieure,  so& 
qu'on  exesœ  à  cette  surface  uue  pr^ssioq  constante 
d'un  point  à  un  autre.  En  effet ,  traçons  sur  la  sur^ 
face  libre  une  courbe  quelconque,  et  s^t  ds  l'élémMlt 
diflërentid  de  cette  courbe ,  correspondanit  4Mft  powft 
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dont  les  coordonnées  sont  x,  y^  z,  de  sorte  qne 

27f%9  -^y  soient  lescosinus  des  angles  qne  la  tangente 

à  cette  courbe,  en  ce  même  point ,  fait  avec  des  paraDè^ 
]es  aux  axes  des  coordonnées.  Appelons  R  la  résultante . 
des  forces  X,  Y,  Z;  les  cosinus  des  angles  que  fait  sa 

direction  ayec  ces  parallèles^  seront  7^  ?  ^  7  ;  or ,  si 
l'on  divise  l'équation  (4)  par  Kds,  on  aura 

ce  qui  montre  qne  la  direction  de  la  force  R ,  et  ta 
tangente  à  la  courbe^qid^  a  tracée  arbitrairement 
sur  la  surface ,  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  , 
et,  par  conséquent ,  que  cette  direction  coïncide  avec 
la  normale  au  point  que  l'on  considère.  Cette  force 
agira ,  en  général ,  de  dehors  eh  dedans  ;  mais  quand 
la  pression  extérieure  ne  sera  pas  nulle ,  elle  pourra 
être  dirigée ,  au  contraire ,  de  dedans  en  dehors. 
.   Si  Ton  intègre  l'équation  (4) ,  et  qu'on  donne  à  la 
constante  arbitraire,  contenue  dans  son  int^rale, 
autant  de  valeurs  particulières  qu'on  Toudra,  les 
équations  déterminées  qui  en  résulteront,  appartien-i^ 
dront  à  autant  de  surfaces,  dont  chacune  aura  ¥é^ 
quatioQ  (4)  pour  équation  différentielle,  et  jouira , 
par  conséquent ,  des   propriétés  d'être  également 
pressée  dans  toute  son  étendue  et  de  couper  k  angle 
^il ,  en  tous  ses  points,  la  direction  de  la  résultante 
des  forces  X,  Y,  Z.  Celles  de  ces  sunhces  qui  passent 
dans  l'intérieur  du  fluide,  d'après  la  valeur  de  h 
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Gonstante  arbitraire,  sont  ce  qu'on  appdle.des  mr^ 
faces  de  nii^eau.  Si  l'on  fait  croître  cette  constante* 
par  degrés  infiniment  petits ,  on  divisera  la  masse 
fluide  en  une  infinité  de  couches  infiniment  minces, 
et  comprises  entre  deux  surfaces  de  niveau  consécu- 
tives ,  que  Ton  nomme ,  pour  cette  raison ,  des  cou- 
ckes  de  niveau. 

La  valeur  dé' la  constante  qui  répond  à  la  surÊu:e 
extérieure  se  déterminera,  dans  chaque  cas,  d'après 
le  volume  donné  du  liquide  ;  en  sorte  que  la  pression 
extérieure  n'aura  aucune  influence ,  ni  sur  la  figure 
d'équilibre,  ni  sur  les  dimensions  de  ce  fluide  regardé 
comme  incompressible.  L'équilibre  ne  sera  pas  trou- 
blé si  le  liquide  vient  k  se^^liflifier  ;  il  s'ensuit  donc 
qu'une  pression  constante  et  normale ,  exerce  de  de- 
hors en  dedans  sur  tous  les  élémens  de  la  surface 
d'un  corps  liquide  ou  solide ,  se  détruit  d'elle-même, 
et  ne  peut  imprimer  à  ce  corps  aucun  mouvement 
de  translation  ou  de  rotation*  Pour  un  liquide ,  cet 
équilibre  des  pressions  extérieures  résulte  de  la  pro- 
priété caractéristique  des  fluides,  de  transmettre  ^;a- 
lement  en  tous  sens  les  pressions  exercées  à  leur  sar^ 
ùiCe  (n^  ^77);  on  vérifiera,  par  la  suite,  qu'il  est 
indépendant  de  cette  propriété ,  et  qu'il  a  également 
lieu  pour  un  corps  solide  de  forme  quelconque. 
,  585.  Supposons  actuellement  que  le  fluide  en  équi- 
libre soit  formé  d'une  matière  homogène ,  et  qu'il  ait 
partout  la  même  température  et  la  même  densité. 
La  quantité  f  étant  constante ,  il  faudra ,  d'après  l'é-' 
quation  (3) ,  que  la  formule  TLdx  -f-  Ydj--^  Zdz  soit 
la  difierentielle  exacte  d^une  fonction  de  trois  varia- 
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bles  indépendantes.  Si  cela  n'a  pas  lieti,  l'éqiiitibre 
est  impossible  dans  la  masse  fluide,  quelque  forme 
qu'on  lui  donne,  et  lore  même  qu'eUe  serait  ren- 
fermée  dans  un  vase  fermé  de.  toutes  parts. 

M^isla  condition  d'intégrabilité  est  tonjoors  wp». 
plie  à  l'égard  des  forces  de  la.  nature ,  qui  sont  des 
attractions  ou  des  répulsions,  dont  les  intensité  va- 
rient en  ifonctions  des  distances  aux  centres  dont  elles 
émanent  (n°  i58).  L'équilibre  d'un  liquide  homogène, 
soumis  à  de  semblables  forces,  sera  donc  possible;  et 
pour  qu'a  ait  Heu  effectivement,  U  faudra  donneras 
flnide  une  forme ,  telle  que  sa  surface  libre  coupe  k 
angle  droit,  dans  toute  son  étendue,  la  résultante  de 
ces  forces  attractives  ou  re'pulsives. 

Si,  par  exemple,  la  masse  fluide  est  entiètement 
libre;  que  l'on  exerce  à  sa  surface  une  pression  cons- 
tante ,  et  qu'a  n'y  ait  qu'une  seule  force  dirigée  vers 
un  centre  fixe,  la  figure  de  la  masse  ABGD,  en  équi- 
libre autour  de  ce  point ,  sera  une  sphère  qui  aura 
ce  point  pour  centre,  et  dont  le  rayon  se  déduira 
du  volume  donné  de  cette  masse.  En  supposant  que 
la  force  dirigée  vers  le  centre  fixe  soit  une  altracrion 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  désignant 
par  g  l'intensité  de  cette  force  accélératrice  à  la  sur- 
face du  liquide,  par  a  son  rayon,  et  par  iir  la  pres- 
sion extérieure,  Ç'  sera  l'attraction  à  la  distance  r, 
et  l'on  conclura  de  l'équation  (4) 

poiir  la  pression  à  la  même  distance.  La  même  chose 
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aura  lien  si  Ton  rempkiœ  te  centre  fixe  par  une  sphère 
solide  dont  tons  les  pointe  attirent  ceox  dn  liquide 
eft  raison  inrerse  du  carré  de  la  distance;  mais  alors 
c  étant  le  rayon  de  cette  sphère ,  la  valeur  de  p  ne 
s'appliqnera  qu'aux  valeurs  de  r  comprises  depuis 
rs=c  jusqu'à  rs^a.  Lorsqu'on  changera  Fattraction 
en  une  force  réptdsive  ^  il  suffira  de  changer  le  signe 
de  ^;  en  sorte  que  l'on  aura 

p  —  ^  +  Sfa-^  ^. 

La  plus  petite  yaleur  de  p  répondra  &  r^=zc ,  et 
sera 

p  s^  *sr  —  ■    ■   # 

•  c 

Il  faudra  qu'elle  soit  positive^  sans  quoi  la  couche  li- 
€|uide  se  détacherait  du  corps  solide,  et  serait  dis- 
persée dans  l'espace  ;  par  conséquent ,  il  faudra 
que  la  pression  extérieure  4»  surpasse  la  quantité 

gpa  {a      c)^  g^  général ,  il  est  nécessaire ,  dans  Féquî- 

libre  d'un  fluide,  que  la  pression  p  ait  une  vjdeur 
positive  dans  toute  l'étendue  de  sa  masse ,  afin  que 
les  parties  contigués  s'appuient  partout  l'une  contre 
l'autre ,  et  que  le  fluide  ne  se  divise  pas. 

Quand  le  rayon  c  est  très  grand,  la  ibroe  attractive 
dirigée  vers  le  centre  de  la  sphère  est  sensiblement  pa- 
rallèle ,  et  la  surface  du  liquide ,  sensiblement  plane 
et  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force ,  dans 
une  étendue  peu  considérable.  Ce  cas  est  celui  d'un 
liquide  pesant ,  que  nous  considérerons  spécialement 
dans  le  chapitre  suivant. 
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586.  Qndles  <pie  soient  les  forces  cTattiacÉoii  oa 
•de  répulsion  dirigées  vers  des  centres  fixes  qui  agis^- 
sent  sur  tous  les  points  d'une  masse  fluide  ABQ) , 
iaisoBS 

<p  daignant  une  fonction  des  coordonnées  x,  j",  z, 
dépendante  des  lois  de  ces  forces  en  fonctions  des 
distances. 

L'é€|aation  (5)  deviendra  alors 

« 

Pour  qu'elle  subsiste  quand  la  densité  p  sera  variable, 
il  faudra  que  cette  densité  soit  une  fonction  de  la 
quantité^;  et,  réciproquement,  lorsque  cette  con- 
dition sera  remplie,  il  y  aura  toujours  une  valeur  de 
p  qui  satisfera  à  cette  équation  d'équilibre*  Or^  d'après 
réquation  (4)  »  la  quantité  (p  est  constante  dans  toute 
l'étendue  de  chaque  couche  de  niveau;  dans  un 
fluide  hétérogène  et  dans  un  fluide  «ompressible  en 
'équilibre,  il  est  donc  nécessaire  que  la  densité  soit 
'Constante  dans  toute  l'étendue  d'une  même  couche  ; 
et  la  couche  superficielle,  soumise  à  une  premon 
i:onstante  et  donnée ,  étant  une  couche  de  niveau ,  il 
faut  aussi  qu'elle  ait  une  même  densité  dans  toute 
son  étendue. 

Si  le  fluide  est  incompressible ,  la  densité  p  pourra 
être  une  fonction  quelconque ,  continue  ou  disconti- 
nue ,  de  la  quantité  ^  ;  quand  elle  sera  donnée ,  on 
en  oDuclura  la  valeur  de  p  en  fonction  de  f ,  en  inté* 
2.  34 
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grant  la  formule  fd(p,,  et  dëterminânt  la  constante  ar« 
-bitraire  d'après  la  grandeur  constante ,  et  aussi  don« 
«née  y  de  la  pression  extérieure.  * 

Dans  le  cas  d'un  liquide  héiérogène  soumis  à  une 
force  centrale,  il  faudra,  pour  1  équilibre,  que  sa  masse 
soit  formée  de  couches  sphériques  et  concentriques , 
dont  la  densité  sera  la  même  dans  toute  l'étendue  de 
chacune  d'elles,  et  pourra  varier  arbitrairement  d'une 
couche  à  une  autre.  De  même ,  si  plusieurs  liquides 
pesans  sont  contenus  dans  un  vase ,  il  faudra ,  pour 
l'équilibre ,  que  chaque  couche  horizontale  et  infini- 
ment mince  ne  contienne  qu'un  seul  liquide;  condi- 
dition  qui  sera  remplie,  si  la  surface  supérieure, 
qu'on  suppose  soumise  à  une  pression  constante ,  et 
les  sur&ces  de  séparation  de  deux  liquides  consécu- 
tif, sont  toutes  planes  et  horizontales.  La  stabilité 
de  l'équilibre  exigera,  de  plus,  que  les  densités  des 
liquides  superposés  décroissent ,  en  allant  du  liquide 
le  plus  bas  au  liquide  le  plus  élevé ,  afin  que  le 
centre  de  gravité  de  ce  système  de  corps  pesans,  soit 
le  pltis  bas  possible  (n^  348). 

587.  Dans  un  fluide  élastique,  la  densité  est  liée  à 
la  pression  (n^  56o) ,  et  ne  peut  plus  être  donnée  ar- 
bitrairement, cooMne  dans  un  fluide  incompressible 
et  hétérogène.  En  divisant  les  équations  dpt=:pdp  et- 
ptsizkp  Tune  par  l'autre,  il  vient 

.^.*         (5) 


I     « 


Si  la  température  est. partout  la  même,  k  sera  vue 
quantité  constante;  et ,  en  intégrant,  on  aura 
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p=:4Sr^,      p=aje*,  (6) 

pour  exprimer  les  lois  de  la  pression  et  de  la  densité  ,- 
dans  l'état  d'équilibre  du  fkiide  ;  e  désignant  la  base 
des.lc^arithoies  népériens  ,etv  étant  une  constante 
arbitraire ,  qm  exprimera  mie  certaine  pression ,  et  se 
détermÎQera  d'après  la  pression  qui  aura  lieu  en  un 
point  doQué. 

Si  la  température  varie  d'un  poitit  à  un  autre ,  H 
variera  également;  mais  pour  que  l'équation  (5)  suIj- 
siste,  il  faudra  que  cette  quantité  soit  une  fonction 
de^,  qui  pourra  être  donnée  arbitrairement.  La 
température  devra  donc  être  aussi  une  fonction  de  ^  ; 
par  conséquent,  la  température  est  constante  dans 
toute  l'étendue  de  chaque  couche  de  niveau  d'un 
fluide  élastique  en  équilibre.  Cette  condition  étant 
remplie,  il  faudra  remplacer  les  équations  (6)  par 
celles-ci  : 


Abstraction  faite  de  la  force  centrifuge  et  de  la  non- 
sphéricité  de  la  terre  ^  la  pesanteur  des  molécules 
d'air  est  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  et  les  cou- 
ches de  niveau  de  la  terre  sont  sphériques  et  concen- 
triques. Pour  que  l'atmosphère  demeurât  en  équi- 
libre, il  faudrait  donc  que  la  température  fut  partout 
la  même,  à  une  même  hauteur  au-dessus  de  la  sur- 
face  de  la  terre,  et  qu'elle  ne  variât  qu'avec  l'éléva- 
tion des  couches  concentriques.  Or,  il  n'en  est  pas 
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ainsi  ;  et  le  soleil  échauffe  inégalement  les  différent 
points  de  la  surface  de  la  terve  et  de  chaque  couche 
atmosphérique.  La  température  dépendant  de  la  la- 
titude^ cette .  circonstance  empêche  l'équilibre  d'a-« 
voir  lieu ,  et  produit  des  vents  permanens ,  que  Ton 
observe ,  en  effet ,  près  de  Téquateur»  Au  reste  ^  la 
condition  de  l'équilibre  des  couches  atmosphériques 
ne  potirrait  rien  nous  apprendre ,  relativement  a  la 
variation  de  la  température  dans  le  sens  vertical  ;  car 
l'équation  (5)  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  A: 
en  fonction  de  fp  et,  par  conséquent,  quelle  que  sott 
la  loi  de  cette  variation. 

Lorsque  la  masse  ABCD  est  composée  de  plusieurs 
gaz  de  nature  diverse,  les  conditions  d'équilibre 
peuvent  être  remplies  de  deux  manières  différentes  : 
quand  ces  gas  sont  parfaitement  mëtës  ensemUe^ 
de  sorte  qu'ils  forment  un  fluide  homogène  dans 
toutes  ses  parties  ;  et  quand  ils  sont^^  au  contraire  , 
disposés  en  couches  superposées  »  dont  les  surfaces  de 
séparation  sont  toutes  des  surfaces  de  niveau.  Le 
premier  cas  a  lieu  dans  l'atmosphère  dont  la  compo- 
sition a  été  trouvée  la  même  à  toutes  les  hauteurs. 
Cet  état  d'un  mélange  parfait  est  celui  de  Féquilibre 
le  plus  stable;  et  quand  deux  gaz  différens  sont  su- 
perposés dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts ,  ils  fi- 
nissent, à  la  longue,  par  se  mêler  exactement,  à 
moins  qu'on  ne  parvienne  à  garantir  le  vase  qui  con- 
tient ces  fluides ,  des  plus  petites  agitations. 

588.  Les  centres  des  forces  attractives  ou  répul- 
sives ,  qui  agissent  sur  chaque  point  M  de  la  masse 
fluide  ABCD,  peuvent  être  tous  les  autres  points  ma- 


\ 
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tériels  de  cette  masse.  Dans  ce  cas ,  4es  composantes 
X ,  Y^  Z ,  de  la  force  accélératrice  totale  du  point  M^ 
se  composeront  d'une  infinité  de  termes;  ce  qtd 
n'empêchera  pas  qu  elles  ne  soient  de  certaines  fonc* 
tions  de  x^  jr^z^  communes  à  tous  les  points  des 
fluides,  en  supposant  que  la  loi  naturelle  de  l'actiim 
égale  et  contraire  à  la  réaction ,  ait  lieu  dans  leurs 
attractions  et  répulsions  mutuelles,  et  que  tou3  ces 
points  soient  d'ailleurs  soumis  aux  mêmes  forces 
étrangères. 

Dans  la  nature,  ces  actions  mutuelles  sont  de  deux 
sortes  difierentes  :  les  unes  varient  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  et  les  intensités  des  autres 
sont  exprimées  par  des  fonctions  qui  décroissçjp^t  avec 
une  extrême  rapidité  et  n'ont  de  valeurs  seus^^aJes 
que  pour  des  distances  insensibles.  On  calculera  les 
composantes  totales  X,  Y,  Z,  des  forces  de  la  pre* 
ijiière  espèce,  en  partageant  la  masse  de  ÂBCD  en 
éiémens  infiniment  petits  (n*  g8) ,  et  faisant  ensuite , 
par  le  calcul  int^ral,  les  sommes  des  attractions  ou 
répulsions  de  tous  ces  points ,  suivant  chaque  dirèc** 
tion.  Quant  aux  actions  de  la  seconde  espèce,  que 
l'on  appelle  proprement  les  forces  moléculaires ^  et 
qui  sont  attractives  ou  répulsives,  selon  que  l'attrac- 
tion de  la  matière  pondérable  est  plus  grande  ou  plus 
petite  que  la  répulsion  calorifique,  on  ne  devra  pas 
en  tenir  compte  dan&  le  calcul  des  forces  X ,  Y,  Z , 
relatives  à  «n  point  intérieur  M;  car  ce  sont  précisé- 
n^ent  c^  forces  moléculaires  qui  produisent  la  près**- 
sion/i,  égale  en  tous  sens  autour  de  M,  à  laquelle  on 
a  uéjà  eu  égard  en  formant  les  équations  d'équilibre. 
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Il  résulte  de  (ette  dernière  considération  ^  que  les 
équations  (2)  auxquelles  on  est  parvenu,  sont  les  con- 
ditions d'équilibre,  nécessaires  el  suffisantes ^  de 
toutes  les  forces,  y  compris  les  actions  moléculaires, 
qui  agissent  sur  un  élément  quelconque  dm  de  la 
masse  fluide;  en  sorte  que  l'équilibre  a  lieu,  certain 
nenyeht,  quand  il  existe  une  valeur  de  p  qui  satisfait 
à  ces  équations  pour  tous  les  points  du  fluide ,  qui 
coïncide  avec  la  valeur  donnée  directement  de  la 
pression  à  la  surface  libre ,  et  qui  ne  devient  négative 
en  aucun  point ,  afin  que  les  parties  du  fluide  restent 
contiguës. 

Si  la  loi  des  forces  moléculaires ,  en  fonction  de  la 
distante ,  était  donnée ,  et  qu'on  put  déduire  de  ces 
forbeé  l'expression  de  la  quantité  p  en  fonction  de 
rintei'valle  moyen  des  molécules  (n*^  98) ,  on  substi- 
tuerait cette  expression  dans  les  équations  (s)  ;  l'une 
d'elles  déterminerait  la  grandeur  de  cet  intervalle, 
qui  û  lieu ,  dans  Tétat  d'équilibre,  autour  du  point  M; 
et  les  deux  autres  exprimeraient  les  conditions  de 
cet  équilibre.  La  valeur  nun^érique  de  p  résulte- 
rait ensuite  de  celle  de  l'intervalle  moyen ,  on  de 
la  valeur  correspondante  de  la  densité  ;  et  j'ai  ex- 
pliqué, dans  le  mémoire  cité  précédemment  (n*  576), 
comment  cette  pression  p  peut  varier,  dans  de  très 
grands  rapports,  pour  les  très  petites  variations  de 
la  densité  qu'on  observe  dans  les  liquides.  Mais  la 
détermination  directe  de  la  pression  p  ftant  impos- 
sible ,  on  est  obligé  de  déduire  sa  valeur  des  con- 
ditions mêmes  de  l'équilibre ,  ou  de  la  formule  (3) , 
qui  en  est  la  conséquence. 
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Lorsque  1er  point  M  est  situé  a  la  surface'  du 
tbaiiàe ,  ou  '  qu'il  n  te  est  éloigné  que  d'une  distance 
moindre  que  le  rayon  d'activité  des  forces  molécu* 
laires^  ou  doit  avoir  égard  à  ces  focces  et  à  la  va-* 
riatiou  rapide  de  la  densité  superficielle,  dans  le 
calcul  des  composantes  X^  Y,  Z,  et,  par  suite,  de 
la  valeur  de  p,  déduite  de  la  formule  (5).  U  en 
résulte  une  influence  des  forces  moléculaires  sur  la 
figure  du  liquide  en  équilibre,  qui  uest  pas  sensi- 
ble, en  général,  et  qui  ne  le  devient  que  dans  les 
espaces  capillaires.  On  n'y  aura  point  égard  dans  ce 
Traité;  et,  pour  tout  ce  qui  concerne  les  phéno- 
mènes de  la  capillarité ,  je  renverrai  à  là  NouPelle 
théorie  de  î Action  capillaire,  que  j'ai  publiée  il  y 
a  deux  ans. 

589.  Si  un  liquide  homogène  ou  hétérogène 
tourne  uniformément  autour  d'un  axe  fixe,  les  for- 
mules précédentes  feront  connaître  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  conserve  une  fi-* 
gure  permanente,  et  se  meuve  comme  un  corps  so-* 
lide.  U  suffira  pour  cela,  de  joindre  alix  composatites 
X,  Y,  Z,  celles  de  la  force  centrifuge  qui  résulte 
de  cette  rotation. 

.  Prenons  alors  l'axe  de  rotation  pour  celui  des  z. 
Soit  r  la  distance  du  point  quelconque  M  à  cette 
droite ,  de  sorte  qu'on  ait 

Appelons  ol  la  vitesse  angulaire  constante  et  eom- 
mune  à  tous  les  points  du  fluide;  rtt  sera  la  vitesse 
absolue  du  point  M;  et  comme  il  décrira  un  ccarcle 
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doot  le  rayoQ  est  r,  la  force  centrifiige  aum  ne*  pour 
ralenr  (n*  174).  Cette  force  étant  dirigée  raivanl  le 
pfx>loii(|;enieiit  de  r,  od  obtiendra  ses  composantes 
parallèles  anl  aves  des  :r  et  des  j^  en  k  nmltiplionl 

par  -  et"^;  ce  qui  donne  xa.^  et  ya^  ^  qu'il  &udra 

ajouter  aux  forces  X  et  Y  ;  et  comme  la  force  Z  ne 
changera  pas,  la  formule  (3)  deviendra 

^==f(X^jr  +  Yrfr+Zd!5+a*j:££r+ct»je^),     {a) 

«La  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  sera 
encore  une  différentielle  exacte,  savoir,  la  différen- 
tielle de  la  fonction  ^  du  n^  586,  augmentée  de 
•y  a*(x*  +7*),  ou  de  Y  a*r*.  Par  conséquent,  la  forme 
permanente  sera  possible;  et  si  la  surface  lilHre  du 
liquide  éprouve  une  pression  constante  dans  toute 
son  étendue ,  lequation commune  à  celte  sur&ce  et 
à  toutes  les  surfaces  de  niveau  sera 

Xt£r  + Y^4-Zrfz-4-a*(ardic +^^)  =  o.    (ô) 

Dans  le  cas  d'un  liquide  homc^ne ,  il  suffira  que 
la  sur&ce  libre  soit  déterminée  parllntégrale  de  cette 
équation  différentielle»  dont  on  déterminera  la  cons- 
tante aiiiitraire ,  d'après  le  volume  entier  du  liquide , 
comme  on  le  verra  tout  à  l'heure  par  un  exemfrfe. 
Dans  le  cas  d'un  kquide  hétérogène,  il  faudra,  de 
plus,  qu'il  se  compose  de  couches  homogènes,  dont 
les  figures  seront  aussi  déterminées  par  l'intégrale  de 
cette  même  équation,  et  qui  ne  différeront  de  la 
figure  extérieure,  que  par  les  valeurs  de  la  cons- 
tante arbitraire. 
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590.  Appliquons  l'équatioii  (b)  au  cas  d'an  iiqatde 
homogèoey  wurnis  à  la  pesanteur^  tour oant  autour 
d  un  axe  yertical ,  ^  contenu  dans  un  rase  ouvert  à 
sa  partie  supérieure. 

En  appelant  g  la  gravité ,  et  comptant  les  z  posi- 
tives dans  le  sens  contraire  à  cette  force,  nous  au- 
rons 

X  =  O,     Y  ss  0>     Z  SX  —  g. 

L'équation  (b)  deviendra  donc 

gdz  =  A^(xdx  +  jrdjr); 

m 

d'où  l'on  tire  en  intégrant ,  et  désignant  par  c  la  cous^ 
tante  arbitraire 

ce  qui  montre  que  la  figure  libre  du  liquide  sera 
celle  d'un  paraboloîde  de  révolution  dont  l'axe  sera 
celui  de  la  rotation. 

Four  déterminer  la  constante  c,  suppasons  que 
le  vase'  soit  un  cyKndre  vertical  k  base  circulaire , 
dont  l'axe  de  figure  soit  Taxe  des  z  bu  de  rotation. 
Appelons  a  son  rayon ,  et  A  la  hauteur  due  à  la  vi** 
tesse  absolue  oa  de  la  surface,  de  sorte  qu'on  ait 

a*a*z=:2ghy  et  par  conséquent  zsss  —  '^c.  Soit 

aussi  b  la  hauteur  de  Teau  avant  le  mouvement;  wa*b 
sera  le  rolume  du  liquide  qui  ne  changera  pas  pen- 
dmit  la  rotation  ;  or ,  en  divisant  le  paraboloîde  en 
Moches  cylindriques  et  infinim^it  minces ,  qui  aient 
pQur  axe  commun  celui  des  z,  on  aura  anrrdr  pour 
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la  base,  et  2'?tzrdr  pour  le  volame  de  la  cOtiche  dont 

le  rayon  est<ret  Fépaksear  €fr;  ce  Tolame  total  s'ob— 

tiendra  donc  en  intégrant  aTrxtdry  depuis  rso  jus^ 

qu'à  r=a;  d'où  Ton  conchit 

/•û 
.  a'6  5=  a  /     zrdr. 

En  substituant  pour  r  sa  valeur  et  effectuant  Tinté- 
gration ,  on  en  déduit 

pour  la  valeur  de  c. 

L'équation  de  la  sur&ce  supérieure  du  liquide  sera 
donc 


a» 


La  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  z  qui 
répondent  à  r=so  et  r  =  a,  seront  5 -—  -^A  et 
b-jr^k;  en  sorte  que  rabaissement  du  liquide  dans 
l'axe,  et  son  élévation  à  la  circonférence^  qui  r&ul- 
terpnt  de  la  rotation,  seront  les  ménoies,  et  auront 
pour  valeur  la  moitié  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de 
la  circonférence. 

Sqi.  Quand  les  forces  dont  X,  Y,  Z,  sont  les 
composantes,  proviennent  des  attractions  de  tous  les 
points  du  liquide ,  en  raison  inverse  du  carré  des  dis- 
tances ,  ou  suivant  d'autres  lois ,  les  valeurs  totales 
de  X ,  Y,  Z,  dépendent ,  en  général,  de  la  forme  du 
liquide  et  de  ses  couches  de  niveau  ;  et ,  réciproque- 
ment, cette  forme  dépend  des  valeurs  de  ces  compo- 
santes. Cette  dépendance  mutuelle  des  attractions  du 
fluide  et  de  sa  figure ,  rend  la  détermination  de  celle* 
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ci  très  difficile  au  moyen  de  Féquation  (&)•  Lors 
même  que  le  liquide  est  homogène^  on  n'est  parvenu 
à  résoudre  ce  problème  ^  dans  le  cas  ordinaire  de  Tat- 
traction  C|i  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
qu'en  supposant  la  force  centrifuge  peu  considérable, 
de  manière  que  le  fluide  s'écarte  peu  de  la  forme 
sphérique  qu'il  pourrait  prendre  si  cette  force  était 
tout-à-fait  nulle,  c'est-à-dire,  si  le  fluide  était  en 
repos.  On  démontre  alors ,  par  une  analyse  fondée 
sur  la  considération  d<ss  séries,  et  qui  ne  peut  pas 
trouver  place  ici,  que  la  figure  du  fluide  est  néces- 
sairement celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont 
on  détermine  l'aplatissement,  d'après  la  grandeur 
de  la  force  centrifuge  à  l'équateur ,  comparée  à  l'at- 
traction du  fluide  au  même  point. 

Mais^  il  est  facile  de  vérifier  que  la  figure  ellipti* 
que  satisfait  toujours  à  l'équation  {b),  lorsque  la 
vitesse  ajne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  et  qu'il 
j  a  alors  deux  ellipsoïdes  de  révolution  qui  répon- 
dent à  âne  même  valeur  de  cette  vitesse  de  rotation. 
Supposons,  en  effet,  que  la  surface  du  fluide,  dans  son 
état  permanent,  a  pour  équation 

qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  Taxe 
de   figure  et  le  diamètre  de   l'équateur   ont  2C  et 

3C  v/i  +>*  pour  longueurs.  Appelons  X,  Y,  Z,  les 
composantes  de  la  force  accélératrice  provenant  de 
l'attraction  totale  de  ce  corps  sur  le  point  de  sa  sur- 
face qui  répond  h  x,  j,  z,  et  dirigées  suivant  les 


: 
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prolongemeos  de  ces  coordoonées»  c*est-à*dlre,  ea 
seos  contraire  des  composantes  dont  on  a  donne  -les 
expressions  dans  le  n*^  i  o6.  En  changeant  les  signes 
de  ces  expressions,  et  obseirant  qne  j'^pci^i  -j*  >0 
^st  la  niasse  de  l'ellipsoïde ,  nous  aurons 

f  étant  t  comme  dans  le  n^  dté,  l'intensité  de  Tat- 
traction  à  l'unité  de  distance,  et  entre  des  masses 
dont  chacune  est  ^ale  à  l'unité.  Il  s'agira  donc  de 
prouver  que  ces  valeurs ,  jointes  à  Téquation  (c),  sa- 
tisfont à  l'équation  (6).  Or,  en  les  substituant  dans 
cette  équation ,  multipliant  tons  ses  termes  par  >*, 
ce  qui  suppose  que  y  ne  soit  pas  s5éro,.et  faisant 
pour  abr^er 

il  vient 

+  (i +>*)[arc(tangs=5f)— ^]jz£/z=so; 
en  diflerentiant  l'équation  (c),  on  a 

xdx  +  ydj  +  (i  +  9^*)  afe  =  o ; 

et^  pour  que  cette  équation  difierentielle  coïncide 

avec  la  précédente,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu'on 
ait 


*• 


\ 
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ï  >— i  (ï  4->*)a'fc  (tang=>)4-«>»=  arc  (tang=>)— y  ^ 
ou  bien  en  réduisant 

s 

T-^^T-'  —  aïc(ting  =5  >)  es  o;      (d) 

en  sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  s'assurer  si  cefte 
équation  a  des  racines  réelles  ^  et  à  en  déterminer  le 
nombre* 

Pour  cela ,  je  représente  par  C  son  premier  mem- 
bre ,  et  je  suppose  que  Ton  trace  la  courbe  dont  ye\€ 
sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  courantes  :  cette  courbe 
coupera  l'axe  des  abscisses  à  l'origine  ;  mais  la  racine 
y^  sss  o  est  étrangère  à  la  question  ^  tant  que  la  litesse  i» 
et  par  suite  c  n'est  pas  xéro.  Les  autres  racines  de  l'é-^ 
quation  (d)  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires;  mais  il  suffira  de  considérer  ses  racines 
positives,  parexemple,  attendu  que  l'équation  (c)  ne 
contient  que  le  carré  de  y. 

Cela  étant,  si  l'on  égale  à  zéro  la  différentielle  de  €, 
on  trouve 

£>♦  +  3(5€  —  i)>'  +  9€  =  O,  (e) 

pour  déterminer  les  abscisses  correspondantes  aux 
maxima  et  aux  minima  de  cette  ordonnée.  Or,  cette 
équation  étant  du  second  degré  par  rapport  ky*,  il 
s'ensuit  quil  ne  peut  exister  qu'un  nuucmum  et  un 
minimum  de  chaque  côté  de  Torigine  des  abscisses  i 
d'où  Ton  conclut  d'abord  que  la  courbe  ne  pourra 
couper  qu'en  deux  points  l'axe  des  abscisses  positives, 
at^^elà  de  cette  origine  ;  en  sorte  qu'il  existera  ^  au 
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plus,  deux  racines  réelles  et  positives  de  Téquation  (d) . 
Observons  en  ontre,  que  si  les  équations  (d)  et  (e)  ont 
lien  pour  une  même  valeur  de  ^»  la  courbe  touchera 
l'axe  des  abscisses  en  un  point  qui  répondra  à  une 
racine  double  de  Téquation  (d).  Or ,  on  tire  de  le^ 
quation  (e), 

^  "■  ('+>')  (9 +>*)' 
en  substituant  cette  valeur  dans  Féquation  (d),  il  vient 
.      7y^4-W  +  27y ait:(tang  =  y); 

équation  qui  ne  peut  avoir  qu'une  seiJe  racine  posi- 
tivée, outre  ^  =£  o.  Cette  racine  existe  effective- 
ment; et  par  des  essais,  on  trouve  pour  sa  valeur 
approchée 

y  =  2,5295. 

La  valeur  correspondante  4e  <  est 

€  =  0,1 125; 

d'où  nous  pouvons  conclure  que  pour  des  valeurs  de 
é  plus  petites  que  cette  fraction ,  il  y  a  deux  inter- 
sections distinctes  de  l'axe  des  abscisses  positives,  et 
deux  ^raeines  inéga]e3  de  l'équation  {d)'y  que  pour 
œtte  valeur  de  £,  ces  intersections  se  chaînent  eu  un 
çon^cty  et  les  4cux  racines  deviennent  égales^- et 
q.ueiifin9  pour  des  valeurs  plus  grandes  de  fi,  les  in- 
teiff^fiops  nont  plus  lieu,  pou  plus  qii§,  les  r^Quies 
replies  dej'équation  {d).  Il  est  certain  que.ces.iacî" 
nés  r/^pondent  aux  moindres  valeurs  de  ép  ^  non 
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pas  anvi^QS  grandes;  car  .pour  £  =  oo  ^  Téqnatioii  {d) 
n'a. aucune  racine  difierea te  de  zéro;  et,  au  con- 
traire^ quand  c  est  une  très  petite. fractioa,  on  dé^ 
termine  aisément  les  deux  racines  îréelles  de  cette 
équation. 

Lorsqu'on  aura  déterminé^  au  moyen  de  l'équa- 
tion {d)y  les  deux  valeurs  approchées  de  ^  qui  répon- 
dent à  une  valeur  donnée  à^  e  moindme  que  la  frac- 
tion ^cédQnte,  les  valeuirs.préeédenteis  deX^  Y^  Z, 
'  feront  connaître .  l'attraction  du  fluide  en  un  point 
quelconque  de.  son  intérieur,  ou  de  sa  sur&ce ,  et  on 
déduira  les  valeurs  dé  c,  du  volume  aussi  donné  du 
liquide-  Quand  la  valeur  de .  €  surpassera  cette  frac- 
'  lion,  on  ne! set»  pas  en  .dvoft  d'en  conduis  que  la 
.  fi^pore  permanente  du  liguide .  soit  impossible ,  mais 
.^uljsment  qu'elle  ne  peut  pas  être  im  eUipsoîde  de 
.réyolatjon  ;  car  si  Ton  exeepte  le  .cas*  où  Ton  suppose 
Cfitte^  figure  très  peu  différeole  d^uiie  sphère,  on  n'a 
•  |H>ittt  encore,  démontré,  que  la  figure  elliptique  de 
révplution  soit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre 
d§s.|brces.  ceatrifjages  et.  des  actions  mutuelles  des 
.  PKi^lécules  :  op  n'a  même,  pas  prouvé  que  la.  sphère 
sc^t  la  sedle  figure  que  puisse  prendre  '  une  masse 
jfluide  en  repos,  dont  les  molécules  &attîreiit  mcH 
tuellement,  quelque  naturel  que  cela  paraisse. 
*   59;!.  Si  la  quantité  s  est.  une  très  petite tfraetion, 
OEi  sati$£^t  à  l'équaition  {d)  .eu  prenant  pour  y  une 
.  quantité  très  petite.  On  a  adors 

arc(tang  =:  y)  b^  y  —  i^«  +^c.; 
— *  L  ^  -l-  etc    • 

— .  2  — ^  cil*.  7  •       , 


3-p  y»  3    '         »  9 


% 
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et  en  snbstiluant  ces  valean  dans  récputkm  (d)f  sup- 
primant le  facteur  y ,  common  k  tous  les  termes ,  et 
négligeant  ensuite  les  puissances  de  y  supérieures  à 
la  première^  on  trouve 

«         i5t 

ce  qui  répond  à  Un  ellipsoïde  très  peu  aplati*  L'apb- 
tissement  sera  à  peu  près  ?>%  puisque  les  denx 

demi-axes  soot  c  et  c  v/i  +  >**  On  pourra  prendre 
«*c  pour  la  force  centrifuge  a  réqualeur^  et  ^'tt^ 
pour  Tattraction  en  un  point  de  la  surface  ;  ce  qui  se- 
rait les  valeurs  exactes  de  ces  deux  forces,  si  le  ewps 
était  exactement  ^hérîque.  Le  rapport  de  la  première 
à  la  seconde  est  égal  à  $€  ;  par  conséquent,  lorsqu'un 
flaide  homogène  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  et  s'^ 
carte,  très  peu  de  la  figure  sphérîque,  son  aplatisBe- 
ment  est  égal  à  cinq  fois  la  force  oentrifoge  è  l'équa- 
tion divisée  par  quatre  fois  l'attraction  à  la  sarCaM^e.On 
démontre  aussi  que  si  le  fluide  est  composé  de  cou- 
res très  peu  aplaties,  dont  les  densités  décroissent 
dn  centre  à  la  snr&ce ,  Taplatissement  ^ra  toujours 
plus  petit  que  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  et  ce- 
pendant plus  grand  que  les  deux  cinquièmes  de 
«elui  qui  répond  à  ce  cas. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  le 
rapport  de  la  force  centrifoge  à  la  pesahteur,  ou  à 
l'attraction  terrestre,  est  environ  ^1^  (n*  177)  à  Té- 
t]uateur.  4l|rla  terre  était  une  masse  fluide  homogène, 
son  aplatissement  serait  donc  ^,  dont  les  deux 
cinquièmes  sont  jj^y  sa  valeur  ^f^,  qui  résulta  de 
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robseiTUtion^  est  comprise  entre  ces  deux  limites, 
comkie  dans  le  cas  d'une  masse  fluide  dont  la  densité 
décroit  du  centré  à  la  tor&ce. 
En  (aidant 


a  =  c,      K/x""  +  ^'  3=  c  v/i  +  5,% 

dans  les  valeurs  de  Z  et  VX»+Y%  et  développant 
ensuite  £uif  anj;  les  puissances  de  > ,  on  trouve 

■  vxqrp»  _  4|ï(,  +  it- +  .te.) , 

pour  les  attffttctioiis  qui  ont  lien  aux  péJes  et  à  Féqua- 
teur.  rajoute  à  la  seconde  la  force  centrifuge  a\?, 
doff t  la  valeur  est  4/^f C€ ,  ou  le  produit  de  f  '^fyc  et 

de  —  ,  d'après  ce  qui  précède  ;  il  vient 
v/SqFT--f.  «'c  =  -  Mî:  (,  -  ^  + etc.), 

I 

pour  la  pesanteur  à  Téquateur.  En  en  retranchaqt  la 
pe^nteiir  Z  au  pôle  y  et  divisant  par  celle-ci ,  on  a 

en  sorte  qu'en  négligeant  le  carré  de  y^  y  ce  rapport 

est  égal    à  l'aplatissement  -y^^  et  par  conséquent^ 

la  aoitime  de  ces  deux  quantités  a  pour  valeur  cinq 
fois  la  fofrèe  âentriftîgè  divisée  par  le  double  dç  la 
2.  35  • 
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pesanteur  à  Féquatenr/  conformément  au  théorème 
-cité  dans  le  n^  igS. 

Dans  ce  même  cas  d'qne  très  petite  y^eur  de  €j  on 
satisfait  encore  à  l'équation  {d)  au  moyen  d^une  très 
grande  valeur  de  y.  On  a  identjiquement 

arc(tang  =zy)ss\^  —  arc  (tang  =  -J ; 

pour  une  semblable  valeur  de  ^^^  on  aura  donc,  en 
série  convei^ente, 

arc(tang  =  >)=i*-i+|^-J-^4.etc.; 
on  a  de  méfne 

y*+3  — y       3,4 -r  etc.; 

et  efk  substituant  ces  développemens  dans  Téqna- 
tion  (d) ,  on  en  dédira  ensuite  une  valeur  de  y  or* 
donnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  i,  sa-- 
voir, 

>  =  p  — ;^  +  etc., 

qui  sera  la  seconde  racine  réelle  de  cette  équation. 

Pour  de  plus  grands  détails  sur  cette  importante 
théorie  et  sur  son  application  à  la  figure  de  la  terre  , 
je  renverrai  aux  tomes  II  et  V  de  la  Mécanique 
céleste. 

■ 

595.  Il  y  a  une  différence  essentielle  entre  les  sur- 
faces de  niveau ,  tracées  dans  l'intérieur  d'un  liquide 
soumis  à  1  action  mutuelle  de  tous  ses  points  ^  et 
celles  qui  sont  décrites  dans  un  ifluide  dont  les  points 
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he  sont  sollicités  que  par  des  forces,  étrangères , 
cest-â-dire,  par  des  atti:actions  ou  répukicMis  qni 
émanent  de  centres  fixes ,  et  sont  fonctions  des  dis-*- 
tances  à  ces  centres.  Supposons  que  ABCD  (fig.*  57) 
soit  la  surface  libre  d*un  liquide  en  repos  ^  ou  tour^ 
nant,  pour  plus  de  généralité^  autour  d'un  axe  fixe. 
Soit  EFGH  une  surface  de  niyeau  tracée  dans  son  ii>- 
térieur;  et  appelons  Id.la  résultante  de  toutes^ les 
forces,  qui  agissent  au  point  quelconque  M  .de  cette 
surface.  Dans  les  deux  cas  quW  vient  de  distinguer^ 
cet  te.  force  sera  dirigée  suivant  la  normale  NMP  ea 
ce  point;  or ^  dans  le  second  cas,  sa  grandeur  et  sa 
direction  ne  dépendant  d'aucune  action  des  points  du 
fluide,  elle  restera  encore  perpendiculaire  à  la  sur- 
face EFGH,  si  Ton  enlève  la  couche  du  liquide  cooi-*- 
prise  entre  EFGH  et  ABCD;  de  aorte  qu'après  cette 
soustraction,  le  liquide  terminé  par  l^GH demeu-^ 
rera  encore  en  équilibre  :  ipais  dans  le  cas  des  actions 
mutuelles  des  points  du  système ,  la  force  R  dépen-^ 
dra  de  l'action  de  ce  liquide  intérieur  et  de  celle,  de 
la  couche  extérieure  ;  elle  changera ,  en  général ,  de 
grandeur  et  de  direction ,  lorsqu!ou  supprimera  la 
couche  comprise  entre  ABCD  et  EFGH»  et  l'équilibre 
du  liquide  terminé  par  EFGH  n'^aura  plus  lieu,  Pour 
qu'il  sç  rétablisse ,  il  faudra  que  la  surface  :  EFGH 
chaiige ,  et  devienne  perpendiculaire ,  en  chaque 
point  M ,  à  la  seule  partie  de  la  force  R  qiii  sub- 
sistera. 

L'action  de  la  couche  extérieure,  comprise  entre 
ABCD  et  EFGH,  sera  nulle  sur  tous  les  poiihs  du 
fluide  intérieur  et  de  la  surface  EFGH,  lorsque  la 

35.. 
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masse  entière  du  fluide  sera  homogène,  qu^dle  se^» 
cartera  peu  de  là  figure  sphérique,  et  que  ses  points 
ne  seront  sollicites  que  par  leurs  attractions  mutuelles 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances,  et  par  la 
force  centrifuge.  Eu  effet,  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veâti  sont  alors  des  plHpsoïdes  semblables,  et,  consé- 
qûenMuent ,  là  couche  comprise  entre  deux  de  ces  Sur- 
faces ABCD  et  EFGH ,.  n  exerce  aucune  action  sur  les 
points  situés  dans  l'espace  intérieur  (  n*  io5  ).  Mais 
cette  liuUité  de  1  action  d'une  cottche  terminée  par 
deux  Surfaces  de  nirâau,  sur  le  fluide  intérieur,  n'est 
pas  une  condition  de  Pé^ilibre  des  fluides;  les^  foirces 
étant  toujours  celles  qu'on  vient  de  supposer^  elle  n*a 
plus  lieu,  pat  exemple,  lorsque  le  liqui<ie  est  hété* 
rogène  ;  ce  qui  rend  dissetnblables  les  surfaces  de  ni- 
veau, qui  sont  encore  elliptiques,  et  telles  que  VeU 
lipticité  de  Ik  surface  quelconque  EFGH  dépend  de 
l'épaisseui*  et  de  la  constitution  de  la  couche  exté« 
riepre  (*). 

Dans  le  cà9  particulier  de  lliottiogéiiéité ,  on  peut 
enlever  ou  rétablir  à  volonté  la  couche  ellifytiqiie com- 
prise entre  ABCD  et  EFGH ,  sans  troubler  Téquilibre 
ni  changer  la  (àtme  du  fluide  intérieur,  ^n  supposant 
que  la  vitesse  de  rotktioti  soit  toujours  la  inénfie»  Mais 
il  y  a  anfesi  d'autres  couches  qu'on  peut  ajotitef  kn 
fluide  termitié  par  EFGH  ,  et  qui  né  troublent  J>âs 
son  éqittlibre,  qtioiquë  l^uir  attraction  he  soit  pad 
nulle  sur  les  points  de  ce  liquide.  Il  est  évident  que  la 


(♦)  Mécanique  c^ewie,  tome  II ,  pages  85  et  suivAnteJ. 
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surfaœ  exlërieore  de  la  couche  additive  peut  être  im 
elKpsoîde  semblable  à  EFGH ,  et  ^yant  pour  centre 
un  point  de  Taxe  de  rotation  différent  dig^poînt  0.  La 
sur&ce  extérieure  de  cette  coudie  petit  aussi  avoir 
ce  point  pour  centre ,  et  être  ma  ellipsoïde  dont  l'airf^a'- 
tffisement  S4>it  différent  de  celui  de  la  sor&ee  mté- 
àente.  Pour  le  Étire  voir,  soient  ABCD  e^  MSffTH' 
(fig.  58)  les  deux  ellipsoïdes  différend  qui  s^ftîsfont  à 
la  condition  d'éqnilibi^  d'un  mènie  fluide  homogène^ 
tournant  autour  d'un  axe  Rxe  aTec  une  TÎt^sse  angb* 
laire  donnée  (n^  5gi)  ;  soitat  aussi  EFGH  et  Ff 'G^H' 
deux  surfaces  de  niveau ,  traeoqs  dans  l'intérieur  de 
ces  ellipsoïdes ,  semblables  aux  surfaces  exténeArei, 
ayant  le  nDème  centré  0  que  îceUes-pci,  et  se  cout 
pant  atf  point  Af  :  sans  troubler  Téquilibre  du  li^- 
qnide  terqnné  par  EFGH,  on  y  pourra  ajouter  t^ 
QDuche  comprise  entre  le«  d^ux  sqrfaces  EFGH  et 
AHi'Ciy,  dissemblables  et  concentriques.  On  reuo»^ 
qnera  qpe  non -*•  seulement  Taction  de  cette  eopche 
additive  sur  les  points  du  liquide  intérieur  et  de  fa 
surface  EFfîB ,  n'est  pas  nuÛe  ^  mais  que  cette  ac- 
iiott  sur  ohaqif e  point  de  la  surface  n'est  pas  diri<^ 
gée- suivait  la  normale;  Ainsi  ^  au  pâiint  M^  Tac^ 
tion  de  la  coudie  comprise  entre  les  surfaces  EFGH 
et  ATB^CJÏ',  n'est  pas  dirigée  suivanila  normale  I^MP 
à  la  première  surface  ;  car  déjà  l'action  du  liquide 
intérieur  y  terminé  par  cette'  sur&ce ,  est  dirigée  saî** 
vadt  NMP  ;  et  si  l'action  de  la  ooucbe  additive  avait 
aussi  cette  direction >  l'actieFn  de  la  masse  totale, 
terminée  par  la  surface  Afh'CB'^  serait  encore  di-r 
BÎgée  suivant  cette  iiQi*male^  tandis  cpi'elle  doit  l'être 
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suivant  la  normale  N'MP'  à  Tautre  sui&ce  de  ni-^ 

veau  ET'G'H\ 

.  QueUèjB  ^ue  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un 
fluide  homogène  ou  hétérogène  tournant  autour 
d'un  axe  fixé  y  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que 
la  seule  condition  d^équilibre  est  l'existence  d'une 
quantité  p  qui  satisfasse  à  l'équation  (a) ,  et  qui  soit 
ûuUe  on  '  constante  à  la  surface  libre  du  liquide! 
Toute  autre  condition  qu'on  y  voudrait  ajouter  est 
àéSpi  comprise  dans-  celle-là ,  ou  né  se  vérifiera  pasJ 
5p4*  Parmi  les  différentes  lois  d'attraction  >  il  y 
en  a  une  qiu  n'est  pas  celle  de  la  nature  ^  mais  qui 
jouit  d'une  propriété  renfaniuable.  Cette  loi  est  celle 
d'une  action  mutuelle  en  raison  directe  de  la  dis-» 
tance,  et  la  propriété  dont  il  s'agit  consiste  en  ce 
que  Ja  résultantie  des  actions  de  tpus  les  points  d'un 
corps  y  sur  un  point  quelconque ,  est  indépendante 
de  la  fbrme  et  de  la  constitution  de  ce  corps,'  ho^ 
mogcfte  3u  hétérogène  \  et  la  même  qu^  si  la  masse 
entière  était  réuqie  à  son  centre  de  gravité. 

En  effet,  soient  x^  y^  z,  les  coordonnées  du 
point  attifé ,  a:\  y  y  sf,  celles  d'un  point  attirant , 
fjL  la  masse  de  ce  second  point  matériel ,  tt  la  dis- 
tance des  deux  points ,  k/jtu  la  force  accélératrice 
dirigée  du  premier  point  vers  le  second;  k  étant 
un  coefficient  constant.  Les  composantes  de  cette 
force  suivant  des  parallèles  aux  axes  des  coordon- 
nées y  menées  par  l&point  attiré ,  seront  A yE(t(a:' — x), 
kftÇy  —j),  kfjt{z*'^  z),  puisque  les  cosinus  des 
angles  que  fait  sa  direction  avec  ces  droites  90nt 
les  différences  a?'  —  oc  ^  jr-rrr  y^  z'  -r^  z^  divisées 
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par  u.  Par  conséquent  ^  si  l'on  appelle  X ,  ¥ ,  Z , 
les  omiposantes  totales  de  la  force  accélératrice  do 
point  attire  y  on  anra 

X  =  kE/iaf  —  kx^/t, 
Y  c=  klfiy  —  AjSjte, 
Z  =  klfjtzf   -^  kz'Zpn 

m 

les  sommes  2  s'étendant  i  tons  les  points  du  corps 
attirant.  Or^  si  l'on  appelle  m  la  masse  entière  de 
ce  corps  f  et  x^f  jr^  ^  9^,  les  trois  coordonnées  de 
son  centré  de  gravité,  on  aura  ^ 

1 

il  en  r&nltera  donc 

X  œ:  km(Xt  —  x), 

Y  =  AwC^'a  — r)f 
Z  z^  A7i>(z,  —  j»); 

équations  qui  renferment  évidemment  la  proposition 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

En  substituant  ces  valeurs  de  X  ^  Y^  Z  ^  dans  l'é- 

quation  (b),  et  faisant,  pour  abréger, ^^  ss  6,   il 

#  ■ 

vient 

+  6  {pcdy:  -hjrdj^)  ^  o  ; 
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d'où  Ton  tirety  en  iatégrant  et  dpagnaat  par  c  lsi 
constante  arbitraire , 

(or— a:,)*+ (7— j.)»+(z  —  z.)»— €(a:*4-^)  =3=  c- 

Cette  é<]natioQ  sçra  celle  des  surfaces  de  niveau 
dans  un  liquide  tournant  autour  de  Taxe  des  z^ 
dont  les  points  s  attirent  en  raison  directe  de  la  dis^ 
tance  ;  elle  fait  voir  que  toutes  ces  surfaces  seront 
concentriques  et  du  second  degré.  De  plus ,  si  Fou 
transporte  Torigine  des  coordonnées  à  leur  oenti^ 
commun ,  c^est-à-dire,  au  centre  de  gravité  du  fluide, 
les  premières  puissances  des  coordonnées  courantes 
devront  disparaître;  ce  qui  ne  peut  avcâr  lieu,  à 
moins  qu'on  n'ait  ;r,  =  o ,  ^,  =  o ,  z.  =  o.  L'équa- 
tion précédente  se  réduit  donc  ht 

par  conséquent,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellip- 
soïdes ou  des  hyperboloïdes  de  révolution,  selon 
qu'on  a  £  <  I  ou  s  >  I  ;  et,  dans  les  deux  cas,  elles 
ont  toutes  le  même  axe  de  figure,  qui  est  l'axe 
de  rotation. 

Le  volume  du  liquide  étant  donné ,  l'hyperboloide 
n'est  possible  que  quand  le  fluide  est  contenu  dans 
un  vase ,  et  alors  l'équation  (f)  s'applique  seulement 
à  la  partie  libre  de  sa  surface*  Lors  donc  qu'on  9 
€  >  I ,  la  figure  permanente  d'un  liquide  libre  de 
toutes  parts  est  impossible ,  dans  le  cas  des  forces  que 
nous  considérons.  Si  l'on  a  €  <  i ,  toutes  les  surfaces 
de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  qui  différent  par  les 
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valeurs  de  c.  Pour  déterminer  la  valeur  de  oette 
quantité  qui  repond  à  la  surface  extérieure,  on  éga- 
lera, le  volume  de  Tettipsoïde ,  dont  l'expression  est 

^      g     ^^  volume  donné  du  liquide.  Il  est  remai^ 

3(1  — •)'  ^ 

quahkquey  duis  cet  exemple  ^  la  loi  iM  densités  des 
couphes  du  fluide  n'a  aucune  influence  sur  sa  figure 
extérieure  et  sur  celle  de  ses  coqphe^  d(s  niveau* 
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5g5*  Soit  ABCD  (flg.  5g)  un  vase  ouyert  à  ^  par- 
tie supérieure  y  et  dont  la  base  horizontale  AB  est 
posée  sur  un  plan  fixe.  Supposons  qu'un  liquide  pç- 
sant  et  homogène  s'élève  dans  ce  vase  jusqu'en  A'B'. 
Pour  l'équilibre  de  ce  liquide ,  il  faudra  que  la  sur- 
face libre  A13'  soit  horizontale  ou  perpendiculaire  à 
la  direction  de  la  pesanteur ,' et  cet  équilibre  ne  atra 
pas  troublé^  si  l'on  exerce  sur  cette  surface  une  pres- 
sion constante  et  de  grandeur  quelconque. 

La  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  sera  la 
même  dans  toute  l'étendue  de  chaque  section  hori- 
zontale du  liquide;  en  la  désignant  par  p  à  la  pro- 
fondeur z  au-dessous  de  A'B\  et  appelant  f  la  den- 
sité constante  du  liquide ,  et  g-  la  gravité,  on  aura 
dp  =  fgdz ,  d'après  l'équation  (3)  du  n*  583.  En  in- 
tégrant ,  on  aura  donc 

p  ssz  fgz  ^  «r  ; 

^  étant  la  pression  extérieure,  qui  sera  généralement 
la  pression  atmosphérique  qui  répond  à  jsssso.  Cette 
pression  constante  se  transmettra ,  sans  altération  ^ 
sur  tous  les  élémens  des  parois  du  vase  et  des  corp& 
plongés  dans  le  liquide 3  elle  s'ajoutera,  en  chaque 
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point  (0^578),  à  la  pression  variable  duo  à  la  pesan- 
teur dtt  liq^ide.  Il  sera  dope  toujours  facfle  d'y  avqic 
égard  ;  et ,  pour  plus  de.simpKcité/  nous  pouvons  la 
supposer  nulle,'  et  réduire  Téquation  précédente  à  -  - 

.       P  =  fgz. 

Soient  b  la  base  AB  du  vase  >  P  l%i  pression  totale 
exercée  sur  cette  basjB  •  A  la  distance  di3  A'^  à  cette 
même  base ,  ou.  la  hauteur  du  liquide  ;  nous  aurons 
à  la  fois 

fi  «A,       V  :xzbp  ^  fgbh; 

ce  qui  .montre  que  la  pression  exercée  sur  la  base  ho* 
rizontale  du  vase  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
rempli  du  liquide,  qui  aurait  pour  base  celle  du 
vase,  pour  Hauteur  celle  du  liquide ,  et  dont  le  vo- 
lume et  la  masse  seraient ,  conséquemment,  bh  et  fbk\ 

Cette  pression  P  est  donc  indépendante  de  la  forme 
du  vase  ;  en'^orte  que  pour  les  trois  vases  représentas 
par  la  Ggure  40,  qui  ont  des  bases  équivalentes,  po- 
sées sur  iin  même  plan  horizontal ,  et  d^ns.  loscpieb 
un  même  liquide  s'élève  a  une  hauteur  qui.  est,  aussi 
la  même,  les  pressions  exercées  sur  leurs  bases. sont 
égales,  quoique  lun  des  vases  soit  un  cylindre  droit, 
qu'un  autre  s'élargisse  en  -partant  de  la  base ,  et 
que  le  troisième  aille  en  se  rétrécissant.  Cette  presr* 
sion  est ,  pour  chacune  des  trois  bases ,  le  poids  dd 
liquide  contenu  dans  le  vase  cylindrique;  résultat 
très  remarquable ,  qui  est  pleinement  confirmé  par 
l'expérience* 

Dans  le  cas  de  plusieurs  liquides  superposés  dan$ 
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UH  ya^e,  il  suffira,  et  il  sera  nécessaire  poar  leur 
équilibre,  que  la  s^rface  de  séparalîdn  de  deux  li- 
quides oausécutifs  soit  borizontale  (n*  586);  et,  en 
effet,  si  cela  est,  chiiqne  nouveau  liquide  sijqper- 
posé  exercera  sur  tous  les  points  de  sa  liase  une 
pression  constante ,  qui  ne  troublera  pas  l'équilibre 
du  liquide  inférieur.  Voici  comment  on  pourra  dé- 
téraiiaeip'la  pression  totale  exercée  sur- le  fond  du 
vase. 

596.  Versons  sur  le  fluide  en  équilibre  dans  le 
vase  ABCD  (fig.  Sg)  un  nouveau  liquide ,  dont  la 
densité  soit  p',  qui  ait  sa  surface  supérieure  A'^" 
boriaontale,  comme  celle  du  premier,  et  qui  s'é- 
lève k  une  hauteur  h^  au-dessus  du  niveau  A'B'  du 
premier;  ces  deux  fluides  demeureront  en  équilibre 
dans  lé  vase.  En  appelant  b'  Taire  de  A'B',  qui  est 
la  base  du  second  fluide ,  il  exercera  sur  cette  base 
une  pression  égale  à  p'gh'b'.  Cette  pression  sera 
transmise ,  par  l'intermédiaire  du  liquide  iiilérièur, 
sur  le  fend  AB  du  vase  ;  et  l'aire  de  AB  étant  b , 
il  en  résultera ,  sur  cette  surfiice  plane ,  une  pres- 
sion exprimée  par  p'gh'b  (n*  ^77);  par  conséquent, 
la  pression  totale  exercée  par  les  deux  fluides  sur 
là  base  borizontale  du  vase ,  sera  pgkb  -f-  ffgfitb. 

Si  1^  verse  un  troisième  liquide  dans  le  vase , 
dont  la  surface  A'^'^'  sôit  encore  horizontale,  l'équi- 
libre ne  sera  pas  troublé;  p''  étant  sa 'densité,  h^  la 
hauteur  de  sion  niveau  A'"B'^  au-dessus  de  Ik  surfiioe 
supérieure  A''B''  du  second  liquide,  et  V^  Taire  dé  cette 
dernière  surface ,  ce  troisième  liquide  exercera  sur  sa 
base  A'%",  une  pression  égale  à  p'ghW ,  qui  sera. 
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Iransmise  per  le  second  liquide;  et  deviendra  p^'gU'}/ 
sur  la  surface  supérii^ure  ^'B'  ou  V  du  liquide  infë« 
rieur  ;  cette  pi*ession  sera  transmise  de  méfne ,.  për 
rintermédiaire  du  liquide  inférieur >  et  deviendra 
p"gh"b  sur  le  fond  ÂB  du  vase;  par  conséquent ^  les 
trois  liquides  superposés  exjsrcerbnt  sur  le  ibnd  du 
vase  une  pressipn  ^le  a  pghb  -f-  p^gh'b  •H-  p'gV'b  f 

ou  (pA  +  p'A'+p"A")g*» 

£n  coiitinuant  ainsi ,  on  voit  que  qutind  un  nom'- 
bre  quelconque  de  liquides  de  différeutes  densitÀ,  so6t 
superposés  et  en  équilibre  dans  un  taae^  Ja  pireîaian 
qu'ils  exercent  sur  la  base  koriaontale  de  oeyase^ 
ne  dépend  que  de  l'étendue  ^  cette  base  >  des 
épaisseurs  des  diiférens  fluides ,  et  de  leurs  densités* 
Dails  le  cas  d'un  vase  cylindrique  et  vertical ,  eUé  sera 
^ale  à  la  somme  des  poids  de  tou^  les  Huîdés  ;  et 
elle  ne  variera  pas  quand  ou  changera  la  /orme  du 
vase ,  pourvu  que  sa  baSe  ne  change  pas  -d  étendue  ^ 
non  plus  que  l'épaisseur  et  la  densité  de  chaque  li-* 
quide. 

Ce  résultat  étant  indépendantde  l'épiiJbsbur  des  cou* 
ch'es  hpriasontaleS)  il  subsista  encore  lorèquë  eesëouchès 
sont  infiniment  minces^  c^e$t*^«-dtife ,  lorsque^la  di^n-  . 
site  de  la  inasse  fluide  varie  par  degrés  coritinus 
dans  le^sens  vertical^  et  convient >  par  cbnséquent^ 
aux  fluides  compn$ssiIdes.  H  est  également  itrài  quand 
la  pesanteur  varie  d'une  couche  à  Tâutre  avec  ia  dén^ , 
site  ;  ce  qui  arrive  lorsque  la  hauteur  du  fluide  n'est 
p«s  négligeable  par  rapport- au  rayon. de  la  terré. 
Ge^  aussi  ee  que  l'on  peut  dédtiire  de  l'éqilatîon 
dpisspgdz,  qui  convient  II  lequilibte  de  tous  les 
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fluides  pesatis,  compressibles  ou  non,  et  dans  laquelle 
on  petit  snpposer  la  gravit4gr  et  h  densité  f,  fonctions 
de  Fordônnée  verticale  z. 

697.  Considérons  actuellement  l'équilibre  des  li- 
quides pesaoB  contenus  dans  plusieurs  vases ,  et  qui 
peuvent  s'écouler  de  Tan  dans  l'autre  par  des  ou- 
vertures latérales.  Si  l'on  fertne  à  la  fois  toutes  ces 
ouvertures  y  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé;  il  faudra 
donc  d'abord  que  les  liquides  soient  disposés ,  dans 
chaque  vase,  par  couches  horizontales;  m^is  cette 
condition  ne  suffira  pas  ;  et  il  faudra  encore ,  quand 
les  on verturés  né  seront  plus  fermées,  qu'il  existe  un 
certaih  rapport  entre  les  élévations  des  liquides  dam 
les  vases  différens,  qui  dépendra  du  rapport  de  leurs 
densités.  ' 

S'il  n'y  a  qu'un  seul  liquide  répandu  dans  plusieurs 
vases  communiquans ,  il  fiiudra  que  le  niveau  de  ce 
liquide  soit  le  même  dans  tous  ces  vases.  En  effet, 
considérons  un  liquide  homogène  contenu  dans  deux 
vases ,  par  exemple ,  qui  communiquent  latéralement 

par  le  canal  EF  (fîg.  40>  ^^  ?^^  ^^"^  posés  sur  des 
plans  fixes  horizontaux.  Supposons  que  ce  liquide 
s'élève  jusqu'en  AB  dans  l'un  des  vases,  et  jusqu'en  CD 
dans  l'autre^  et  que  ces  deux  sections  horizontales  ne 
soient  pas  dans  un  même  plan ,  de  sorte  qu'en  pro- 
longeant le  plan  de  la  section  CD  de  l'un  des  vases , 
il  vienne  couper  l'autre  vase ,  suivant  nne  section  a€ 
située  à  iine  distance  ^  an-dessous  de  AB.  Si  l'équi- 
libre existe  dans  cet  état,  il  ne  sera  pas  troublé  en 
remplaçant  la  section  ouverte  CD  par  une  paroi  fixe  : 
le  fluide  compris  entre  AB  et  a€,  exercera  surjt€  nne 
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pression  égale  à  pgyj^,  en  appelant  p  sa  densité ,  et  y 
Faire  de  cette  section  a€}  œtte  pression  se  transmettra , 
par  rintermâliaire  du  Kqnide  contenu  dans  les  deux 
vases,  jusque  sur  la  paroi  €D;  et  il  en  résultera,  sur 
ce ,  plan  borizootal ,  une  pression  dirigée  de  kas  en 
haut  et  e^fprimée  par  fgyc ,  en  désignant  par  c  Paire 
de  CD.  Far  conséquent ,  l'équilibre  n'aura  plus  lieu 
dès  t{ue  Ton  enlèvera  la  paroi  CP  p  à  moins  que  la 
différence  de  niveau  cT  du  liquide  dans  les  deux  va- 
ses, ne  soit  nulle  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Les  deux  sections  AB  et  CD  étant  comprises  dans 
un  même  plan ,  si  l'on  verse  aunlessus  de  AB  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'en  A^,  et  dont  la  densité 
8<nt  f%  il  exercera  sur  AB  une  pression  égale  k  fgbh  ; 
h  et  A;. étant  l'aire  de  A B  et  la  distance  comprise 
entre  les  sections  borizontales  AB  et  hfW.  Cette  pres- 
sion se  trwsmettra  sur  CD,  où  elle  serai  égale  à  f'gchf 
et  s'exercera  de  bas  en  haut;  et  pour  la  détruire,  il 
fimdra  fermer  le  vuse  en  CD  par  une  paroi  fixe ,  ou 
verser  au  -dessus  de  CD  un  fluide  dont  la*^préssion  sur 
CD  soit  égale  et  contraire  à  fgch^  Dans  ce  dernier 
cas,  si  le  fluide  s'élève  jusqu'en  CD',  qiie  l'on  repré- 
sente par  f^  sa  densité ,  ^t  par  k  la  distance  comprise 
entre  CD'  et  CD ,  la  pression  exercée  par  ce  fluide 
sur  CD,  sera  fghc;  et  pour  l'éqidlibre,  il  fiiudrâ  qu'on 
ak  fjk  =  f^h.  * 

On  voit  donc  que  pour  l'équilibre  des  liquides  dif- 
fécens  contenus  dans  des  vases  communiquans,  il  est 
nécessaire  que  leurs  densités  soient  en  raison  inverse 
de  leurs  élévations  au-dessus  des  sections  de  ces  vases, 
laites  par  un  même  plan  horisBontal.  Si  l^n  verse  de 
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nomvcSiilx  liquides  att-dessuv  de  qenx  qii'on  vient  de 
considérer  ^  «n  verra  de  même  qa^en  désignâtit  par 
hf  h\  h'f  etc.»  les  épaisseiris  de  ces  liquides  datis 
Tun  des  VaSes/  et  par  p' ^  p' ,  p"\  etc.,  lenrs  densités, 
et  en  représentant  par  i:,  *,,  A,,,  etc.,  p^,  p,, ,  ft,, ,  etc., 
les  quantités  analôgiies  dans  nn  antre  vase ,  il  fandrs 
qti'on  ait  Téqnation 

s 

f>h+ p"h' + |.'W-|-  etc.  =  K*;-Hp,A  ^  P,AH-  etc-  i 

d'où  il  résultera  que  les.pnsssiôtis  rapportées  i  Tuiiité 
de  surface  serpot  égales  sur  les  deux  sdrfaœs  supé- 
rieures ÂB  et  CD  dujiqaîde  homogèùe  qiii  va  d'un 
vase  à  Tautre,  et  qui  peut  être  celui  dont  la  densité 
est  f\  ou  celui  dont  la  densité  est  p^p  ou  plus  généra^ 
lemênt  un  autre  liquide  quel(X)tique  ^  péurvu  que  les 
deux$urfaces  AB  et  CD,  qui  letenninent,  soient  com* 
prises  dans  ua  même  plan  horizontal. 

On  peut  remarquer  que  des  eouches  infiniment 
minces,  comprises  daQS  des  vases  4ifférens,  et  oonte^ 
nues  entrç  les  mêmes  |»lans  hori^nt^ux,  éprouveront 
la  même  pression  rapportée  à  Tûnité  dfi  suHâce;  mais 
aundessus  du  plan  qui  termine  h  litpiiiie  infiérieur^ 
elles  pourront  contenir  des  liquides  différens)  en  sdrte 
que  les  propriétés  des  couches  de  nivtau  y  ou  piërpeo* 
diculaires  à  la  directioiOL  de  la  pesanteur,  otit  bien  lieu , 
quant  à  Tégalité  des  pressions ,  mais  nan  plus  qil^nt 
B  rhomogénéité  dja  liquide  (n"*.  596),  lorsque  ses  cou* 
chessont  interrompues  par  des  parois  fixes. 

âg8.  Les  lois.de  Téqùilibre  des  fluides  pesans,  dans 
des  Tasescoitirhutiiquans,  sont  susceptibles  d'un  grâtid 
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nombre  d  applicatioas  dont  nous  n^s  bornerons  à 
indiquer  l^s  plus  cogamunes. 

Celle  qui  se  présente  la  première ,  et  que  nous  ne 
ferons  qu'énoncer ,  est  la  théorie  des  ni^lemens  et 
des  instrument  qu'on  appelle  des  nweaux. 

Dans  le  siphon,  donit  les  deux  branches  s'ouvrent 
a  leur  partie  supérieure  >  et  qui  contient  de  Feau  ou 
utf  autce  liqmide ,  l'équilibre  a  lieu  qsand  les  deux 
extrémités  du  fluide  sont  comprises  dans  un  même 
plan ,  quellp  que  soit  la  grandeur  de  la  pression  at- 
mosphérique en  ces  deux  points.  L'équilibre  peut  aussi 
exister^ dans  le  siphon  renversé,  pourvu  qu'alors  la 
pression  atmosphérique  ait  une  grandeur  convenable* 
Soient  ABC  (fig.  4^)  »  ^  ^^^  repversé,  B  son  point 
le  plus  haut,  E  et? F  les  points  où  le  liquide  s'arrête 
dans  ses  deux  branches ,  et  qui  sont  situés  dans  un 
même  plan  horizontaî.  Si  Ton  appelle  p  la  densité 
du  liquide  et  A  la  hauteur  du  point  B  an-dessus  de 
ce  plan ,  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface , 
exercée  par  le  liquide  ep  ces  points  E  et  F  sentégale 
à  pgh;  et  en  appelant  v  la  pression  atmosphé- 
rique qui  s'exerce  de  baç  en  haut  en  chacun  de  ces 
i  points  f  il  faudra  donc  qu'an  ait  ^  >  pgh,  ou  tout  au 

i  {Jus ,  ^  s=  pgh ,  pour  que  cette  pression  empêche  le 

I  liquide  de  s'écouler.  Dans  le  second  cas ,  la  pression  au 

\  point  B  sera  nulle;  dans  le  premier,  elle  sera  égale  à 

I  i2ir — pgh  ;  et  si  l'on  avait  <2r  <  pgh, ,1a  pression  au  point 

I  B  serait  négative ,  le  liquide  se  diviserait  en  ce  point, 

j  et  s'écoulerait  par  les  deux  branches  du  siphon*  Au 

reste ,  dans  le  siphon  renversé,  l'équilibre  du  liquide 
n'est  qu'instantané,  et  ne  peut  s'observer  qu'à  raison  de 

a.  36 
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Tadhérenee  de  s^  molécules  ^tre  eWen  on  contre 
l'intérieur  du  tube;  dès  que  son^ extrémité  F  est  un 
pQu  au-dessous  ou  au-dessus  de  son  extrémité  E, 
lexoès  de  l^^pression  atmosphérique  sur  la  pression 
du  liquide^  est  plus  grand  ou  fjus  pe^it  au  pcnnt  E 
qu'au. point  F,  et  le  liquide  t»'écoule  par  Ja  branche 
BC  ou  par  la  branche  B^  du  «siphon.  Dans  Fnsage 
ordinaire  de  Çfi  tube  renversé ,  la  branche  la  plus 
courte  BA  est  plongée  dans  un  yase  H ,  contenant  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'au  point  D  du  tube;  on  fait 
le  vide ,  en  aspirant  l'air  que  ce  tube  renferme;  le* 
liquide  s'élève  ^u-dessus  de  son  niveau  primitif,  jus- 
qu'^  ce  qu'il  ait  atteint  le  somméVB  dif  tube  ;  il  de^ 
cend  ensuite,  jusqu'au  point  C,  puis  il  s'écoule  par 
cette  extrémité  du  tube,  («'éoouletnent  s'arrêterait, 
lorsque  le  point  D,  en  s'abaissant  dans  la  branche  BA, 
9e  trouverait  au-dessous  du  point  C;  ce  qmi  ne  peut 
arriver,  puisqu'on  suppose,  que  AB  est  la  plu& courte 
des  deux  branches. du  tube.  .     . 

La  j}resse  hydraulique,  dcnit  Tinvention  est  attri- 
buée à  Pascal  9  consiste  en  une  caisse  prismatique  et 
verticale  H  (fig..43)^  ouverte  à  sa  partie  supérieure, 
et  remplie  d'eau  jusqu'en  i^B.  Un  cou  vende  placé  sur 
ABf  ferme  exactement  la  caisse,  et  peut  cependant 
glisser  le  long  de  ses  parois.  Au-dessous  de  AB  se 
trouve  une  ouverture  C ,  à  laquelle  on  adapte  un  tube 
coudé  CDE,  dont  la  branche  vertio^e  DE  est  ouverte 
à  sa  partie  supérieure  E.  L'eau  de  la  caisse  s'écoule 
par  l'orifice  C;  et,  à  cause  du  couvercle  posé  sur 
AB,  ce  liquide  s'élève  »  dans  le  tube  DE,  jusqu^au 
point  F,  situé  an -dessus  du  prolongement  de  cette 
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sectfon  horizoûtale  AB.  Cek  étant ,  si  Ton  ajouté  au 
poids  du  couvercle  uu  nouveau  pbids  X,  le  liquide 
s^abaissera  en  *A'B'  ^^QS  la  caisse  H  ^  et  s'élèvera  en  F^ 
dans  le  tube  DE.  Par  cette  addition  de  X,  la  pression 
rapportée  a  l'uni  te  de  surface  sera  plus  grande  en  A'B' 

qu'en  AB,  delà  quantité  V,  en  désignant  par  b  l'aire 

de  la  section.hoi4zantaIe  deJH;  en  même  temps  ^  Li 
pression,  aussi  rapportée  à  Tunité  de  surface,  et  ^ue 
au  pqids  de  l'eau  contenue  d^ns  le  tu£e  vertical  DE, 
augmentera  d'une  quantité  pga: ,  en  déstgnantpar  p  la 
densité  du  Kqifide ,  et  par  a:  l'élévation  du  point  F' 
au -dessus  du  point  F.  Pour  que  l'équilibré  sub- 
siste ,  il  faudra  donc  qu'on  ait  , 

X  =  fgbûc; 

équation  qui  fera  connaître  le  poids  X  d'après  l'ob- 
servation de  x.  On  a  «oin  que  b  soit  une  très  grande 
surface,  afin  que  des  élévation^;  peu  considérables  de 
Teau  daps  le  tube  vertjcal,  puissent  répondre  à  de 
très  grandes  charges  du  couvercle  mobile,  et  servir 
à  les  mesurer.  La  section  horizontale  du  tube  est  très 
petite  par  rapport  a  5,  et  il  en  résulte  que  les  abais- 
semens  du  couvercle  dans  la  caisse  H  sont  très  petits, 
par  rapport  aux  élévations  du  liquide  dans  le  tube  ; 
car  si  l'on  appelle  jr  la  distance  cpmprise  entre  AB  et 
A'B^,  et  c  la  section  horizontale  du  tube ,  on  aura 
bj^ca:  f  puiâqye  le  volume  total  de  l'eau  doit  être 
invariable.  Le  tube  DE  pourrait,  au  reste,  n'être  ni 
vertical,  ni  cjrlindrique ;  et  la  formule  précédente 
donnerait  toujours  la  valeur  de  X,  pourvu  que  x  fât 

36,. 
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la .  distance  compris  entre  les  xieux  niveaux  du  li- 
quide.en  F  et  en  F\ 

Un  baromètre  esX^  en  général,  tin  tube  ABC 
(fig.  44)  f  ^^^^  1^^  à^nx  branches  BA  et  BC  sont  ver- 
ticàlefi,  et  qui  est  fermé  à  rextrémité  A  de.  BA,  et 
oiivert  à  l'extréniité  C  de  BC.  On  fait  exactement  le 
vide  dans  ce  tube ,  puis  on  y  verse  du  mercure ,  qui 
s  élève  jusqu'en  D  dans^fli  branche  AB,  et  à  une  moin- 
dre hauteur,  jt^qu'ea  E^dans  la  branche  ouverte  CB. 
Si  Ton  mène  par  le  point  E  un  plan  horizontal  qui 
coupe  en  F  la  braiurhe  AB ,  le  mercure  situé  au-des- 
sous de  ce  plan  sera  de  lui-même  en  équilibre  ;  et , 
pour  que  cet  état  subsiste ,  il  faudra  que  les  pressions 
rapportées  à  l'unité  de  surface,  qui  sont  exercées  en 
F  par  le  mercure  FD ,  et  en  E  par  1  atmosphère , 
soient  égales  enire  elles.  D  après  cela ,  j'appelle  ^  la 
pres$îon  atmqppbcrique,  je  désigne  par  m  fa  densité 
du  mercure,  et  par  h  la  hauteur  verticale  du  point  D 
au-dessus  du  point  F,  c'est-à-dire,  la  différence  des 
niveaux  D  et  F  du  fluide  dans  les  deux  branches  du 
baromètre;  la  pression  du  mercure  au  point  F  aura 
pour  valeur  le-  produit  mgh,  et  Ton  aura,  opnsé- 
quemment , 

mgh  =  ^. 

L'équilibre  du  mercure  ne  sera  pas  troublé,  si  Ton 
imagine  que  la  branche  BC  se  prolonge  verticale- 
ment jusqu'à  l'extrémité  de  l'atmosphère  j  par  con- 
séquent ,  la  pression  atmosphérique  «ar ,  qui  f^^t  équi- 
libre à  celle  du  mercui^,  n'est  autre  chose  que  le 
poids  de  l'air  contenu  dans  un  cylindre  vertical 
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ayant  pour  base  rimlté  de  surface^  et  s^ëlefidant 
indéfiniment  dans-  latraosphère  :  il  dépend  du  dé^ 
croissement  de  la  pesanleur^  à  mesure  que  Ton  s'é- 
lève au-dessus  de  la  surface  de  la  terril,  io  la  den- 
sité et  de  la  température  de^  couchas  d air  »  et  daa 
quantités  de  vapeur  dea^  qu'elles  peuvent  «onte^ 
nir.  Xie  poidâ  pouvant  varier  dans  un  même  lieju 
de  la  ftril^  ,  la  hauteur  barométrique  h  varie  aussi  f 
elle  change  encore  de  grandeur,  à  raison  des  vents 
verticaux,  qui  rendent  la  pression  atmosphérique 
plus  grande  ou  plus  |>etite /quelle  ne  ferait  jdans 
Tétât  de  repos  de  Tair:  à  Paris  ^  la  valeur  la  plus 
C9mmune  de  h  est  o"',76« 

Si  Ton  remplaçait  1»  raerîyirk  p^r  -  un  autre  li** 
quide  dans  le  baromètre,  la  hauteur  h  ch^gerait 
en  raison  inversa  de  la  densité  de  ce  irquide,  com- 
parée à  celle  ^u  mercure ,  en  supposant  toujours 
qu'il  y  «ît  un  tide  sensiblement  pqrfait  >  aunlessua 
du  niVeau  D,  dans  la  branche  fermée  du  baron^è- 
tre.   Pour  1  eau,  cette  élévation  h  est   d'environ 

io"',4}  ^^  ^'®**  ^'^^^^  '^  P'"*  grande  hauteur  à  la- 
quelle Teau  puisse  s'élever  dans  une  pompe,  au- 
de^uS  de  son  m^eam  extérieur.  Quand  il  existe  une 
cQuche  d'air  entra  la  surface  du  liquide  ait  le  />à- 
ion,  cet  ait  se  dilate;  il  exerce  sur  le  liquide*  in-^ 
térîeur  une  pression  moindre  que  Celle  de  l'atmos-^ 
phère,  mais  quj  diminue  l'élévatioti  de  leau,  et  la 
réduit  à  une  grandeur  que  nous  détermioeroas  dans 
un  autre  chapitre. 

599*  Nous  allons,  raaintenaul  nous  occuper  du 
calcul  des  pressions  exercées  par  les  liquides  pesaus 


v 
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sur  les  parois  inclinées  <|a  courbes  des  v^^sçs  qui  les 

.  CQiitieQÛent ,  et  sui'  les  surfaces  des  corps  solides  qui 
y  sont  plongés.  ,.       ■'■ 

La  pression  exercée  par  un  liquide  iioniogène  sur 
une  paroi  plana  inclinée ,  e^t  égale  au  poids  d'un 
prisme  d^  ce  liquide  qui  aurait  pour  base  cette  pa- 
lapi,  et  pour  hauteur  la,  distanee  de  son  cetitre  de 
graphité  au  niveau  du  Ifquide.  En  effet ,  sdie^t  e?  un 
élément  de.  cette  paroi ,  et  z  sa 'distance  au  nivea^ 
du  liquide  ;  la  pression  sur  cet  élément  sera  pis?  ou 
pg^,  en  mettant  pour  /î  jsa  valeur  précédente  (n*  5q5)  ; 
et  comtne  les  pressions  sur  tous  les  élémens  sont 
perpeadiculâires  a  la  pardi  plane ,  la  l'ésultante  de 
ces  forces  paf^l^èles  aêxra  pour  valeur  le  produit  de 
fg  et  de  l'intégrale*  de  z^ ,  *  étendue  à  la'  paroi  en- 
tière. Or,  cette  intégrale  est  égaKd  à  J}z^,  en  appe- 
lant •£  l'aire  de  la  paroi,  et  z^  la  distance  de  soa 
centre  de  gravité  au  niveati  du  liquide  ;  *la  jvaleur 
de  la  pression- sur  te  plan  incliné  sera  ^onc /fgbz^^ 
conformément  à  l'énoncé  du  tiiéorème. 

*  Dans  le  cas  d^  plusieurs  liquides  superposés  dans 
le  vase ,  on  déterminera  séparéinent  les  piressions 
exercées  ou  transmises  sur  In' paroi  inclinée,  par 
chacun  Je  c^  liquides  ;  et  leur  sopsme  sera  la  pres- 
sion totale  que  cette  surface  plane  aur^T  à  suppor- 
ter.  La   pression  ^  nsr   de   l'atmosphère   augmentera 

^  cette  pression  totale  dVne  quantité  égale  à  bng-. 

Tous  les  points  de  la  base  horizontale  du  vase 

éprouvant  des  pressions  égales ,  la  résultante  de  ces 

forces  parallèles  passe  par  le  centre  de  gravité  de 

cette  base;  mais,  dans  le  cas  d'une  paroi  inclinée, 


HYDROSTATIQUE.  667 

les  élémeos  inférieurs  e'prouveront  des  presàioos  plus 
grandes  que  celles  des  élémens  snpénenrs;,et  le  point 
où  la  résultante  totale  vieiit  percer  la  p9roi ,  (faon 
peut  appeler  le  centre  de  pression^  sera  toujours  ylus 
bas  que  le  centre  de  gravité  de  cette  mêxne  surface. 
Quand  une  pasoi  plane ,  plongée  dans  un  liquide  ho- 
mogène ,  touf ne  autour  de  son  centre  de  gravité ,  la 
pression  qu'elle  éprouve  ne  change  pas  dé  grandeur^ 
mais  le  point  d'application  de  cette  force"  normale  et 
constante  charnge  de  position  sur  cette  surface. 

6oo.  Pour  donner  un  exemple  de  la  détermina- 
tion d«  centre  de  pressioo ,  supposons  que  la  paroi 
plane  soit  un  trapèze  ABCD  (fig.  45)^  doift  les  deux 
bases  ÂB  et  CD  spnt  horizontales.  Si  nous  partageons 
cette  surface  eu  élémens  parallèles  à  ces  bases  et  d'une 
hauteur  infiniment  petite,  chacun  de  ces  élémens 
éprouvera  la  même  pression  dans  toute  'sa  longueur, 
et  son  centre  de  pression  sera  situe  à  son  milieu;  or, 
si  l'on  prolonge  les  côtés  AC  et  BD  ^u  trapèze ,  jus- 
qu'en leur  point  de  rencontre  K,  et  qu'on  mène  la 
droite  KH,  quVva  d«  ce  point  au  milieu  H  de  AB, 
cette  droite  passera  aussi  par  le  milieu  G  de  CD ,  et 
par  les  milieux  de  tous  les  élémens  du 'trapèze;  elle 
renfermera  donc  le  centre  de  pression  demandé  ;  et 
il  n&-  s'agira  que  de  déterminer  la  distance  de  ce 
point  à  AB. 

Soient  x'  cette  distance,  a:  celle  d'un  élément 
quelconque  à  la  même  base  AB ,  u\a  longueu;r  MN 
de  cet  élément,  z  sa  distance  au  niveau  du  fluide,  h 
la  hauteur  d^  trapèze.  L'aire  de  cet  élément  et  la 
pression  qu'il  éprouve  seront  uda:  et  ^zudx;  la  presr 
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$ioa  totale  aura  pour  valeur  f     fgzudx  \  et  diaprés 

la  théorie  des  momens  des  forces  parallèles  ^  on  aura 

x'/    fgziida:  =    f  xfgzudx,. 

Soit  aussi  c  la  diststdce  de  ÂB  aa  piveau  du  li— 
quîde;  appeloqs.  a  l'angle  compris  entre  le  plan  Ter- 
^'cal,  qui  x^  de  cette  droHe  autiiveau  dn  liquide^ 
et  le  prolongement  dm  plan  du  trapèze  f  on  aura 

j2  =  c  +  a:  cos  et  ; 

f 

et  si  Ton  substitue  cette  valeur  de  z  dans  Tëquation 
précédente  9  et  qu'on  opprime  le  feete^^r  gp  constant 
et  cenatnun  à  ses  deux  membres ,  il  en  résultera 

^' Çc  I     w^or+cosflt.r  Xi&iûcj    ' 
=  c  r^  xiidar^  cos.ot .  /    x*uf/x. 

Je  désignerai  par  a  et  b  les  longueurs  des  deux  bases 
AB  et  Ùy,  et  par  A:  la  perpendicul^re  abaissée  du 
point  K  sur  CD  ou  b.  La  perpendiculaire  abaissée  du 
même  point  sur  AB  ou  a  sera  k+h,  et  sur  MN  ou 
u,  elle  sera  k-^-k  —  x;et  ces  droites  a,  b,  i^  pétant 
parallèles ,  on  aura 

u:  b  ::  k  +  h  —  x  :  k, 
a  :  b  ::  k  +  k:  k. 

I 

Je  tire  la  valeur  de  ^^  de  la  seeonde  proportion , 
puis  je  la  substitue  dans  la  première  ;  ce  qui  donne 
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y'  hh  ah^ÇaT^b)x   ' 

a  —  0  '        ,  .    A 

En  mettant  c^lte  valeur  de  u  dans  Féquation  précé- 
dente, et  effectuant' les  Intégrations,  oh  «n  déduit 

,  î/lc  (a  ^h  a&)  +  ^*  (g  4-  34)  cos  « 

6c  ^  ^  &)  4-  2À  (a  -f-  2^)  <;ps  et 

Par  conséquei^t,  si  l'on  mena  à  œlte  distaBce'ar% 
une  parallèle  E]£  à  la  droite  AB,  le  point  P,  où  elle 
coupera  la  ligne  GH,  qui  va  du  milieu  de  A&à  celui 
de  CD ,  sera  le  centre  de  pres^on  .du  trapèze.  • 

La  figure  4^  suppose  que  la  base  supérieure  AB 
soit  la  plus  grande;  si  le  coBtrajre  avait  lieu,  il  est 
aisé  ^e  voir  qu'il  suffirait  de  ren>placer  l'aagle  a  par 
son  ;supplément,  ou  de  changer  le  *signe  de  cos  a, 
dans  cette  formule; 

Pans  le  cas  de  «  =  go^,  la  paroi  est  horizontale,  et 
la  formtde  se  rcdmi  à 


,  h  (a  +  ^b) 


3{à  +  b)  ' 

ce  qui  coïncide,  effectivement,  avec  la  distance  du 
centre  de  gravité  du  trapèze  à  sa  base  a* 

Quel  que  soit  l'angle  a ,  si  cette  base  est  à  fleur 
fTeaUf  on  a  c  SEO,  et  la  valeur  générale  de  x'  de*      é 
vient 


X 


2  (a  ^  a^)  ' 


de  sorte  qu'elle  est,  dans  ce  cas,  indépendante  de 
l'inclinaison  de  la  paroi.  Le  trapèze  se  changera  en  un 
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parallélqgramixiei  quand  on  suppose  h  =  a;  ci  l'on  a 

alors 

a:  =:  ^k. 

Il  se  change  en  un  triaxf^|p  (ians  les  deux  cas  de  & =o 
et  a  =  o  ;  pour  lesquels  on  aura 

Dans  1^  premier^asyc'est  la  base  du  liiaugle  qui  est 
à  fleur  deauy  et  xi^  est  la  distarif:e  du  centre  de 
pression  à  cette  basé;,  dans  le  second  cas,  x*  est  la 
distante  tu  sommet  q^ i  se  trouve  à  ta  surface  du  li- 
quide., 

60 1.  ^r  une  pojrfîsn  de  surface  courbe,  Jes  pres- 
sions se  détermineront  en  décomposant  d'abovd  la 
pressipn  normde  à  chaque  élément,  en  trol^  ferces 
parallèles  a«x  axes  des  coordohnées ,  et  calculant 
ensuite  par  des  intégrales  doubles,  les  composantes 
totales  s^ivant  ces  trois  directioqi»,  lesquell^  compo- 
santes se  réduiront  au  moins  à  deuiip  forces,  qui 
pourront,  le  plus  souvent,  n'être  pas  réductibles  à 
une  seule  (n*  264)*  Mais  quand  il  s'agira  des  pressions 
exercées  sur  la  surtace  entière  d'un  corps  plongé  dans 
un  fluide ,  la  réduction  à  une  seule  force  aura  tou- 
jours lieu,  et  cettd  résultante  unique  sera  verticale, 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soit  ÂMB  (iig.  46)  le  corps  dont  il  est  question; 
désignons  par  or, ^,  2,  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  quelconque  M  de  sa  surface,  et  prenons  le 
niveau  du  fluide  pour  le  plal:v<i^^  ^^Jt  ^^  V^cl^ 
4es  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
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Appelons  tù  1  élément  di(réi*e]ttiel  de  la  surface,  et/i 
la  pression  i^apportêe  srrunité  de  surface,  qui  répon- 
dent au  point  M,  de'  sorte  que  pœ  soit  la  pression 
exercée  sur  cet  élément ,  et  dirigée  suivant  la  doritiale 
intérieure  MN.  La  valeur  de  p  sera  la  même  pour 
tous  Iqb  points  qui  sont  à  la  même  distance  z  du  ni"* 
vtau  duiiquîde ,  soit  que  cç  fluide  stagnant  soit  ho- 
mogène y  OU  qu^il  soit  seulemeht  composé  de  bouches 
horizontale  dont  la  densité  ne  varie  que  d'une  cou- 
che à  une  autre.  Soient  encore  cl^  ^,  ^^  les  angles  que 
fait  la  normale  MN  avec  de^  parallèles  aux  axes  des  x, 
jTfZf  menées  par  le  point  M  dans  l'intérieur  du  corps. 
Enfin,  prQJetohs  «sur  les  trois  plans  des  coordon- 
nées, et  désignons  les  projections  de  cet  élément, 
para  sur  le  plan  des^  et  z,  par  b  sur  celui  des  z  et 
or,  et  par  c  sur -celui  des  x  cijr.  Eu  observant  que 
a,  ^,  p^,  sont  aussi  les  inclinaismis  du  plan  tangent 
en  M  sûr  ces  trois  plans,  nous  aurons  (n*  10) 

a  =  cùcosa^     b  =s  â>cos^,     c  =  (t^co&yi 


* 


et  si  Ton  multiplie  ces  équations  par  pf  il  en  résul- 
tera 

paz=zpa}coseL,    pb=speûCOs6,    pc  z=z  pca  co&y  ; 

ce  qui  montre  que  les  produits  pa^  pb ,  pc,  sont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  des  x,jr,  z ,  de  la 
pression  normale  p<»  ;  en  sorte  que  la  composante 
perpendiculaire  a  chaque  plan  des  coordonnées,  et, 
généralen)ent  a  un  plan  quelconque ,  se  déduit  de/Ms? , 
en  y  remplaçant'l'élément  a?  par  sa  projection  sur  ce 
plan. 
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Cela  posé  9  le  corps  AMB  étant  terminé  de  tontes 
parts,  il  y  a,  au  moins,  un  second  élément  de  sa  sur* 
face  qui  a  la  même  projection  sur  chaque  plan  donné, 
queTélément  &>•. Ainsi,  en  abaissant  dii  point  M, 
une  perpendiculaire  MjP  sur  le  plan  des  y  et  z,  cette 
perpendicujairè,  ou  son  prolongement,  i^ncontrera  la 
surface  du  corps  en  un  point  M' ,  et  la  projection  de 
l'élément  eu' qui  répondàce  point,  sera  égale  à  a  sur  ce 
plan, comme  celle  de  co.  Luf  deux  éléo^pn»  étant  situés 
à  la  même  distance  du  niveau  du  liquide,  éprouve-* 
ront  les  pressions  norrnales  p»  et  pco',  qui  seront 
entre  elles  comme  les  aires  (o  et  œ' ,  dont  le  rapport 
peut  avoir  une  grandeur  quelconc^.  JVfais  leurs 
composantes  parallàies  a  l'^ixe  des  ox,  auropt  une 
valeur  commune  pa,  et  lés  forces  pto  et  pa>'  agissant 
suivant  les  normales  intéî^ieures  MN.  et  M'N',  ces 
composantes  égales  agiront  eVidemmçnt^eh  sens  con- 
traire Tune  de  l'autre,  savoir,  de  M  vers  M'  au  point 
M,  et  de  M'  vers  M  au  point  M'.  Far  fronséquent  la 
composante  parallèle  à  l'axe  des  x,  de  Ja  pression 
exercée  sur  ca,  sera  détruite  par  la  composante  sui- 
vant la  même  direction ,  de  la  pression  exercée  SBr 
un  autre  élément  cû\  On  verra  de  même  que  la  com- 
posante de  pcû ,  parallèle  a  l'axe  des  r  |^  sera  aussi 
détruite  par  la  composante  suivant  celte  direction,  de 
la  pression  relative  à  un  troisième  élément,  lequel 
répondra  au  point  où  la  perpendiculaire  «baissée  du 
point  M  sur  le  plan  des\r  et  z,  rencontrera  uno  se- 
conde fois.la  surface  du  corps.  Or,  on  copclut  de  là 
que  ces  composantes  horizontales  des  pressions  exer- 
cées sur  les  élémens  de  la  surface  du  corps  plongé,  se 
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cTétratsent  dans  chacune  des  sedioos  horizontales  et 
infiaiment  minces  y  et^  conséqueniiiient  »  sur  sa  sur-* 
face  entière.  11  s'ensuit  donc  aussi  que  toutes  ces 
pressions  se  réduisent  a  une  seule  force  ^  qui  est  la 
résultante  de  leUi^  camposaates  verticales,  et  qui 
provient  de  la  prépondéi*ance  de  la  valeur  de  p  dans 
là  partie  inférieure  du  corps. 

Si  p  résultait  d'une  pression  exercée  à  la  surface  du 
liquide^  sa  valeuv serait  constante  dans^toute l'étendue 
de  la  surface  AMB  ;  et  les  composantes  ^es  pressions 
se  détruiraient  deux  à  deux ,  dans  le  sens  vertical  aussi 
bienque  suivant  les  directions  horizontales.  Quelle  que 
soit  la  forme  d'un  corps  solide  ou  fluide,  une  pres^ 
s1on  constante  et  normale ,  exercée  en  tous  les  points 
de  sa  surface,  ne  peut  donc  produire  ni  un  mouve-- 
ment  de  translation,  ni  un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  l'avons  dit  précédemment  (n^  594)* 

6oa.  Pour  déterminer  la  résultante  des  pressions 

verticales  exercées  sur  AMB,  j'abaisse  du  point  qmel- 

.  conque  M  une  perpendiculaire  sur  le  plan  horizon«- 

tal  dîes  X  et  y,  qui  iisncontre  en  M^  cette  surface  AMB. 

Les  élémens  œ  eta>^,  qui  répondent  aux  points  M  et 

My ,  auront  une  même  projectioiï  c  sur  ce  plan;  mais 

les  pressions  rapportées  à  l'unité  de  surface  y  seront 

différentes;  et  si  on  les  désigne  plir  p'ei  p^,  le  filet 

du  corps  que  terminent  ces  deux  élémens,  et  dont  la 

longueur  est  MN ,  sera  poussé  verticalement  de  bas 

en  haut  par  une  force  pc — p,c.  Je  suppose,  pour 

plus   de  simplicité»^  que  le  liquide  dans  lequel   le 

corps  est  plongé  soit  homogène;  je  représente  par  p 

sa  densité,  et  par  /  la  longueur  de  MM^,  on  aura 


5^4  TRAITÉ  tDE  MÉCANIQUE. 

P'—Pr^^pglf  et  la  prtdKtDn* verticale  pglc  sera  le  poids 
du  volume  le  du  liquide ,  c*est«4iTdire  ^  le  ipoids  du 
voliune  du  liquide  dont  ce  filet  «du  corps  occupe  la 
place»  En  décomposant  le  corps  en  filets  verticaux  et 
infiniment  minces ,  chacun  de  ces  filets  sera  pousse  de 
b^s  en  haut  par  une  semblable  forée  ;  d'où  Ton  condut 
que  la  résultante  de  toutes  les  pressions  verticiades  ne 
difTérera  du  poids  des  fi|ets  fluides  remplacés  par  ceux 
du  corps  plongé ,  que  par  le  sens  d#  soti  action  ;  en 
sorte  qu'elle  sera  égale  au  poids  total  du  volume*  du 
fluide  que  déplace  ce  coi*ps  solide,  et  appliquée  en  sens 
contraire  de  la  pesanfeur ,  au  centre  de  gravité  de  ce 
voluiïie;  lequel  centre  de  gravité  se  confondra  avec 
celui  du  corps  même,  lorsque^  celui-»ci  sera, homo* 
gène. 

.  Si  le  corps  n'^était  pas  entièrement  plongé  dajas  le 
liquide  9  on  pourrait,  dans  ]e  calcul  de  la  pression 
qu'il  éprouve,  faire  abstraction  de  sa  partie  siUM^ 
au-dessus  du  niveau  du  liquide;  le  point  M^  appar- 
tiendrait alors  à  la  section  du  corps  faite  par  le  pro- 
longemenl  du  plan  de  ce  niveau;  et,  en  prenant 
p^saeo,  ce  cas  rentrerait  dans  le  précédent.  La  ré- 
sultante des  pressions  verticgies,  qui  sera  toujoui^ 
celle  de  foutes  les  p^esi»ioi)s ,  aura  alors  poilr  valeur 
le  poids  du  vqlumç  du  liquide  déplacé  par  la*  partie 
plongée  du  corps  flottant,  et  pour  point  d'applica- 
tion le  centre  de  gravité  de  ce  même  volume. 

6o5.  Ces  résultats  ont*encore  lieu,  lorsque  le  li- 
quide est  composé  de  couches  horizontales.  On  y  par- 
vient aussi  par  une  considération  indii^cte,  qu'il  est 
bon  d'indiquer. 
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.  L'équilibre  sTyantliou  dans  ce  liquide,  11  ne  sera 
pas  troublé  si  Toq  solidifie  une  partie  quekâMqiie  do 
liquide,  dç  sorte  que  cette  piaftiieilevieoiie/ttn  corps 
ploogé  ou  flottaftif.  Or,  pour  quÇ  les  pfessioos  nor- 
males €tferctfes  su(  la»  surftice  ^de  ie  copps  par  le' li- 
quide euvifonnacit ,  fajitenf  équililnre  au  poi^  de  cette 
partie  solide.,  il  faudra  qu'eUes  se  r^d^iseot  à  une 
seule  force  égale  et  dîreèteinent  contraire  li  son  poids* 
D^illeurs,  sj  l'on  remplace ia  partie  solidifiée  du.li-» 
qufte  par  un  autre  corps  qui  ait  exactement  la 
inéfiie  si]rface ,  il  Jest  évident  que  Men  ne  ^era  change 
aux  pressions  du  «fluide  environnant  ;  ^par  eon--' 
séquent  p  les  pressions  ^j^ercées  -sur  la  surface  d'un 
corps  plongé  *en^  tout  ou  en  pagtie  dan$  un  liquide 
stagnant,  homogèue  où  hetérog^e,  se  réduisent 
toujours  à  une  force  unique ,  égale  au^poid^ total  des 
couclies  horizontales  du  liquide,  dont*  ce  corps  oc- 
cupe la  place,  et  appliquée,  en* sens  contraire  de  ta 
pesanteur,  au  centre  degravité  de  ces  mêmes  couches. 

On  conclut  «de  là  «que,  pour  réi|uilrbre  dHut  corps 
entièrement  pAongé  dans  un  liquide,  il  faut  que  sa 
densité  moyenne  soit  égale  à  celle  du  liquide  dont  il 
occupe  la  place,  et  que  son. centre  de  gravité,  et  ce- 
lui de  cette  portion  de  liquide,  soient  situés  sur  une 
même  verticale.  La  sçco/idç  condition  est  toujours 
remplie,  quand  le  corps  est  homogène,  ainsi  que  le 
liquide.  Quant  aux  corps  qui  ne  «ont  immergés  qu  en 
partie,  et  qui  flottent  à  la  s«rface  du  liquide,  nous 
examinerons  les  conditions  de  leur  équilibre  dans^le 
cl^apitre  suivant.  , 

604.   Ordinairement,  on  énonce  le  principe'  de 
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THydrostatique  quon  vient  de  démoiltrQven  dl«jfait 
qu'ua  co^  pl<>^g^  ^^^^  ^^  liquide,  y  perd  fine  pav- 
tie  de  son  poids ,  «gale  au  poids  du  'fluide  qu'il  dé- 
place (n*  #91). 

Il  en  résulte^  que  pour  fiVoirie  >^n table  pqEds  d'un 
corps,  il  doit  être  pesé  dans  le  Yide«  Deux  corps  pe- 
sés dans  Vaiç,  .dans  l'eau,  ou  dans  tout  autre  fluide, 
et  ;r|ui  se  font  équilibre  au  moyen  d'une  balance 
exujpte,  ont  des  poids-  rée^ement  dtfférops,  à  mmos 
que  leurs  volumes  ne  soient  équiyalens.  Le  poiJvle 
plus  grand  est  celui  du  corps.qui  a  le  plus  gland  vo- 
lume, puisque  ayant  éprouvé  une  plus  grande  perle 
dans  le  fluide^,  il  y  ùAt  encore  équilibre  à  Tautre. 

Si  un  même  corp^  est  pesé  suecesgivement  dans  le 
vide  et  dans  1 62^ ,  ejt  que  "P  soit  s(m  poids  dans  le 
vide  ,  ctP^  son  poids  dans  Feau,  P  et  P — F  seront 
lea  ppids  absolus  de  ce  corps  éi.  de  l'eau  sous  un 
x^ême  volume;  ils  sont  don^  entre  eux  «comme  les 
densités  de  ces  deux»  siibstauQes  (n^  60)*  Par  consé- 
quent, ^i  Ton  preild  pour  unhé  k  densité  de  l'eau ,  et 
qu'on  appelle  D  cçUa  du  corps ,  on  aura 

D  ==  — — ^. 

C'est  d'après  cette  formule  ^qu'pn  détermine  les  den- 
sités des  corps  qui  peuvent  ^re  pesés  dans  l'eau, 
sans  s'y  dissoudre ,  au  moyen  de  la  balance  hydros- 
tatique. * 

So5,  lia  démonstration  du  n^  601  s'applique  éga- 
lement aux  parois  latérales  d'un  vase  qui  contient  un 
liquiiâe  ;  et  Ton  en  conckfra  que  les  composantes  ho- 
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ti*onbie«  des  pressions  ex«rcëes  de  dedans  en  dehors, 
sur  tonte  la  surface  intérienne  dn  vase,  se  détiriisent 
denx  à  deux  ;  en  sorte  que  si  le  fond  dn  vase  est  posé 
sur  tin  plan  fixe  et  horizontal,  l'action  des  «aides 
qn  U  contient  ne  pourra  pas  le  mettre  en  mouvez 
ment  j  oe  qui  résulte  aussi  du  principe  de  la  conser* 
vation  du  mouvement  du  centre  de  gravite  (n»  553). 
Mais  si  l'on  feit  une  ouverture  k  l'une  des  patois  la^ 
térales,  au-dessous  dn  niwan  dti  liquide,  celui-<n  s'é- 
coulera par  cet  orifice  j  et  la  pression  n'ajrant  plus 
heu  sur  la  partie  de  la  paroi  qu'on  a  enlevée ,  celhs 
qui  est  exercée  k  la  partie  opposée  dn  vase  ne  sera 
plus  détruite;  par  conséquent,  ce  vase  sera  mis  en 
mouvement  en  sens  contraire  de  l'écoulement  du 
fluide.  Ce  principe  est  celtei  des  difiërentes  sortes  de 
machines  à  réaction ,  et  sur  lequel  est  fondé  le  moyen 
proposé  par  D.  Bemonilli,  pour  mouvoir  les  bateaux 
i^ns  le  secours  des  rames  ni  fin  vent» 

On  verra  au»i,  par  le  même  raisonnement  que 
dans  le  n*  6oa ,  que  la  pression  totale  exercée  sur  le 
fond  du  vase  et  sur  ses  parois  ktérales,  est  toujours 
égale  an  poids  du  fluide  qu'il  contient,  et  appliquée, 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  au  centre  de  gravité  de 
ce  fluide.  Chaque  fllet  vertical  du  fluide,  qui  va,  sans 
interruption ,  de  son  niveau  à  un  point  quelconque 
du  vase ,  exerce  sur  Ce  point  une  pression  normale , 
dont  la  composante  est  égale  an  poids  de  ce  même  fi- 
let. Celui  qui  rencontre  en  deux  points  la  surface  in- 
térieure du  vase,  comprenant  le  fond  et  les  parois 
latérales,  exerce  en  ces  deux  points  des  pressions 
dont  les  composantes  verticales  sont  dirigées  en  sens 

37 
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contraire  Tune  de  lautre.  La  composante  qui  répond 
au  point  inférieur^  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  l'emporte  sur  l'autre  d  une  quantité  égale 
au  poids  de  ce  filet  ;  et ,  de  cette  manière ,  la  résul- 
tante des  pressions  verticales  de  tous  ces  filets  fluides, 
n'est  autre  chose  que  le  poids  même  du  fluide  en 
question. 

Il  fayt  distinguer  cette  pression  de  celle  qui  a  lieu 
seulement  sur  le  fond  du  vase  (n*  5g5)y  et  qui  n'est 
égale  au  poids  du  fluide  que  quand  le  vase  est  un  cy- 
lindre ou  un  prisme  droit.  Elle  est  moindre  qae  ce 
poids ,  lorsque  le  vase  s'élargit  en  allant  du  fond  à  sa 
partie  supérieure ,  parce  que  les  filets  verticaux  du 
fluide,  qui  partent  de  son  niveau,  et  sont  intercepta 
par  les  parois  latérales ,  ne  pressent  pas  sur  le  fond 
du  vase;  elle  est,  au  contraire,  plus  grande  qoe  le 
poids  du  liquide ,  quand  le  vase  va  en  se  retréds^ 
sant,  parce  que  les  fîlkts  verticaux  qui  partent  da 
fond  du  vase ,  et  sont  interceptés  par  les  parois  la- 
térales, exercent  néanmoins  la  même  pression  ver-- 
ticale  sur  le  fond  du  vase ,  que  s'ils  s'étendaient 
jusqu'au  niveau  du  liquide  ;  ce  qui  manque  au  poids 
de  chacun  de  ces  filets  incomplets,  étant  remplacé  par 
la  résistance  de  la  paroi  à  laquelle  ils  viennent  aboutir^ 
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CHAPITRE  IV. 

DE   L'EQUILIBRE  ET   DU   HOUVEHERT   DES   GOBPS 

FLOTTANS. 


606.  Pour  qu'un  corps  pesant  puisse  se  tenir  en 
équilibre  à  la  surface  d!un  liquide  stagnant ,  il  est  né- 
cessaire que  son  poids  soit  moindre  que  cdiui  d'un 
volume  de<:e  fluide  égal  au  sien;  toutefois;  il  y  a  des 
cas  où  il  se  forme  autour  d'un  corps  flottant  un  es- 
pace vide  de  peu  d'étendue^  qui  doit  être  ajouté  à 
son  volume  y  et  qui  diminue^  conséquemment ,  sa 
densité  moyenne  ;  de  sorte  que  des  corps  d'un  petit 
volume  peuvent  surnager^  quoique  leur  densité  pro- 
pre surpasse  celle  4^  liquide.  Nous  ferons  abstraction 
de  cette  circonstance,  qui  se  rapporte  à  la  théorie 
des  phénomènes  capillaires,  dont  il  ne  sera  pas  ques- 
tion dans  ce  Traité  (n«  588). 

La  densité  du  corps  solide,  s'il  est  homogène,  ou 
sa  densité  moyenne,  s'il  ne  l'est  pas,  étant  moindre 
que  celle  du  liquide ,  le  corps  s'enfonce  dans  le 
fluide,  jusqu'à  ce  qu^  le  poids  du  liquide  qu'il  dé- 
place soit  devenu  égal  à  son  poids  entier  ;  et  quand 
cette  égalité  a  lieu,  le  corps  reste  en  équilibre,  si  son 
centre  de  gravité  et  celui  du  fluide  déplacé  sont  si- 
tués sur  une  même  verticale;  car  la  pression  du  li- 
quide qui  doit  faire  équilibre  au  poids  du  corps,  est 
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égale  an  poids  du  liquide  déplacé  ^  et  appliquée  à  son 
œntre  de  gravité^  eu  sens  contraire  de  la  peaao- 
teur  (n*  602). 

Si  le  corps  flottant  est  homogène ,  aussi  bien  que 
le  liquide,  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplace 
coïncide  avec  celui  de  la  portion  immergée  du  corps. 
Dans  rétat  d'équilibre^  le  volume  de  cette  partie  du 
corps  est  à  celui  du  corps  entier,  comme  la  densité 
du  corps  est  à  celle  du  liquide  ;  et  la  détermination 
des  positions  d'équilibre  d'un  corps  flottant  se  réduit 
à  un  problème  de  Géométrie,  dont  voua  Fénonoé. 
Couper  un  corps  p«r  un  pian ,  de  manière  que  le  vo- 
lume d^un  segment  soit  à  cehii  du  corps ,  dans  un 
rapport  donné ,  et  que  les  centres  de  gravité  dn  seg» 
ment  et  du  corps  se  trouvent  sor  une  même  perpen* 
diculaire  au  plan  coorpant.  Quand  on  a  déterminé  one 
section  du  corps  cfux  satisfait  à  ces  deux  conditious , 
on  la  place  an  niveau  dn  liquide^  de  manière  que  le 
segment  dont  on  a  considéré  le  volume ,  soit  sitaé 
an-<lessoas,  et  l'on  a  une  des  positions  d'équilibre  da 
corps  flottant. 

Dans  chaque  cas  particulier ,  on  exprimera  ces 
deux  conditions  par  des  équations,  dont  la  solntion 
complète  fera  connaître  toutes  les  positions  d'équi*- 
libre  de  ce  corps.  Quelquefois  Icjpr  nombre  sera  in- 
fini ,  comme  dans  le  cas  des  tolides  de  révélation 
dont  Taxe  est  horizontal  ;  d'autres  fois,  ce  nombte  sera 
fini  et  déterminé  ;  mais  il  serait  difficile  de  démon- 
trer, à  priori,  qu'il  y  a  toujours  une  position  d'équi- 
libre ,  quelle  que  soit  la  forme  du  corps. 

607.   Je  choisirai ,  pour  exemple  du  problème 
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qu'on  vient  d'énoncer  ^  le  cas  d'un  prisme  droit  et 
triangulaire  y  dont  les  arêtes  sont  Horizontales.  Le 
plan  coupant  leur  sera  ëvidemment  parallèle;  de 
plns^  sa  direction  sera  indépendante  de  la  distance 
comprise  entre  les  deux  bases.  On  pourra  donc  faire 
abstraction  de  la  longueur  du  prisme ,  et  déterminer 
•enlement  1  intersection  du  {dan  conpant  et  de  Tune 
des  deux  bases  ;  de  sorte  que  le  problème  se  rappor- 
tera à  la  Géométrie  plane  ;  ce  qui  aurait  lieu  égale- 
ment dans  le  cas  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  hori-* 
zontal  à  base  quelconque. 

Soit  ABC  (fig.  4?)  Yvoïe  des  bases  du  prisme  donné. 
Il  peut  arriver  que  deux  sommets  de  ce  triangle  soient 
plongés  dans  le  liquide ,  on  qu'il  n'y  en  ait  qu'un  seul 
MHdessus  du  niveau.  J'examinerai  d'abord  le  cas  d'un 
seul  sommet  immergé;  on  verra  ensuite  comment 
l'autre  casée  ramène  à  celui-là.  Soient  donc  G  ce  som- 
Biet  immergé,  et  MN  l'intersection  du  plan  coupant  et 
de  la  Jiase  ABC ,  qu'il  s'agit  de  déterminer,  et  qui  rc'» 
pvéeentere  le miveau  du  liquide.  J'appellerai  a,  b,  c, 
les  côtés  donnés  de  ce  triangle  ABC,  qui  sont  respec- 
tivement opposés  aux  angles  A ,  6 ,  C  ;  et  je  dési- 
gnecai  par  x  et  ^  les  côtés  inconnus  CM  et  CN  du, 
triangle  MNC  ;  de  sorte  qu'on  ait 

» 

BC=:a,  XC^b,  AB«c^  CMs^x,    CN=7. 


'L'aire  d'un  triangle  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  deux  de  ses  côtés  et  du  sinus  de  l'angle  com-* 
pris  ;  on  aura  donc 

ABC^^a^sinC,     MNC  ss  ^  x/ sin  C. 
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Le  prisme  entier  et  le  prisme  plongé  dans  le  liquide 
sdht  entre  eux  ôomme  leurs  bases  AfiC  et  MNC  ;  on 
doit  donc  aVoir 

MNC  :  ABC  ::  r  :  i; 

r  étant  une  quantité  plus  petite  que  Tunité ,  qui  re-- 
présente  le  rapport  de  la  densité  du  corps  flottant  à 
•elle  du  liquide.  En  mettant  pour  ABC  et  MNC  leurs 
valeurs  précédentes,  cette  proportion  donne 


o^  =  rab. 


(0 


Maintenant,  soit  D  le  milieu  de  la  base  AB;  me- 
nons la  droite  CD,  et  prenons  sur  cette  ligne  DG=:^DC; 
le  point  G  sera  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 
De  même,  E  étant  le  milieu  de  MN,  si  l'on  prend 
sur  CE  une  partie  £F  =  j  CE ,  le  point  F  sera  le 
centre  de  gravité  de  MNC.  La  droite  GF  devra-  donc 
être  perpendiculaire  à  MN;  mais,  à  cause :que:les  li- 
gnes CD  et  CE  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles aux  points  G  et  F ,  les  droites  DE  et  GF  sont 
parallèles j  par  conséquent,  la  droite  DE,  qui  joint 
les  milieux  des  deux  basesAB  et  MN,  est -aussi  perpen- 
diculaire à  MN;  et  il  en  résulte  que  les  deux  obli- 
ques DM  et  DN  sont  égales. 

Réciproquement,  si  l'on  a  DM  =  DN,  la  droite 
DE  sera  perpendiculaire  à  BfN ,  ainsi  que  sa  parallèle 
GF;  donc,  pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
centres  de  gravité  G  et  F  soit  perpendiculaire  à  Kn- 
tersection  MN,  il  est  nécessaire  et  il  suf&t  que  les  va- 
leurs de  DM  et  DN  soient  égales. 

Cela  étant,  faisons  CD==:A,  et  désignons  par  ol 
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et  C  les  data  parties  DCA  et  DCB  île  YûngU  ACB.  Ea 
considérant  les  deux  triangles  DCM  et  DCN ,  tkoas 
aurons 

4  *       * 

DM  ='  h*^'^  or*  —  aha:  cos  a , 
DN  =  A»  +  jr»  -«  2kj^  cos  €  ; 

et  en  égalant  ces  deux  valeurs^  il  en  résultera 

a:*  —  2hx  cos  a  ==  ^*  —  :^hjr  cos  6.     (3) 

,  liés  équations  (1)  et  (a)  sont  celles,  qui  devront 
servir  à  déterminer  x  et  jr.  Par  Féliminatiôn  de  7^  ^ 
on  en  déduit 

x^ — 2hx^  cos  a  +  nhrabx  cos  ff  —  r^a'ô*  =  o.     (S) 

On  tirera  donc  la  valeur  àt  x  àà  cette  équation  du 
quatrième  degré  j  et  Ton  aura  ^5=  —  pour  la  va- 
leur' correspondante  de  ^. 

L'équation  (5)  étant  d'un  degré  pairy  et  ajaut  son 
dernier  terme  négatif,  il  s'ensuit  qu'elle  a  une  racine 
positive  et  une  négative.  Les  deux  autres  racines  peu- 
vent être  réelles  ou  imaginaires.  Si  elles  sont  réelles, 
la  règle  de  Descartes  fait  voir  que  l'équation  (3)  aura 
trois  racines  positives,  et  une  racine  négative  j  car  en 
considérant  les  signes  de  ses  ternies,  et  soit  qu'on 
4onne  le  signe  -{-  ou  le  signe  —  au  troisième  terme , 
qu'on  y  peut  comprendre  avec  un  coefficient  nul,  on 
trouve  toujours  trois  variations  et  une  permanence. 
Les  inconnues  x  el  jr  ^  qui  sont  les  côtés  du  tria^le 
MNC,  ne  pouvant  être  que  des  quantités  positi^ys. 
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respectiveiMDt  laomdres  que  ks  càtés  CA  et  CB  da 
triangle  ABC,  on  rejettera  donc,  oomme  étraiigères  k 
la  question ,  )a  racine  négative  de  Téquatioa  (5) ,  le$ 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  a ,  et  celles  qui  don- 
neraient une  valeur  de  jr  plus  gfande  que  b.  Ainsi , 
il  y  auraj^  au  plus,  trois  positions  d'équilibre  pour 
lesquelli^s  le  sommet  Ç  est  seul  plongé  dans  le  li- 
quide. , 

6o8.  Si  l'on  suppose  ce  sommet  hors  du  fluide,  et 
les  deux  points  A  et  B  au-dessous  du  niveau  MU,  le 
pioUème  aéra  le  môme  que  dans  le  csas  précédent , 
avec  cette  aeule  différence  que  la  quantité  r  devi;a 
être  remplacée  par  i— r-  r  dans  1^  équations  (i)  et (3). 
En  effet ,  le  triangle  ABC ,  et  ses  deux  parties  MNC  et 
MNBA ,  ayant  leurs  centres  de  gravité  sur  une  même 
droite ,  et  ceux  de  ABC  ^  de  la  seconde  partie  de- 
vant être  situés  sur  une  perpendiculaire  à  MN ,  il  fau- 
dra toujours  que  les  triangles  ABC  et  MNC  aient 
aussi  leui^  centres  de  gravité  sur  cette  perpendicu* 
laire;  en  sorte  que  Ton  aura  d'abord^  sans  aucun 
changement ,  l'équation  (2) ,  qui  exprime  cette  cou-* 
dition.  D'ailleurs ,  la  proportion 

MNBA  :  ABC  ::  r  ;  %, 

qui  doit  avoir  lieu  maintenant ,  peut  être  changée 
en  celle-ci: 

MNC  :  ABC  ::  *  —  r  :  i: 

pe  oui  chao^  a^ssî  TéqaatioD  (i)  en  cette  autre; 


* 
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Ea  s'en  seiraut  pour  élimioer  y  de  Féqnalion  (n)  ^ 
OD  retrouvera  Fëquation  (3),  dans  laquelle  le  rapport 
r  sera  remplace  par  i  —  r,  c'est-à-*dire,  que  Tou 
aura 

Eu  raisonnant  comnie  précédemment ,  ou  conclura 
de  cette  équation  j  qu  il  y  a  au  plus  trois  positions 
d'équilibre,  pour  lesqudles  les  deux  sommets  A  et  B 
du  solide  sont  plongés  dans  le  fluide. 

Si  Tou  considère  successivement  les  trob  sommets 
A,  B,  C,  et  si  l'on  examine^  pour  chaque  sommet^ 
les  cas  où  il  est  seul  plongé  dans  le  fluide  et  seul 
hqrs  du  fluide  ^  on  déterminera  toutes  les  positions 
horizontales  d'équilibre  du  prisme  donné  ;  et  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède ,  que  ce  iBombre  ne  pourra 
jamais  éti^  plus  grand  que  dix-huit. 

609.  Lorsque  le  triangle  ABC  est  isoscèle ,  on  peut 
se  passer  d^  l'équation  (3)  ou  (4)>  et  résoudre  direc- 
tement les  équations  en  x  et  y.  Je  suppose  qu'on  ait 
h^s^a^  les  triangles  CAD  et  CBI)  seront  rectangle^ 
^t  égaux  ;  on  aura 

^  s=s  a,     ii*  =  a*  -r  \c^f    acosct  5=  h; 

et  les  équations  (i)  et  (2)  deviendront 


Ott  y  satisfait  d'abord ,  en  prenant 


4 


1 


X 


=  jr  ^  ^\^h 
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valeurs  qui  sont  admissibles^  à  cause  de  r<Ci  et 
a  yjr  <  a.  Il  en  résulte  une  première  position  d'é- 
quilibre ^  dans  laquelle  lé  triangle  MNC  est  isoscèle, 
et  où  la  base  AB  du  triangle.  ABC  sera  parallèle  à  MN 
ou  horizontale.  En  changeant  r  en  i  — r^  on  aura 
une  seconde  position,  où  le  point  C  sera  situé 
hors  du  liquide,  et  la  base  AB  toujours  horizontale. 
Mais  il  peut  aussi  exister  d'autres  positions  d^équi- 
libre,  pour  lesquelles  cette  base  sera  inclinée. 

En  efifet,  si  Ton  supprime  le  facteur  jr  —  x  de  la 
seconde  équation  (5),  il  vient 

r  +  a:   = • 

Celle-ci  et  la  première  équation  (5).  donnant  la 
somme  et  le  produit  des  deux  inconnues  x  el  jr^  il 
s'ensuit  que  ces  quantités  seront  les,,  deux  racines 
d'une  même  équation  du  second  degré*,  lesquelles 
racines  auront  pour  expression 


On  prendra  successivement  chacune  d'elles  pour  x 
et  l'autre  pour^;  et  quand  elles  seront  toutes  deux 
réelles  et  moindres  que  a,  il  en  résultera  deux  nou- 
velles positions  d'équilibre,  dans  lesquelles  la  base 
AB  sera  située  hprs  du  liquide.  En  mettant  i  — r  au 
lieu  de  r,  et  supposant  toujours  les  racines  réelles 
plus  petites  que  a,  on  aura  deux  autres  positions  ou 
cette  base  sera  immergée. 
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Lorsque  les  deux  racines  qu'en  vient  d'écrire  sont 
égales,  la  base  ÂB  est  horizontale,  et  ces  nouvelles 
positions  d'équilibre  doivent  rentrer  dans  les  précé- 
dentes; et,  effectivement,  on  a  alors  4^'— c*=:4fl*\/r7 
ce  qui  donne  ^  =zxs^a  \/r. 

610.  Dans  le  cas  du  triangle  équilatéral,  on  fera 
cs^ix,  dans  les  formules  précédentes.  Les  valeurs 
egaïes  de  x  et^  ne  seront  pas  changées  ;  leurs  valeurs 

inégales  deviendront    . 

fi 


.    î  (5  ±   V9  -  i6r), 
dans,  le  cas  d'un  seul  soimnet  immergé ,  et 


|(5  d:    N/i6r—  7), 

dans  le  .cas.  .d'un  seul  sommel  hôr$:du  liquide.  Il  s'a« 
giradonc'de  savoii*  queUe  doit  être  la  fraction  r, 
pour  «que   ces  valeurs  soient  réelles  et  i  moindres 

que  a»-  :    ]  . 

Or,  si  l'on  a  r  <  ^  et  >  i,  la  première  formule 
sera  réelle,  et  ses  deux. valeurs  seront  moindres  que 
a}  hors  de  ces  Jimiies,  cette  formulé  sera  imaginaire^ 
ou  bien  une  de  ses  valeurs  surpassera  ^;:et  de  méme^ 
pour  que  les  valeurs  de  la  seconde  formulé  soient 
réelles  él  plus  petites  que  a,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  l'on  ait  r:<  î  et  >  ^.  Onrvoit  donc  que 
depuis  rs^-^  jusqu'à  rs=r^.,  la.'première  formule 
sera  seule  admisfiiUe;  que  ce  -sera,  au  contraire,  la 
seconde  qui  sera  seule  admissible  depuis  r  s=  |  ju&- 
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qu'à  r«c-{^;  et  <pie  pour  r  >  ^  oa  r  <  i^,  le»  deux 
formules  deyroot  être  rejetées* 

Comme  tout  est  semUaUe  par  rapport  aux  trois 
sommets  du  triangle  équilatéral  ^  le  w>mbre  des  po- 
sitions d  équilibre  sera  toujours  un  multiple  de  trms, 
et  ce  nombre  total  pourra  être  six  ou  dix -huit ,  sui- 
vant la  valeur  de  r. 

61 1 .  Outre  leurs  positions  horizontales  d'équilibre^ 
les  prismes  et  les  cylindres  homogènes  ont  aussi  des 
positions  d'équilibre^  dans  lesquelles  leurs  arêtes 
sont  verticales^  et  leurs  bases^  parallèles  au  niveau  du 
liquide,  et  qui  sont  doubles  pour  chaque  corps , 
parce  que  Tune  ou  l'autre  des  deux  bases  peut  être 
I^ongée  dans  le  fluide.  Un  prisme  vertical  et  sa 
partie  immergée  ont  leurs  centres  de  gravité  sur  une 
même  perpendiculaire  au  niveau  ;  le  rapport  de  leurs 
volumes  est  le  même  que  celui  de  leurs  hauteurs  ; 
et  y  par  conséquent,  la  hauteur  du  prisme  immeigë 
est  à  celle  du  prisme  entier,  comme  la  denâté  du 
iOOTps  est  à  <^elle  du  liquide ,  ce  qui  suffit  pour  dét^ 
miner  l'enfoncement  du  corps  dans  son  état  d'équi- 
libre. 

Les  solides  de  révolution,  et  généralement  tous 
les  corps  ajrmétriques  autour  d'un  axe^  <mt  de  même 
4eixx  positions  d'j^juiltbre  dans  lesquelles  cette  droite 
eat  verticale,  et  qu'on  détttmiuera  ÉasoÉ  difficnlté. 
Supposons  qu'il  s'agisse ,  par  exeraf^e,  d'un  eUipsoide 
homogène,  dont  les  trois  demi-axes  soient  a,  &»  c; 
plaçons  l'axe  :ic  verticalement,  et  soit  u  k  distance 
du  {dan  des  deux  antres  axes  à  lasecdon  kfiaurctsau; 
u  étant  une  inconnue  posilîtn  ou  négative^  selon  qoe 
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cette  section  te  trouTera  aoKlefcoas  on  an-dessos  da 

« 

centre  de  l'eUipsoide»  Sott  aussi  Z  Taire  de  la  section 
hwisontale  de  ce  corps,  fiiite  à  une  distance  quel- 
conque z  de  son  centre;  le  volume  du  demi-ellipmide 


î* 


étant  Y  ^^^  9  ^^  ^^^  celui  du  segment  plongé  ^  en  re- 
tranchant de  Y  ^^f  l'itit^t^le  j    Zdz,  qui  exprime 

la  valeur  de  la  tranche  comprise  entre  la  section  ^Jleur 
dCeau  et  la  section  horizontale  faîte  par  le  centre  du 
corps ,  et  qui  aura  le  même  signe  que  u.  Dans  le  cas 
d'équilibre  ,  on  aura  donc 

— -  ahc  —  r   Tédz  =  y  abcri 

« 
r  étant  toujours  le  rapport  de  la  densité  du  corps 
flottant  à  celle  du  liquide.  Ce  corps  étant  un  ellip- 
soïde ,  on  aura  (n^  .89) 

et  l'équation  d'équilibre  deviendra 

u^  —  5c*M  —  a  (ar  —  i)c*  =  o. 

Elle  aura  *  toujours  une  seule  racine  réelle,  corn-- 
prise  entre  dtic^  qui  séropositive  ou  négative,  selon 
que  Ton  aura  r>  ^  ou  r  <  f •  Dans  les  cas  extrêmes 
de  rs30  et   rsssi,  cette  racine   sera    tt=ss  c  et 

Un  corps  symétrique  autour  d'un  axe  vertical; 
étant  i^kMEigé  successivement  et  par  la  même  partie , 
dans  différens  liquides,  s'y  enfoncera  de  quantités 
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dpnt  les  volumes  seroftt  en  raison  inverse  des  densités 
de  ces.  fluides.  C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  Tu- 
sage  du  pèse-^liqueur  ou  arœmètref  pour  comparer 
entre  elles  les  densités  de  divers  fluides. 

6 1:2.. Parmi  les  différentes  positions  d équilibre  d'un 
même  corps  solide  flottant  à  la  surface  d'un  liquide, 
il  y  en  a  qui  sont  stables,  et  d'autres  qui  ne  le  sont 
pas  ;  et  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n'1 5jo ,  si  Ton 
fait  tourner  ce  corps  autour  d'un  axe  horizontal, 
pour  fixer  les  idées,  ses  positions  successives  d'équi- 
libre seront  alternativement  stables  et  instantanées. 
Il  importe  de  distinguer  avec  soin  les  premières  des 
dernières,  qui  ne  subsistent  assez  de  temps  pour  être 
observées,  qu'à  raison  d'une  petite  adhérence  du 
corps  flottant,  au  liquide  avec  lequel  il  est  en  con- 
tact. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  flottant  soit  par- 
faitement symétrique  y  pour  la  forme  et  pour  la  den- 
sité de  ses  parties,  de  part  et  d'antre  d'une  section 
verticale  ÂBCD  (fig.  48).  Soit  G  son  centre  de  gra- 
vité, qui  appartiendra  a  cette  section.  Dans  son  état 
d'équilibre,  soit  aussi  ÂC  la  droite  où  cette  section 
est  coupée  par  le  niveau  du  liquide,  prolongé  dans 
l'intérieur  du  corps,  et  H  le  centre  de  gravité  du  vo- 
lume du  fluide  déplacé  par  le  corps;  ce  point  appar- 
tiendra aussi  à  la  section  ÂBCD ,  et  se  trouvera  sur 
la  perpendiculaire  BGK ,  abaissée  du  point  G  sur  la 
droite  ÂC.  Quand  le  corps  sera  homogène,  H  sera 
au-dessous  de  G,  comme  la  figure  le  suppose;  mais 
quand  on  aura  lesté  le  corps  flottant,  c'est-à-dîre, 
quand  on  aura  augmenté  la  .densité  de  sa  partie  in- 


> 
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fërieure^  le  point  G  pourra  tomber  au-dessoàs  du 
point  H. 

Cela  étant ,  concevons  que  Ton  écarte  un  peu  le 
corps  flottant  de  sa  position  d'équilibre ,  en  le  faisant 
tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ABCD^ .  et 
l'abandonnant  ensuite  à  lai-mème  sans  vitesse  ini- 
tiale. Quel  que  soit  le  mouvement  que  le  corps  pren- 
dra^ la  section  ABCD  demeurera  toujours  verticale , 
et  comprendra  constamment  le  centre  de  gravité  Gi 
Dans  cette  nouveUe  position ,  soit  A!G  (fig.  49)  f  1^ 
droite  qui  représente  le  niveau  du  liquide,  et  qui 
coupe  AC  au  point  E ,  de  manière,  que  le  segment  du 
corps  qui  répond  à  A£A',  soit  entré  dans  le  liquidé, 
et  que  celui  qui  répond  à  CEC^,  en  soit  sorti.  Je  sup- 
poserai égaux  les  volumes  de  ces  deux  segmens;  il 
en  résulte  que  le  volume  du  liquide  déplacé  par  le 
corps  n'aura  pas  changé  ;  le  poids  de  ce  volume  de 
fluide  sera  donc  encore  égal  à  celui  du  corps,  comme 
dans  l'état  d'équilibre  ;  or,  le  centre  de  gravité  G  du 
corps  flottant  doit  se  mouvoir  comme  si  la  masse  de 
ce  corps  y  était  réunie ,  et  que  le  poids  de  ce  corps 
et  la  pression  du  fluide  y  fussent  appliquées  (n^  4^3); 
et  ces  deux»  forces  verticales  agissant  en  sens  con- 
traire l'une  de  rautre,  et  étant  égales  dans  notre 
hypothèse ,  on  n'aura  point  a  considérer  le  mouve- 
ment du  point  G. 

Soient  H^  le  centre  de  gravité  du  volume  du  liquide 
déplacé,  après  que  le  corps  a  été  écarté  de  sa  position 
d'équilibre.  Ce  point  appartiendra ,  comme  le  centre  de 
gravité  ,G,  à  la  section  ABCD;  mais  ils  ne  seront  plus 
situés,  en  général,  sur  la  mêoie  verticale;  la  pression 
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da  floide  fera  donc  toiinier  le  corps  aiitonr  d^une 
droite  passant  par  le  point  G^  et  perpendiculaire  à  la 
section  ABCS)  ;  et  il  s'agira  de  savoir  si  ce  monyemeat 
tendra  à  ramener  le  corps  à  sa  position  d'équilibre^ 
ou^  à  l'en  écarter  davantage^  et  k  le  faire  chavirer. 

Otf  si  Ton  mène  par  le  point  H'  la  verticale  H'M^ 
qui  rencontre  la  droite  BGK  perpendiculaire  à  AC , 
au  point  M ,  il  est  évident  que  la  pression  du  fluide 
qui  s'exerce  de  bas  en  haut  suivant  la  direction  H^H^ 
tendra  à  ramener  la  droite  BGK  à  sa  position  verti- 
cale f  correspondante  à  l'équilibre  ^  ou  à  l'en  écarter 
davantage^  selon  que  le  point  M  sera  situé  au-dessus 
on  an-^lessous  du  point  G.  Dans  le  premier  cas,  Té- 
quilibre  sera  stable ,  et  dans  le  second ,  il  ne  le  sera 
pas.  Quand  le  point  M  et  le  point  G  coïncideront,  le 
corps  restera  encore  en  équilibre,  dans  la  position 
voisine  de  la  première ,  où  on  l'aura  placé* 

Si  le  centre  de  gravité  G  tombe  au-dessons  de 
celui  dn  volume  du  liquide  déplacé,  qui  était  H  ,  dans 
l'état  d'équilibre ,  c'est-à-»dire,  si  ce  point  G  se  trouve 
entre  les  points  B  et  H,  sur  la  ligne  BK,  le  point  M 
se  trouvera  au-dessus  de  G ,  et  l'équilibre  sera  né- 
cessairement stable.  Si,  au  contraire,  le  point  G  est 
au-dessus  de  H,  comme  dans  le  cas  d'un  corps  homo- 
gène ,  le  point  M  pourra  se  trouver  au-dessus  on  an- 
dessous  de  G,  et  l'équilibre  pourra  être  stable  ou  non 
stable.  Le  point  M,  dont  la  considération  sert  à  dis- 
tinguer l'un  de  l'autre ,  les  deuit  états  d'équilibre  d'nn 
corps  flottant ,  symétrique  par  rapport  à  une  section 
verticale,  est  ce  qu'on  appelle  le  métacerUre.  Mais  nons 
allons  donner  une  autre  règle ,  déduite  du  principe 
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des  forces  vives  pour  s  assurer,  dans  tous  les  cas,  de 
la  stabilité  de  cet  équilibre. 

61 3.  Pour  cela ,  considérons  un  corps  d'une  forme 
quelconque^  homogène  ou  hétérogène ,  en  équilibre 
à  la  surface  de  l'eau.  Soient  ABCD  (fig,  5o),  la  sec- 
tion de  ce  corps  par  le  niveau  de  l'eau  prolongé  dans 
son  intérieur,  G  le  centre  de  gravité  du  mobile,  H 
celui  du  volume  d'eau  déplacé  par  la  partie  immer- 
gée de  ce  corps,  V  le  volume  de  cette  partie ,  et  M  la 
masse  du  corps  entier  ;  puisqu'on  le  suppose  en  équi- 
libre, la  droite  GH  est  perpendiculaire  au  plan  ABCD, 
et  la  masse  d'eau  déplacée  est  égale  à  celle  du  corps, 
de  sorte  qu'en  appelant  p  la  densité  de  l'eau ,  on  a 

M  =  Vp. 

Supposons  qu'on  élève  la  section  ABCD  au-<lessus 
du  niveau  de  l'eau  ((ig.  5i),  ou  qu'on  l'abaisse  au- 
dessous,  d'une  quantité  très  petite  ;  qu'eu  même 
temps  ^  on  incline  un  tant  soit  peu  le  plan  de  cette 
section;  et,  pour  plus  de  généralité,  qu'on  imprime 
aussi  de  petites  vitesses  aux  points  du  mobile.  L^é- 
quilibre  sera  troublé;  et  la  question  de  la  stabilité 
consistera  à  examiner  si,  par  suite  du  mouvement 
que  le  corps  prendra,  lasection  ABCD,  fixe  dans  l'in-* 
térieur  du  mobile,  s'écartera  de  plus  en  plus  du 
niveau  de  l'eau,  ou  si  elle  tendra  à  y  revenir,  en 
oscillant  de  part  et  d'autre  de  ce  niveau.  Pendant  le 
mouvement  qui  aura  lieu ,  le  niveau  naturel  de  leau 
coupe  le  corps  flottant  suivant  une  section  variable 
dans  son  intérieur ,  qu'on  appelle  le  plan  de  flottai-^ 
son.  A  un  instant  quelconque,  soient  A'B'C'D'  cette 
2.  38 
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section;  ÂB'^CD''  une  autre  section  variable  de  ce 
corps,  faite  par  un  plan  horizontal  qui  passe  par  le 
centime  de  gravité  de  la  section  ABCD  ;  ÂC  Tintersec- 
tion  de  ABCD  et  AB'^CD'^  variable  sur  ABCD  ;  film- 
cUnaison  mutuelle  de  ces  deux  sections  ;  Ç  la  distance 
de  AB"€iy'  au  plan  de  flottaison,  laquelle  distance 
sera  regardée  comme  positive  ou  comme  négative , 
suivant  que  cette  section  se  trouvera  au-dessous  oa 
au-dessus  du  niveau  de  Teau.  Les  quantités  variables 
6  et  ^  sont  supposées  très-petites  à  Torigine  du  mou- 
vement; il  s'agira  de  savoir  si  elles  resteront  très 
petites  pendant  toute  sa  durée. 

6i4«  E^n  appelant  u  la  vitesse  variable  d'un  élément 
quelconque  dm  de  la  masse  du  mobile ,  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  ses  points  sera  donnée  par  l'in- 
tégrale fu^dm  étendue  à  la  masse  entière ,  el  l'équa- 
tion qui  résulte  du  principe  général  des  forces  vives , 
sera  de  la  forme  (n*  564) 


fu^dm  =  c  -f-  2^;  (fl) 

c  étant  une  constante  arbitraire  y  ei  <p  une  fonction 
dépendante  des  forces  qui  sont  appliquées  aux  points 
du  mobile* 

Ces  forces  sont  la  gravité ,  qui  agit  sur  tous  ses 
points ,  et  les  pressions  verticales  que  le  fluide 
exerce  sur  la  partie  immergée  de  la  surface  du  corps; 
or,  on  peut  substituer  à  ces  pressions  des  forces  mo<- 
trices  agissant  sur  tous  les  élcmens  dm  de  sa  masse , 
qui  sont  situés  au-dessous  du  niveau  de  Teau,  en 
prenant  pour  chaque  élément  une  force  dirigée  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  égale  au  poids  du 
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volume  d'eau  qu'il  remplace  ;  car  la  résultante  dé  ces 
forces  motrices  aura  la  même  grandeur,  la  même 
direction  et  le  même  point  d'application ,  que  celle 
des  pressions  verticales  (n^  602).  De  cette  manière , 
en  désignant  par  g  la  gravité  et  par  du  1  élément  du 
volume  du  mobile  qui  correspond  à  l'élément  dm  de 
sa  masse ,  la  force  motrice  de  dm  sera  gdm  —  gpdu , 
si  ce  point  matériel  se  trouve  au-dessous  du  niveau 
de  l'eau,  et  gdm  s'il  se  trouve  au-dessus.  Soit  de  plus 
z  la  distance  variable  de  dm  au  plan  de  flottaison , 
positive  ou  négative,  suivant  que  dm  sera  au-dessous 
ou  au-dessus  de  ce  plan  ;  il  résulte  de  la  valeur  gé- 
nérale de  la  fonction  (p,  donnée  dans  le  n^  564  >  ^^^ 
dans  la  question  qui  nous  occupe >'X>n  devra  avoir 

la  première  de  ces  deux  intégrales  s'étendant  à  la 
masse  entière  du  corps  flottant,  et  la  seconde,  seule- 
ment à  la  partie  immergée  de  son  volume. 

En  abaissanJL  du  centre  de  gravité  G  de  la  masse  M, 
une  perpendiculaire  GE  sur  le  plan  A'B'C'D',  et 
faisant  GE  =  2,  #  on  aura  d'abord 

fzgdm  =  gMz^, 

pour  la  valeur  de  la  première  intégrale.  Je  partage 
la  seconde  en  deux  parties,  l'une  relative  au  vo- 
lume y  situé  au-dessous  de  ARC3),  dans  l'état  d'équi- 
libre, l'autre  relative  au  volume  compris  entre  les 
sections  ABCD  et  A'B'C'D'.  J'ai  alors  g\pz'  pour  la 
valeur  delà  première  partie;  z'  étant  la  distance  va- 
riable du  centre  de  gravité  H  du  volume  V  au  plan 

38.. 
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de  flottaison ,  c'est-à-dire ,  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire HF  abaissée  du  point  H  sur  le  plan  A'B'C'D'. 
En  représentant  donc  pour  un  moment  par  k  la  va- 
leur de  l'intégrale  yî^ii',  étendue  à  tous  les  élémens 
dif  du  volume  contenu  entre  ABCD  et  A'B'C'D' ,  gfk 
sera  la  seconde  partie  de  la  seconde  intégrale  com- 
prise dans  l'expression  de  ip ,  et  nous  aurons 

(p  =  gUz^  —  gfVsf  —  gfk, 

pour  la  valeur  complète  de  cette  quantité»  Mais  la 
droite  GH  étant  perpendiculaire  au  plan  ABCD,  Tao- 
gle  qu'elle  fait  avec  la  verticale  GE  est  l'inclinaison  8 
du  plan  ABCD  sur  un  plan  horizontal  ;  si  donc  on 
appelle  a  la  longueur  constante  de  GH,  on  aura 

z^  zs:  z'  zài  acos^; 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  le  point  G  est 
au-dessous  du  point  H,  et  le  signe  inférieur  dans  le 
cas  contraire.  En  substituant  cette  valeur  de  z^  dans 
celle  de  ç,  et  observant  que  M  =  Vf  ^  il  vient 

^  =  db  g  fa  V  cos  6  —  gfk  ; 

et  il  ne  restera  plu3  qu'à  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale  représentée  par  k. 

6i5.  Pour  l'obtenir,  je  décompose  l'aire  de  la  sec- 
lion  ABCD  en  élémens  infiniment  petits  ;  je  les  pro- 
jette tous  sur  le  plan  de  flottaison  A'B'C'D'j  ce  qui 
divise  le  volume  compris  entre  ces  deux  sections  du 
corps ,  en  une  infinité  de  cylindres  verticaux  qui  ont 
pour  bases  les  projections  horizontales  des  élémens  de 
ABCD.  Je  coupe  ensuite  un  cylindre  quelconque  par 
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une  infinité  de  plans  horizontaux,  et  je  prends  pour 
rélément  ds^  da  volume  que  je  considère ,  la  partie 
de  ce  cylindre  comprise  entre  deux  plans  consécutifs, 
dont  les  distances  au  plan  de  flottaison  sont  z  et 
Z'^'dz^àe  sorte  que  cet  élément  soit  égal  à  la  base 
ducylindre^  multipliée  par  e/z.  Or,' ^/A  étant  l'élément 
différentiel  de  la  section  ABCD^  la  projection  hori«. 
zontale ,  ou  la  base  du  cylindre  correspondant ,  sera 
dXcQsBy  puisque  0  est  l'inclinaison  du  plan  de  dK 
sur  le  plan  de  projection  ;  on  aura  donc 

d{f  =  dzdA. ços  0  ; 

par  conséquent,  l'intégrale  fzdv^  relative  à  Tun  de& 
cylindres  verticaux,  sera  le  produit  de  dA  «cos  G,  et  de 
fzdz ,  ou  égale  à  ^jr^  cos  fl  .  rfA ,  en  appelant  j  la 
hauteur  de  ce  cylindre ,  ou  la  perpendiculaire  abais--' 
sée  de  d\  sur  le  plan  de  flottaison.  La  quantité  qu'on 
a  représentée  par  k  sera  donc 

A:  =  îCOs8jry*^A; 

l'intégrale  s  étendant  à  l'aire  entière  de  ÂBCD. 

La  perpendiculaire^  se  compose  de  deux  parties  : 
l'une  comprise  entre  les  deux  plans  parallèles  Â'B'CD' 
et  AB^CD",  qu'on  a  représentée  par  Ç ,  Vautre  comprise 
entre  dA  et  le  second  plan ,  qui  sera^gale  à  Z  sin  6 ,  en 
désignant  par  l  la  distance  de  cet  élément  à  Tintersec- 
lion  AC  des  deux  plans  ABCD  et  AB''CD'';  on  aura  donc 

7  =  ^  +  ZsinO, 

où  Ton  regardera  l  comme  une  quantité  positive  ou 
négative,  selon  que  dA  se  trouvera  au-dessous  ou 
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au-dessus  du  second  plan.  En  substituant  cette  va- 
leur dans  réquation  précédente ,  et  observant  que  Ç 
et  6  sont  constantes  dan^  l'intégration  indiquée,  il 
vient 

k—:L  ç*cos  e/ûfA  ^sinfl  cos  QfldX  +  isîn*flcosfl/7*ti\. 

J'appelle  b  Taire  de  la  section  ABCD,  où  la  valeur 
defdA;  la  droite  AB  renfennant,  par  hypothèse ,' le 
centre  de  gravité  de  cette  section ,  l'intégrale  /ld\  est 
nulle  ;  et  si  1  on  fait 

/l-dK  =  by\ 

de  sorte  que  y  soit  une  ligne  dépendante  de  la  figure 
et  de  rétendue  de  ABCD ,  on  aura  finalement 

k  z=z  ibcos&CZ*  +  y'sin*  ô). 

Cette  formule  n'est  pas  rigoureusement  la  valeur 
de  A:;  pour  qu'elle  le  ftit,  il  faudrait  que  le  volume 
compris  entre  les  sections  A'B'CD'  et  ABCD  fût  un 
cylindre  vertical ,  tronqué  par  le  plan  de  la  section 
ABCD;  mais  quelle  que  soit  sa  forme,  on  conçoit  que 
la  valeur  exacte  de  k  doit  différer  très  peu  de  la  pré- 
cédente ,  tant  que  les  variables  ^  et  â  sont  très  pe- 
tites ;  et  il  est  fSicile  de  s'assurer  que  la  différence  de 
ces  valeurs  est  €ne  quantité  du  troisième  ordre  à 
regard  de  ^  et  â.  En  substituant  la  valeur  approchée 
de  k  dans  l'expression  de  ç ,  faisant  aussi 

sin  8  =  fl 5  +  etc. ,    cos  6  =  i  —  -  +  etc. , 

et  négligeant  tous  les  termes  du  troisième  ordre  par 


HYDROSTATIQUE.  Syg 

rapport  à  ces  variables  8  et  Ç ,  nous  aurons  donc 

<P  =  =*=  f P  Va  =p  i  gpVfl8' — i  gf  6  (^  +  >•«•) , 

ce  qui  change  l'équation  (a)  en  celle-ci  : 

en  comprenant  le  terme  db  iigpVa  dans  la  constante 
arbitraire  c. 

6i6.  La  valeur  de  cette  constante  se  déterminera 
d'après  les  valeurs  de  z^ ,  Ç ,  9 ,  à  l'origine  du  mouve- 
ment, qui  sont  supposées  très  petites;  c  est  donc  aussi 
une  quantité  très  petite;  et,  de  plus,  l'équation  (b) 
montre  que  sa  valeur  est  positive,  si  le  coefficient 
by*dzVa  est  positif,  quand  le  mouvement  commence. 
Si  ce  coefficient  res^  positif  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  oh  peut  conclure  de  cette  même 
équation,  par  le  raisonnement  déjà  employé  dans  le 
n®  570 ,  que  les  variables  Ç  et  fl  demeureront  cons- 
•  tamment  très  petites;  de  manière  qu'on  aura  a  un 
instant  quelconque , 

ce  qui  fait  voir  que  la  stabilité  de  l'équilibre  du  corps 
flottant  tient  au  signe  de  la  quantité  by^^\a,  et 
que  cet  équilibre  sera  stable  toutes  les  fois  que  cette 
quantité  sera  positive  à  l'origine  et  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement. 

L'intégrale yZ*dlA,  qui  est  représentée  par  by^  ^  ne 
peiit  être  qu'une  quantité  positive ,  puisque  tous  ses 
élémens  sont  positifs.  Le  terme  zh  Va  doit  être  pris 
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avec  le  signe  -f-,  quand  le  point  G  est  plus  bas  qne  le 
point  H;  donc,  dans  ce  cas,  le  coefficient  by^dtzYa 
cfit  positif,  et  l'équilibre  est  stable.  Lors  donc  que  le 
centre  de  gravité  de  la  masse  entière  d'un  corps  flot- 
tant est  plus  bas  que  celui  du  volume  d'eau  qu'il 
déplace  dans  sa  position  d'équilibre ,  on  peut  être 
certain  de  la  stabilité  de  cet  équilibre  par  rapport  à 
tous  les  petits  mouvemens  qu'il  est  possible  d'impri- 
mer à  ce  corps. 

Si,-  au  contraire,  le  point  H  est  plus  bas  ^e  le 
point  G,  le  terme  zfc  Va  doit  être  pris  avec  le  signe  — ; 
il  faut  alors  qu'on  ait  by  >>  \a ,  pour  que  le  coeffi- 
cient by*db\a  soit  positif,  et  qu'on  puisse  assurer 
la  stabilité  de  l'équilibre.  Or,  la  gi*andeur  de  la  ligne 
y  varie  avec  la  position  de  la  dfcoite  AC,  qui  passe 
toujours  par  le  centre  de  gravite  de  la  section  ABCD, 
et  peut  tourner  autour  de  ce  point  pendant  la  durée 
du  mouvement;  mais  en  faisant  faire  a  la  droite  AC , 
une  révolution  .entière,  il  est  évident  qu'il  y  aura 
une  position  dans  laquelle  la  ligne  y  sera  plus  petite 
que  dans  toute  autre  position  ;  si  donc  on  calcule 
cette  plus  petite  valeur  de  ^,  et  qu'on  trouve 
by*  >  Va,  il  sera  certain  que  le  coefficient  by^dtzYa 
ne  peut  devenir  négatif^  et,  par  conséquent,  que 
l'équilibre  est  stable. 

Dans  un  vaisseau ,  par  exemple ,  il  est  aisé  de  Toîr 
que  la  droite  AC ,  à  laquelle  répond  le  minimum  de 
l'intégrale  fl*dA ,  est  la  ligne  qui  va  de  la  proue  à  la 
poupe.  On  partagera  donc  l'aire  de  la  section  à  fleur 
et  eau  en  élémens  infiniment  petits;  puis  on  déter- 
minera par  le  calcul  intégral  la  somme  de  tous  ces 
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clcmens ,  multipliés  respectivement  par  le  carré  de 
lears  distances  à  cette  ligne  ;  et  pourvu  que  cette  in« 
tégràle  surpasse  le  produit  du  volume  d'eau  déplacé 
par  le  vaisseau ,  et  de  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  ce  volume  à  celui  du  vaisseau,  on  pourra  assurer 
que  l'équilibre  est  stable,  par  rapport  à  tous  les  petits 
mouvemens  du  vaisseau,  lors  même  que  le  second 
centre  de  gravité  sera  plus  élevé  que  le  premier. 

617.  Après  nous  être  occupé  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  corps  flottans ,  nous  allons  actuelle- 
ment déterminer  leur  mouvement,  lorsqu'on  les  a 
un  peu  écartés  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Pour  résoudre  la  question  d'une  manière  complète , 
il  faudrait  avoir  égard  à  la  fois  à  ce  mouvement  et  à 
celui  dû  liquide  ;  c'est  ce  que  je  tâcherai  de  faire  dans 
un  autre  ouvrage*  Maintenant,  je  ne  tiendrai  pas 
compte  du  mouvement  du  fluide;  et  pour  simplifier 
le  problème,  relativement  au  corps  solide,  je  sup- 
poserai qu'il  soit  symétrique  de  part  et  d'autre  d'un 
plan ,  qui  restera  vertical  pendant  tout  le  mou- 
vement. 

Ce  plan  renferme  les  centres  de  gravité  G  et  H  du 
mobile  et  du  volume  de  fluide  qu'il  déplace  dans  son 
état  d'équilibre.  Dans  cet  état,  la  droite  GH  est  ver- 
ticale ;  on  rincline  en  la  faisant  tourner  dans  ce  plan 
autour  du  point  G  ;  puis  on  abaisse  ou  on  élève,  pa- 
rallèlement à  elle-mèipe,  cette  droite  dans  ce  même 
plan  ;  on  abandonne  ensuite  le  mobile  à  l'action  de 
la  pesanteur  et  du  fluide  environnant,  sans  ]ui  in^pri- 
mer  aucune  vitesse  initiale  ;  et  il  est  évident  que  la 
section  du  mobile  faite  par  le  plan  dont  il  s*agit ,  et 


6o2  TRAITE  DE  MÉCâNTQUE. 

qui  le  conpe  en  deax  parties  symétriques,  demeu- 
rera coQStammeat  verticale.  L'intersection  AC  des 
sections  ABCD  et  AB^'CD'',  restera  toujours  perpen- 
diculaire à  ce  plan  vertical  ;  et  comme  la  droite  AC 
renferme 9  par  hypothèse,  le  centre  de  gravité  de 
ABCD ,  il  s'ensuit  que  ce  centre  sera  le  point  K  où 
elle  coupe  ce  même  plan ,  et  que  la  droite  AC  ren- 
contrera toujours  le  contour  de  ABCD  dans  les 
mêmes  points  A  et  C.  Indépendamment  de  la  symé- 
trie du  corps  par  rapport  au  plan  perpendiculaire 
à  AC ,  je  supposerai ,  en  outre ,  pour  simplifier  en- 
core'plus  la  question,  que  la  droite  6K  soit  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  section  ABCD  ;  ce  qui  aura 
lieu  j  par  exemple ,  lorsque  le  plan  des  deux  droites 
GK  et  AC  coupera  aussi  le  mobile  en  deux  parties 
symétriques. 

Au  bout  du  temps  quelconque  t ,  compté  de  l'ori- 
gine du  mouvementée  représenterai  par  z,  la  dis- 
tance GE  du  point  G  au  plan  fixe  A'B'C'D',  par  Ç  la 
distance  mutuelle  des  deux  plans  horizontaux  AB^Ciy 
et  A'B'C'D',  par  fl  Tangle  KGE  compris  entre  là  droite 
GK  et  la  verticale  GE,  par^  la  distance  de  l'élément 
quelconque  dA  de  la  section  ABCD  au  plan  A'B'CD', 
et  par  a:  sa  distance  au  plan  vertical  mené  par  le 
point  G  et  parallèle  à  la  droite  AKC.  Je  désignerai 
aussi  par  /  la  distance  constante  de  cet  élément  a  cette 
droite ,  et  par  A  la  longueur  donnée  de  GK.  Il  est  aisé 
de  voir  qu'on  aura 

2^=^-J-^cosfl,  ^-=^  +  /sinfl,  ar=:Zcos6  +  Asin8, 
où  l'on  regardera  ?,  A,  Ç,  comme  des  quantités  po- 


HYDROSTATIQUE.  6o3 

sitîves  on  -négatives,  selon  que  rélënient  dA  est  à 
droite  ou  à  gauche  de  la  droite  AKC,  que  la  droite  GK 
se  trouve  à  droite  ou  à  gauche  de  la  verticale  6E  ^  et 
que  le  plan  AB''CD"est  au-dessous  ou  au-dessus  de 
A'B'C'D'.  Enfin,  b  étant  l'aire  de  la  section  ABCD, 
et  y  la  même  ligne  que  précédemment ,  on  aura 
aussi 

fdX^hy     fld\z=zo,     fMK^by'^i     (i) 

les  intégrales  s'étendant  à  tous  les  élémeus  de  b. 

Les  variables  C  et  8  feront  connaître  la  position  du 
mobile  à  chaque  instant.  Pour  ^  =  o ,  on  aura 

parce  qu'on  suppose  nulles  les  vitesses  initiales  de 
tous  les  points  du  corps ,  et  en  désignant  par  a  et  f 
des  quantités  très  petites  et  données.  Le  problème 
consistera  à  déterminer  les  valeurs  de  6  et  ^  en  fonc-^ 
lions  de  ^ ,  en  supposant  que  ces  variables  demeurent 
très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ; 
supposition  qui  permet  de  négliger  le  carré  de  0  et  le 
produit  de  0  et  Ç,  et  de  considérer  comme  un  cylindre 
tronqué ,  le  volume  compris  entre  ABCD  et  A'B'C'D'. 
6i8.  Le  centre  de  gravité  G  se  mouvra  comme  si 
la  masse  M  du  mobile  y  était  réunie,  et  que  le 
poids  Mg  du  corps  et  la  résultante  des  pressions  du 
fluide  j  fussent  appliqués.  Cette  œsultante  est  dirigée 
en  sens  contraire  de  Mg:  ;  elle  est  égale  à  (V-f-U)fg, 
en  désignant  par  Y  le  volume  d  eau  déplacé  par  le 
mobile  dans  son  état  d'équilibre ,  et  par  V-f-  U  ce  vo- 
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lume  au  bout  du  temps  t.  La  force  motrice  du  point  G^ 
dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur ,  sera  donc 
Mgr  —  (V  +  U)fg',  ou  simplement  — Upg,  à  cause 
de  M  =  Vp  ;  sa  vitesse  initiale  étant  nulle ,  il  ne 
sortira  pas  de  la  verticale  où  il  se  trouve  à  Tori- 
que du  mouvement,  et  Téquation  de  son  mouve- 
ment sur  cette  droite  sera 

Abstraction  faîte  du  signe ,  U  est  le  volume  copi- 
pria  entre  les  deux  sections  ABCD  et  A'B'CT)';  de 
sorte  qu'en  décomposant  ce  volume  en  prismes  ver- 
ticaux,  comme  précédemment,  on  aura 

rintégrale  s'é tendant  à  tous  les  élémens  de  b.  Eu 
mettant  pour  jr  sa  valeur  précédente ,  on  en  con- 
clut 

U  =  tf  cosG. 

Si  donc  on  prend  l'unité  pour  cos  0  dans  cette  va- 
leur et  dans  celle  de  z^ ,  qu'on  les  substitue  ensuite 
dans  l'équation  du  mouvement  du  point  G ,  et 
qu'on  y  mette  aussi  Vf  au  lieu  de  M ,  il  vient 


^  +  ^*?  =  o  (2) 


En  même  temps,  le  mobile  tournera  autour  du  point 
G,  comme  s'il  était  fixe,  et  que  les  forces  qui  le 
sollicitent  ne  fussent  pas  changées  (  n^  438  ).  Ce 
mouvement  de  rotation  aura  donc  lieu  autour  de 
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l*axe  mené  far  le  point  G,  et  perpendiculaire  au 
plan  qui  coupe  le  mobile  en  deux  parties  symétri- 
ques ^  et  il  sera  du  uniquement  aux  pressions  du 
fluide  environnant ,  puisque  le  poids  du  corps  passe 
constamment  par  ce  point  ;  par  conséquent,  l'équa- 
tion de  ce  mouvement  sera  (n*  3ga) 

en  désignant  par  MA:*  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  Taxe  de  rotation ,  par  œ  sa  vitesse 
angulaire  de  rotation  au  bout  du  temps  ^,  et  par /«o 
le  moment  total  des  pressions  au  même  instant  et 
par  rapport  au  même  axe.  On  regardera  la  vitesse 
m  comme  positive  ou  comme  négative  y  selon  que  le 
mouvement  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  s  9  ou  dans  le  sens  opposé  ;  de  sorte  que.  l'on 
aura  V 

.    ^  —  ~  5»    dt  ^  ^  d^' 

et  y  cela  étant  y  on  devra  prendre  avec  le  signe  -f- 
ou  avec  le  signe  —  y  dans  la  valeur  de  /^ ,  les  mo- 
mens  des  pressions  qui  tendront  à  faire  tourner 
dans  le  sens  de  la  flèche  s  y  ou  dans  le  sens  opposé. 
Or,  le  moment  total  ft  pourra  se  diviser  en  deux 
parties,  l'une  relative  au  volume  constant  V,  et 
l'autre  au  volume  variable  U.  La  partie  de  la  pres- 
sion correspondante  au  premier  volume  est  égale  à 
Vfg,  appliquée  au  point  H,  et  dirigée  suivant  HF; 
ia  peipendiculaire .  abaissée  du  point  G  sur  cette 
droite  prolongée,  s'il  est  nécessaire,  a  pour  valeur 
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^sinô,  en  désignant  par  a  la  distance  i^II  :  la  pre^ 
mière  partie  du  moment  fi  sera  donczbVapg-sinO, 
où  l'on  prendra  le  signe  supérieur  ou  le  signe  in- 
férieur^ selon  que  le  point  H  sera  {Jus  hant  on 
plus  bas  que  le  point  G.  Quant  à  la  partie  de  ^ 
qui  répond  à  U  ^  si  Ton  décompose  toujours  ce  vo- 
lume en  prismes  verticaux^  et  que  Ton  considère 
la  pression  correspondante  au  prisme  quelconque 
^cosS^fA,  laquelle  est  égale  et  contraire  au  poids  du  vo- 
lume d'eau  qu'il  déplace  ^  on  aura  ^^xjr  cos  Gc/A  pour 
le  moment  de  cette  pression,  et,  par  conséquent, 
pgfxjr  cos  6  dh  pour  la  seconde  partie  de  ft  ;  l'intégrale 
s'étendant  à  Taire  b  tout  entière.  En  mettant  pour  x 
et  y  leurs  valeurs ,  et  ayant  égard  aux  équations  (i), 
cette  quantité  deviendra  (7* cos  ô  +  hlÇ)fgb  cosfisinfi; 
par  conséquent,  la  valeur  complète  de  ft  sera 

fju  =  ^fc>*  cos*  fl  ±  Va  +  bhl^  cos  6)  fg  sin  6. 

Je  réduis ,  dans  cette  valeur ,  cos  8  et  sin  8  à  Tu- 
nité  et  à  6 ,  et  je  néglige  le  produit  de  ^  et  8  ;  puis 
je  la  substitue ,  avec  les  valeurs  de  M  et  de  «#  ,  dans 
l'équation  du  mouvement  de  rotation ,  qui  devient , 
de  cette  manière , 

5?  ^  VF  ~  ^-         (5) 

Le  problème  dépend  donc  des  deux  équations 
différentielles  (2)  et  (3)  ;  et  comme  les  variables  8  et  f 
y  sont  séparées  y  il  s'ensuit  que  le  mouvement  de 
rotation  du  corps  flottant  et  celui  de  son  centra  de 
gravité  seront  indépendans  l'un  de  l'autre  3  circousr- 
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lance  qui  tient  a  ce  qu'on  a  supposé  la  droite  6K  ^ 
qui  va  du  centre  de  grayité  du  mobile  à  celui  de 
ASCD ^  perpendiculaire  à  cette  section. 

En  intégrant  ces  deux  équations ,  et  déterminant 
les  constantes  arbitraires  d'après  les  valeurs  initiales 

L'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  étant 
égale  à  h'+'Ç,  quand  on  néglige  le  carré  de  0,  il 
s'ensuit  que  le  mouvement  de  ce  point  sera  le  même 

que  celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait 

y  *        .  .      ,     . 

-V-.  Pour  que  la  valeur  de  6  ne  croisse  pas  indéfini- 
ment,  c'est-à-dire,  pour  que  l'équilibre,  d'où  l'on  a 
écarté  le  corps  flottant ,  soit  stable ,  il  faudra  et  il 
suffira  que  la  quantité  by^  db  \a  soit  positive  ;  ce 
qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n**  616.  Cette  con- 
dition étant  remplie,  les  oscillations  de  la  droite  GK^ 
de  part  et  d'autre  de  la  verticale  GE,  seront  les 

mêmes  que  celles  d'une  pendule  simple  qui  aurait 

VA' 
Cy^Ta  P^"*"  longueur. 

Si  le  corps  flottant  n'était  pas  symétrique  de  part  et 
d'autre  du  plan  des  droites  GK  et  AKC ,  et  que  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  G  sur  la  section  ABCI> 
difierât  de  la  droite  GK ,  les  variables  ^  et  0  ne  seraient 
plus  séparées  dans  les  équations  (2)  et  (5)  ;  la  pre— 

mière  renfermerait  un  terme  multiplié  par  -r-,  et  1» 
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seconde  un  terme  qui  aurait  Ç  pour  facteur;  les  mou- 
vemens  de  rotation  et  du  point  G  ne  seraient  plus 
indépendans  Tun  de  l'autre  ;  et  le  mobile  pourrait 
exécuter  quatre  sortes  d'oscillations  simples,  dans  les- 
quelles son  mouvement  se  décomposerait  toujours, 
conformément  au  principe  de  la  coexistence  des 
petites  oscillations,  et  qui  se  réduisent  à  deux  dans 
le  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer. 
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CHAPITRE  V- 

JDE  LA  ME8UBE  DES  HAUTEURS  PAR  L^OBSERTATIOIV 

DU  BAROMÈTRE» 

619.  D'après  ce  qu'oQ  a  vu  dans  le  n^  598^  l'ëqua*- 
tioD  d'équilibre  du  mercure  contenu  dans  la  branche 
fermée  du  baromètre ,  et  de  la  pression  atmosphé- 
rique qui  a  lieu  dans  la  branche  ouverte  ^  est 

mgh  =  ^îy;  (i) 

^  désignant  cette  pression  rappoilée  à  l'unité  de 
surface  ^  g  la  gravité,  m  la  densité  du  mercure ,  et  h 
la  différence  de  niveau  de  ce  fluide  dans  les  deux 
branches  du  baromètre;  et  en  supposant  qu'il  n'y 
ait  aucune  pression  sensible  au-dessus  de  son  niveau 
dans  la  branche  fermée. 

De  ce  que  l'équilibre  ne  doit  pas  être  troublé ,  si 
Ton  suppose  que  la  branche  ouverte  du  baromètre 
se  prolonge  jusqu'aux  limites  de  l'atmosphère,  nous 
avons  conclu  que  la  pression  fZBr  est  le  poids  d'une 
colonne  verticale  et  cylindrique  de  l'atmosphère,  qui 
aurait  pour  base  l'unité  de  surface  et  pour  hauteur 
celle  de  ce  fluide.  Ce  poids  est  donc  celui  d'un  cy- 
lindre  de  mercure ,  de  même  base,  et  dont  la, hauteur 
est  environ  o^yjô;  et  il  en  résulte  que  la  pression  de 
l'atmosphère  sur  chaque  mètre  carré  de  la  surface  de 
la  terre,  est  à  peu  près  dix  mille  kilogrammes. 
a.  39 
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Quand  on  s'élève  au-dessus  de  cette  surface^  la 
hauteur  et  le  poids  de  la  colonne  d*aîr,quî  presse  sur 
le  mercure  du  baromètre,  diminuent  de  plus  eoplus; 
la  hauteur  h  doit  donc  aua^i  diipîuuer,  et  il  doit  exis- 
ter un  rapport  entre  cette  hauteur  et  celle  dont  on 
s'est  élevé,  qui  fera  connaître  Tune  au  moyen  de 
l'autre.  Cette  détermination  sera  Tobjet  spécial  de  ce 
chapitre  ;  mais  auparavant ,  il  convient  de  tirer  qael- 
4fm^  ooiMéquenois  de  Téqualion  (t)  »  et  d'exposer  les 
kjg  de  la  pression  de  Fair  on  d'un  gas  qnelcanqne, 
relativement  à  sa  ^cansité  d  il  sa  tempéntaire* 

620.  Ea  appelant  S  la  aur&ee  totale  de  k  terre, 
exprimée  ep mètres  carr^ ,  la  Qiasse de  latmosphère 
sera  égale  à  mS  (o">76)  ;  m  étant  toujours  la  densité 
du  mercure.  La  masse  de  la  terre  est  j^Sr,  en  èésàr 
gnant  par  r  son  rayon,  et  par  J^  sa  densité  moyenne. 
Si  donc  la  fraction  /représente  le  rapport  de  la  pre- 
mière masse  à  la  secondé,  on  aura 

J  —  ■  ir'  '  ■  * 

I 

et  comme  on  a 

ou  en  conclura 

f  »:  0,0000008854  j 

éli  sorte  que  la  masse  de  l'atmosphère  est  un  pen 
moindre  qif'un  millionième  de  celle  de  la  terre. 

Si  l'air  avait  la  même  densité  dans  toute  la  hau- 
teur de  la  colonne  atmosphérique,  la  hauteur  de 
cette  colonne  et  la  hauteur  h  du  mercure  dans  le 
baromètre  seraient  en  raison  inverse  des  densité» 
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de  Fair  et  du  mercure  ;  en  appelant  /  la  hautear  de 
l'atmosphère,  dans  cette  hypothèse ,  et  désignant  par  p 
la  densité  de  l'air  à  la  température  zéro  et  sans  la 
pression  barométrique  o^^^yô ,  on  aura  donc 


l  =  y(o-,76}; 


et  à  cause  de  (n^6i) 


m 


=  10462, 
il  en  résulte,  a  très  peu  près, 

L'atmosphère  doit  évidemment  s'étendre  beaucoup 
l^ushaut^  puisque  la  densité  et  le  poids  de  ses  couches 
diminuent  a  inesure  qu'elles  s'élèvent  auniessus  dé  li, 
sur&ce  de  la  terre.  On  fixera  une  limite  qu  die  ne 
peut  atteindre ,  en  déterminant  la  hauteur  à  laquelle 
la  force  centrifuge  est  égale  à  la  pesanteur  ;  car  au- 
delà,  la  force  centrifuge  disperserait  les  molécules 
d air  dans  Tespace.  C'est  à  lequateur  que  cette  li- 
mite est  le  moins  élevée;  or,  en  ce  lieu,  la  force 

centrifuge  est  -^  (n^  178)  à  la  smtùiot  de  la  ten^j 

à  une  hauteur  z  au-dessus  de  cette  surface,  elle  de« 

vient  ^  ^L.   9  ^t  l'intensité  de   la   pesanteur  est 

■  ^y  ,  en  désignant  par  r  k  rajron  de  la  terre;  là 

limite* dont  il  s'agit  sera  donc  déterminée  par  l'é- 
quation 

r  ■f'  s   _^        r*       ^ 

de  laquelle  on  tire,  pour  cette  limite , 

39.. 


1 
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z  =  r(\/289  —  i), 

c*est-à-Kiire,  à  peu  près  cinq  fois  le  rayon  de  la  terre. 
Maïs  il  7  a  lieu  de  croire  que,  bien  ayant  d'atteindre 
à  une  si  grande  hauteur,  Tair  est  liquéfié  par  le 
froid,  qui  augmente  rapidement  à  mesure  qu'on  s'é- 
lève dans  l'atmosphère.  Nous  ne  connaissons  pas  la 
loi  de  cette  augmentation  à  l'air  libre,  qu'il  ne  faut 
pas  confondre  avec  celle  que  l'on  observe  sur  les 
montagnes,  où  la  température  de  l'air  et  celle  du  sol 
s'influencent  mutuellement;  la  seule  donnée  que 
nous  ayons  sur  ce  sujet ,  est  celle  qui  résulte  de  l'ascen- 
sion aérostatique  de  M.  Gay-Irnssac ,  dans  laquelle  il 
s'est  élevé»  une  hauteur  de  6980"  :  les  températuresde 
l'air  à  la  surface  de  la  terre  et  à  cette  hauteur  étaient 
de  5o*,75  et  —  9',5o,  du  thermomètre  centigrade; 
ce  qui  fait  une  diminution  d'environ  un  degré  pour 
1 75°*  d'élévation ,  en  supposant  le  décroissemeut  de 
la'  chaleur  uniforme. 

6a  I.  Si  l'on  ferme  en  C  (fig.  44)  >  '^  branche  ou- 
verte du  baromètre ,  ou,  plus  généralement,  si  l'on 
place  cette  branche  dans  un  vase  H  fermé  de  toutes 
parts  (fîg.  5a),  l'équilibre  du  système  ne  sera  pas 
troublé  :  ce  sera  alors  la  pression  exercée  en  E  par  l'air 
contenu  dans  ce  vase,  qui  fera  équilibre  à  celle  de  la 
colonne  DF  du  mercure ,  suspendue  dans  la  branche 
fermée,  au-dessus  de  son  niveau  E  dans  la  branche 
ouverte.  Cette  pression  rapportée  à  l'unité  de  ^rface, 
ou  ce  qu'on  appelle  la  force  élastique  de  l'air ,  aura 
donc  pour  mesure  la  pression  mg^  du  mercure,  et 
elle  sera  équivalente  au  poids  ^  dé  la  colonoe  at- 
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mo^phériqae*  Un  baromètre  qui  s'ouvre  ainsi  dans 
un.  vase  feriné,  et  qui  sert  à  mesurer  la  force  élasti- 
que de  l'air, :Ou  d'un  fluide  quelconque^  contenu 
dans  ce  vase,  s'appelle  alors  un  manomètre.  Le  poids 
m^h  du  mercure  dépend  de  la  nature  ^  de  la  densité 
et  de  la  température  de  ce  fluide. élastique*  ^ 

.  Si  l'on  transporte  un  manomètre  d'un  lieu,  dans 
un  autre  y  et  que  la  température  et  la  densité  de  Tair 
contenu  dans  le  vase  H  soient  les  mêmes  e&  ces  deux 
eifdroits  y  il  faudra  que  la  hauteur  du .  mercure  varie 
en  raison  inverse  de  la  gravité,  afin  que  le  poids  dfe 
la  colonne  de  mercure  reste  le,  même.  L'observation 
de  cette  hauteur  à  des  latitudes  difierentes  pourrait 
donc  servir  à  mesurer  les  variations  de  la  pesanteur  ; 
mais,  pour  l'exactitude  de  cette  mesure,  il  faudra 
avoir  égard  à  l'abgmentation  du  volume  occupé  par 
l'air  contenu  dans  H ,  qui  résultera  d'une  augmenta^ 
tion  de  hauteur  du  mercure  daûs  la  branche  fermée. 
Ainsi ,  supposons  que  g  éih  soient  la  gravité-  et  la 
hauteur  DF  du  mercure ,  en  un  lieu  de  la  teire  ;  le 
manomètre  étant  transporté  efx  un  autre  lie>u ,  et  là 
température  étant  restée  la  même ,  supposons  que  le 
mercure  se  soit  élevé  de  D  en  D' dans  la  branche  fer- 
niée,  et  qu'il  se  soit  abaissé,  eu4[nême  temps,  de  E 
en  E'  dans  la  branche  ouverte  ;  menons.par  le  point  E' 
un  plan  horizontal ,  qui  coupe  en  F'.  I9.  branche  fer* 
mée  ;  désignons  par  K  la  difierence  DT'  de  niveau  du 
mercure  dans  les  deux  brancfaea,  et  par  g'  la  gravité 
correspondante.  Les  pressions  barométriques  seront 
entre  elles  comme  gji  et  g^h ,  dans  les  deux  observa- 
tions ;  elles  seront  proportiohnelles  aux  densités,  du 
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fluide,  contenu  dans  H^  et,  par  ooaaë^eiiti  en.  rai->- 
son  inyerie  des  Tohiines  qu'il  ocçnpera  dans  ce  vase; 
en  appelant  ces  rolmnes  Y  et  Y',  on  ann  donc 

Jà  —  T 
Or,  si  l'on  appdie  c  Taire  de  la  section  horizontale 
du  tobe  au  point  D ,  le  volume  du  mercure  compris 
entre  I)  .et  D' sera  (A'  —  A)  i?;  mais ,  h  cause  de  Tin-i 
compressibiUté  de  ce  ftuidei,  il  faudra,  quelle  que 
ioit  la  foitne  dut  vase  H,  que  le  volume  Y^  surpasse 
Y  de  cette  quantité  (A' -^  A)  c  ;  on  aura  donc 

Y'  =  Y  +  (A'-A)c; 

et  Ton  coQclura  de  Téquation  précédente 

g[  _  V* 

^oor  le  rapport  des  intensités  de  la  pesanteur  dans 
les  deux  lieuic  des  observations.  Mais ,  quelque  soin 
que  Ton  apporte  dans  la  mesure  des  quantité  que 
cette  formule  renfeitne,  ce  procédé  sera  toujours 
beaucoup  moins  susceptible  d'exactitude  que  celui 
qui  est  fondé  sur  les  expériences  du  pendule. 

6:»^.  Maintenant,  fermons  en  C  (6g.  44)  1^  branche 
ouverte  du  baromètre ,  et  ouvrons  en  A  la  branche 
qui  était  fermée  ;  la  pression  atmosphérique  s'ajou- 
tant  h  celle  du  mercure,  l'air  contenu  dans  EC  va  se 
comprimer,  et^  conséquemment ,  le  pi  veau  du  mer* 
cure  s  élèvera  dans  cette  branche  et  s'abaissera  dans 
l'autre.  Ajoutons  dans  cette  autre  blanche  une  non* 
velle  quantité  de  mercure  ^  de  manière  que  la  diff^ 
rence  de  niveau  dans  les  deux  branches  soit  encore 
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«gâte  a  A^tx>mine  auparavant.  Dans  cet  état»  si  W  nier* 
cure  a'esl  éley  é  de  D  en  D^  et  de  £  en  E'^  et  que  Ton  mèae 
par  le  point  E'  un  plan  horizontal  qui  coupe  l'autre 
branche  en  f,  on  aura  ST' = DF.  Au  point  F'  »  li^ 
pression  du  mercure  sera  mgh  ;  en  ajoulAtit  la  pressioa 
elmosphérique  or ,  qui  a  lieu  au  niveau  D'^  on  aura 
mgh  -f-  'ir  y  ou  2[mgh  ;  par  conséquent ,  la  force  élaft* 
tique  de  lair  contenu  dans  CE',  qui  s eicerce  sur  le 
niveau  Ë'  et  qui  fait  équilibre*  à  cette  pression  totale , 
sera  double  de  celle  qui  avait  lieu  quand  l'air  occupait 
l'espace  CE.  Or^  l'expérience  prouve  que  l'espace  €£' 
est  moitié  de  CE;  elle  fait  voir  aussi  que  si  l'on  triple 
la  pression  par  une  addition  convenable  de  iQercure  ^ 
l'espace  occupé  par  l'air  est  réduit  au  tiers  ;  et  ^  géné- 
ralement, on  trouve  que  le  volume  du  fluide  varie 
en  raison  inverse  de  la  pression  qu'il  éprouve ,  ou , 
autrement  dit,  que  la  densité  croît  dans  le  même 
rapport  que  la  force  élastique. 

Cette  proportionnalité  est  ce  qu^on  appelle  la  loi  de 
Mariette  j  du  nom  du  physicien  qui  l'a  déduite  de 
Tobserva^oo»  EUe  snppose  que  le  Auide  n'éprouve 
aucuqe  variation  de  température  ;  en  sorte  qae>  pour 
l'observer  exactement ,  il  faut  donner  à  l^air  contenu, 
dans  CE^  le  temps  de  perdi^e  l'augmentatioa  de  tem«- 
pérature  qu'il  acquiert  par  la  compression  ^  et  de  re- 
venir k  sa  température  primitive.  Elle  a  lieu  pour 
tous  les  gaz,  et  aussi  pour  les  vapeurs,  en. supposant 
la  pression  moindre  que  celle  qui  les  réduit  en  li- 
quides. Enfin ,  elle  subsiste  également  pour  les  mé  «^ 
langes  de  difierens  fluides  ;  et  si ,  par  exemple,  deux 
fpm  ont  la  même  température  et  un  même  volume  Y,. 
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que  p  soit  la  force  âastiqtie  de  Fun  et  p^  celle  def 
Taiïtre ,  et  qu'on  les  réunisse  sous  le  volume  V,  la: 
température  du  mélange  sera  encore  la  même ,  et  la 
force  élastique ,  ou  la  pression  qu'il  exerce  sur  l'unité 
de  surface,  deviendra  p  +  jp'- 

6a3.  Au  moyen  de  la  loi  de  Mariotte,  on  peut  fa-* 
cilement  calculer  l'élévation  de  l'eau  dans  une  pompe, 
lorsqu'il  existe  de  l'air  entre  ce  liquide  et  le  piston  ; 
laquelle  élévation  serait  10°^,  4  >  comme  nous  l'avons 
dit  précédemment  (n*  598),  si  l'eau  était  en  contact 
avec  le  piston. 

Pour  cela,  soient  ÂBGD  (fig.  53)  le  tuyau  cylin- 
drique et  vertical  d'une  pompe ,  plongé  dans  l'eau 
jusqu'en  EF,  et  GH  la  base  horizontale  du  piston.  La 
pression  atmosphérique  s'exerce  sur  le  niveau  exté- 
rieur dé  l'eau ,  qui  est  le  même  que  le  niveau  inté- 
rieur EF.  Cette  pression ,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face ,  sera  égale  à  g/ ,  en  prenant  la  densité  de  Feaa 
pour  unité,  et  désignant  par  /  la  hauteur  10^94  ^^  ^^ 
colonne  d'eau  qui  lui  ferait  équilibre.  L'espace  con- 
tenu entre  EF  et  GH  est  rempli  d'air,  dont  la  force  élas- 
tique fait  équilibre  à  la  pression  extérieure ,  et  a  aussi 
gZ  pour  mesure.  Dans  cet  état ,  j'appelle  a  la  hauteur 
donnée  de  GH  au-dessus  de  EF;  je  suppose  ensuite 
qu'on  élève  le  piston  jusqu'en  G'H',  et  je  désigne  par 
c  la  hauteur  aussi  donnée  de  GH'  au-dessus  de  GH. 
L'eau  s'élèvera ,  dans  l'intérieur  de  la  pompe ,  jus- 
qu'en E'F',  à  une  hauteur  x  au-dessus  de  EF,  et  s'a- 
baissera en  dehors ,  au  niveau  d'une  section  E^F^  de 
pompe;  située  à  une  distance^  au-dessous  de  ^.  En 
appelant  b  la  section  horizontale  de  la  pompe ,  et  ^ 
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celle  du  réservoir  dans  lequel  elle  est  ploogëe,  on  aura 
d'abord    • 

bx 

à  raison  de  l'inconipressibilité  du  liquide;  et  la  ques- 
tion se  réduira^ à  déterminer  la  valeur  de  x. 

Or,  Tair  qui  obcupait  Tespace  EFHG ,* occupera 
maintenant  Tespacé  ET'H'G';  et  .celui-ci  étant  à  l'au- 
tre comme  a^c  —  a:  est  à  a ,  il  s'ensuit  que  la  force 
élastyjue  gZ  du  fluide  sera  diminuée  dans  le  rapport 

inverse,  et  deviendra     ^  ^    .  Ce  sera  la  pression 

rapportée  à  l'unité  de  surface  qui  aura  lieu  sur  E'F^; 
en  l'ajoutant  à  la  pression  de  l'eau  comprise  entre 

El^'  et  E^F^ ,  dont  la  valeur  est  g  (x  +x)  f  ^^*  ^^^^  ^^ 
pression  totale  exercée  sur  le  niveau  intérieur  E^F^ , 
qui  devra  faire  équilibre  à  la  pression  extérieure  gl  ; 
ce  qui  exige  qu'on  ait 

^^  ^   -r  ^  —   Z 


a~\^  c  —  X 

en  sapprimant  le  facteur  commun  g,  et  substituant 
pour  ^  sa  valeur  précédente.  Cette  équation  est  du 
second  degré,  et  peut  s'écrire  ainsi  : 

X^—'X(lf+a  +  €)  +  clJ=:0^         '■[ 

en  réduisant,  et  faisant,  pour  abréger, 

1  - 

En  réâobraiit  cette  équation  >  on  trouvera  deux  va- 
leurs réelles  et  positives  de  x  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
l'une  d'elles  sera  toujours  inadmissible.  En  effet,  l'élé- 
yationor-f^de  l'eau  ^âu-dessns  du  niveau  extérieur,  ne 
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x<,fl\  d'ailleurs  y  il  est  évident  qu'on  doit  àoss! 
avoir  x  < a-4-  c ;  or,  la  somme  des  deax  racines  de 
Fëquation  précédente  étant  y*2  -4-  a  +  c ,  si  Tune  esl 
plus  petite  que  a-4-c ,  l'autre  sera  plus  grande  que^/^ 
ou  bien  y  si  Tune  est  moindre  que/*/,  l'autre  surpas- 
sera a  +  <?  ;  p^r  conséquent  y  Tune  des  deux  racines 
sera  seule  admissible,  et  l'autre  devra  être  rejetée 
comme  étrangère  à  la  question. 

En  vertu  de  l'équation  d'équilibre,  la  force  'élas- 
tique     f^     ,  de  l'aîr  côntetiu  entre  E'F  et  GHV 

est  égale  à  gl-^gix-^jr).  U  en  résulte  sur  la  base 
inférieure  du  piston,  une  pression  dirigée  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  égale  à  gld  — g(jr  +^}^« 
La  base  supérieure  de  ce  corps  est  poussée  en  sens 
contraire  par  la  pression  atmosphérique,  égale  à  glbi 
la  charge  que  le  piston  supporte ,  ou  lexcès  de  cette 
seconde  force  sur  la  première,  est  donc  g{x  -4"/)^» 
c'est-à-dire ,  le  poids  de  l'eau  contenue  entre  E^F^  et 
ET',  et  élevée  au-dessus  du  niveau  extérieur;  ce 
qu'on  peut  regarder,  à  priori^  coitime  évident. 

6:24*  ^  ^ous  reste  actuellement  à  considérer  la  loi 
de  la  force  élastique  de  l'air,  relativement  à  sa  tempé- 
rature. 

Si  l'air  et  differens  gaz ,  soumis  à  une  pression  cons^ 
tante ,  et  la  même  pour  tous ,  sont  placés  dans  une 
enceinte  dont  la  tompérature  vafie  d'un  ûutant  à 
l'autre,  l'observation  prouvée  ipie  tous  ces  fluides. 
se  dilatent  également.  En  prenant  l'un  d'eux  ,  l'air, 
par  exemple ,  pour  thermomètre  ^  c'e&t-4Kâtre  ^  cr 


HYDROSTATIQUE.  fiig 

divi6ant  sa  dilatation  totale  en  partÎ€«  égales^  qui 
marqueront  les  degrés  de  la  température,  il  en  ré- 
sulte que  les  aocroissemens  de  volume  de  tous  ces 
gaz  seront  les  mêmes  pour  des  augmentations  égales 
de  température,  et  proportionnels  à  ces  augmen- 
tations. L'observation  prouve  aussi  que,  dans  une 
étendue  très  considérable,  les  indications  du  ther- 
momètre à  air  diffèrent  très  peu  de  celles  du  ther- 
momètre' à  mercure  ;  en  sorte  que  ,  dans  cette 
étendue,  la  dilatation  dW  gac  quelconque  est  pro« 
portionnelle  à  son  accroissement  de  température, 
indiquée  par  les  degrés  du  thermomètre  ordinaire* 
Enfin,  de  zéro  à  ioo%  c'est-à-dire,  de  la  tempéra- 
ture de  la  glace  fondante  à  celle  de  l'eau  bouil- 
lante, M.  Gay-Lussac  a  trouvé  que  le  volume  de 
l'air  soumis  à  une  pression  constante ,  et ,  par  consé- 
quent, celui  d'un  gaz  quelconque,  augmentent  dans  le 
rapport  de  l'unité  à  i  ,576 }  ce  qui  donne  une  dilata- 
tion de  o^ooSyS,  pour  chaque  degré  du  thermomètre 
centigrade. 

D'après  cela,  soient  Y  le  volume  d'un  gaz  quelcon- 
que, è  la  température  zéro,  4r  sa  force  élastique,  et 
D  sa  densité.  La  pression  mr ,  rapportée  è  l'unité  de 
surface,  restant  la  même,  et  le  nombre  de  degrés  de 
la  température  devenant  d ,  désignons  par  Y '  et  D' ce 
que  deviendront  le  volume  et  la  densité  du  gaz; 
nous  aurons 

r  =  Y(i  H-  a«), 
en  faisant 

a  =  o,oo575}       .       - 

et  comme  la  densité  varie  en  raison  iovene  du  vo* 
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lume,  nous  aurons  aussi 

Maintenant,  supposons  qu'on  £sisse  varier  la  pression 
sans  changer  la  température  0.  Soient  p  et  p  ce  que 
deviennent  simultanément  la  pression  et  la  den- 
sité ,  qui  étaient  ^  et  D'  ;  d'après  la  loi  de  M ariotte  ^ 
on  aura 

0  9 

et  en  mettant  pour  D'  sa  valeur  précédente,  et 
faisant 

il  en  résultera 

• 

piour  l'expression  de  la  force  élastique  d'un  gaz  quel- 
conque, en  fonction  de  sa  densité  et  de  sa  température. 
ôiiS.  Cette  formule  convient  aux  gaz,  aux  vapeurs, 
et  à  leurs  mélanges.  La  température  8  étant  indi- 
quée par  le  thermomètre  à  mei*cure ,  elle  a  lieu  pour 
les  valeurs  négatives  de  0,  jusqu'à  environ  -—36%  ou 
un  peu  moindres  que  la  température  de  la  congélation 
de  ce  fluide.  Elle  a  aussi  été  vérifiée  pour  des  tempéra- 
tures qui  surpassaient  beaucoup  loo*  ;  et  la  différence 
ientre^  les  lois  de  dilatation  de  l'air  et  du  mercure ,  ne 
commence  à  devenir  un  peu  considérable  que  quand 
X  6'élève  à  environ  Soû**  (*), 

(*)  Voyez,  sur  ce  point,  le  Mémoire  de  MM.  Petit  et  Duloog, 
iasére  daçs  le  i8*  cahier  du  Journal  de  C École  Poljrtechmfue^ 
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Le  coefficient  k  est  différent  pour  les  difierens 
fluides..  Relativement  à  Fair  atmosphérique,  MM.  Biot 
et  Arago  ont  tronvé ,  à  TObservatoire  de  Paris , 


—  =  1046a, 

pour  le  rapport  de  la  densité  du  mercure  à  ceUe  de 
Tair,  sous  la  pression  barométrique  de  o'^,76,  et  à  la 
température  zéro  (n^  61).  En  faisant  donc,  en  même 
temps , 

^  =  mGA,      A=  o'*,76, 

la  valeur  de  k  sera 

k  =  (7951, i2)G; 

et,  dans  cet  le  valeur,  il  faudra  prendre  pour  G  la 
gravité  au  lieu  où  le  rapport  -^r-  a  été  déterminé, 
c'est-à-dire,  à  la  latitude  de  Paris,  pour  laquelle  on  a 

G  =  9«,8o896. 

Le  coefficient  de  G  se  rapporte  à  Talr  parfaite-, 
ment  sec  ;  si  l'air  était  humide ,  sa  densité  serait 
moindre ,  sous  la  même  pression  et  à  la  même  tem- 
pérature, et  la  valeur  de  k  varierait  en  raison  inverse 
de  cette  densité.  Sous  la  pression  barométrique  de 
o°',76,  et  à  la  température  zéro,  sqit,  par  exem- 
ple, cT  le  rapport  de  la  densité  de  l'air  au  maxi" 
mum  d'humidité ,  à  la  densité  de  l'air  parfaitement 
sec  ;  on  aura ,  comme  on  |e  Verra  plus  loin , 

iv        o",'76 — o",oo5o8    .    10    o",oo5o8  , 
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par  conaéqncnty  en  divisant  la  valeur  précédente 
de  k  par  cette  valeur  de  J^,  on  anra  la  valeur  de  A 
<]ui  répcmd  au  maximum  d'humidité  de  Tair,  sa- 
voir: 

6a6.  Maintenant,  nous  formerons  sans  difficulté  les 
différentes  équations  d'équilibre  d'une  colonne  atmos- 
phérique.Supposons  que  cette  colonne  soit  cylindrique 
et  verticale,  et  qu  elle  ait  sa  base  à  la  surface  de  la  terre 
et  s'étende  jusqu'à  la  limite  de  Fatmosphère.  Soit  A 
l'aire  de  sa  section  horizontale.  Divisons  cette. colonne 
en  couches  horizontales  infiniment  minces,  et  sup- 
posons la  sur£aice  A  assez  peu  étendue  pour  que  la 
densité  et  la  température  ne  varient  pas  sensiblement 
d'un  point  à  un  autre  d'une  couche  quelconque.  Ap- 
pdons  /? ,  p ,  fi,  la  force  élastique  de  l'air,  sa  densité 
et  sa  température,  qui  ont  lieu  à  la  distance  z  de  la 
surface  de  la  terre.  Soit  aussi  g'  la  gravité  èNcette 
même  distance  ;Ag'p€&  sera  le  poids  de  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  dz,  et  dont  les  deux  faces  répondent  à 
z  et  z^dz.LdL  pression  qu'elle  éprouve  sur  sa  face 
supérieure  sera  Ap  ;  celle  qui  aura  lieu  sur  sa  &ce  in« 

férieure  aura  pour  expression  A  T/i  <~  ^  dEs\  Mais  en 

passant  de  la  première  à  la  seconde  Êice ,  la  pression 
doit  augmenter  du  poids  Ag'pdz;  il  feudrà  donc 
qu'on  ait 

^{P  ""  &^*)*=  ^P  +  ^P^p 
ou  simi^ment 
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dp=^^  g^fdzi        (5) 

ce  qui  coïncide  ayec  T^quation  qa'on  déduira  de  la 
formule  (5)  du  u*  585 ,  en  y  fiaisant 

\  x=i  Of     X  U9  Of.     Z  qss  •<»•  ^. 

En  éliminant  p  an  moyen  de  l'équation  {i)^    il 
vient 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon  de  la  terre  et  g  la  pesanteur 
à  $a  surface,  on  aura 


^ 


&^ 


{F^*} 


Mf 


m 

à  la  hauteur  z ,  en  négligeant  la  variation  de  la  force 
centrifuge,  ainsi  que  l'action  de  la  masse  d'air  comprise 
entre  les  deux  surfaces  sphériques  ^  concentriques 
dont  les  rayona  sont  r  et  r+ jt^,  laquelle  action  n'entre 
pas  dans  la  valeur  de  g ,  et  devrait  s'ajouter  à  celle 

de  g^  (a""  iot).  Nous  auroBs,  de  oetto  œaiûèra , 

dp  gr^dz 

■**     SSR    "^^       ■■i.nim     11     mimi^— 

p    ^        *(i  +  -ea)(r  +  z)^ 

Four  ii|tégrer  cette  formulai,  il  laudr^t  encore 
oonnatti^  V^pr^ssioa  de  d  en  fonction  de  j.;  mais  la 
loi  def  températures  étant  inconnue,  on  est  obligé  de 
oooaîdérer  9  oomme  un^  constante;  et  Fcm  prend 
dans  chaque  cas,  pour  sa  valeur,  la  moyenne  des 
températures  qui  répondent  aux  points  extrêmes  de 
la  colonne  d'air  à  laqudlle  on  applique  cette  équation. 
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SoD  intégrstle  est  alors 

C  étant  la  constante  arbitraire.  En  désignant  par  4r 
la  pression  atmosphérique  qui  a  lieu  à  la  8ur£sice  de 
la  terre,  on  aura  à  la  fois 

et  il  en  résultera ,  à  une  hauteur  quelconque  z  au- 
dessus  de  cette  surface , 

^^i  ~  ~  k(i  +  M9)  (7"+^-         (4) 

En  vertu  de  cette  équation  et  de  la  formule  (a),  et 
'  en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens, 
on  aura  maintenant 


-^rz 


^g^ 


pour,  les  expressions  de  la  force  élastique  et  de  la 
densité  de  lair ,  depuis  la  surface  du  globe  jusqu a  la 
hauteur  où  ce  fluide  a  perdu  par  le  froid  toute  son 
élasticité. 

D  aprè|3  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n*  619,  le  poids  de 
la  colonne  atmosphérique  qui  a  pour  base  Tunité  de 
surface,  doit  être  équivalent  à  la  pression  <29- relative 
au  point  le  plus  bas;  et ,  en  effet,  ce  poids  est  donné 

par  l'intégrale  y^  fg!dzy  dont  la  valeur  est  «•,  d'à-  , 

près  les  expressions  de  f  et  (te  g'. 
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637.  La  force  motrice  d'un  ballon  qui  s'élève  ver- 
ticalement dans  l'atmosphère  y  est  l'excès  du  poids  de 
l'air  qu'il  déplace  à  chaque  instant ,  sur  son  propre 
poids.  En  appelant  fi  sa  masse  çt  Y  son  volume^ 
cette  fofce  sera  donc  Vf  g'  —  /jl^  ,  à  la  hauteur  z 
au-dessus  de  la  terre  ;  par  conséquent ,  on  aura 

A*  j^.  =  Vfg' —  Aigr', 

pour  l'équation  différentielle  du  mouvement  vertical 
de  ce  corps ,  au  bout  du  temps  quelconque  t.  Si  Ton 
appelle  c  sa  densité  moyenne,  de  sorte  qu'on  ait 
fisszcVf  et  qu'on  substitue  pour  f  et  g'  leurs  valeurs 
précédentes,  cette  équation  deviendra 

—  ff»  

En  multipliant  par  adz,  intégrant  et  désignant  par  C 
la  constante  arbitraire ,  il  vient 

d^  r^z 

Si  Ion  suppose  que  le  mobile  soit  parti  de  la  sur- 
face de  la  terre  avec  une  vitesse  nulle,  on  aura  à  la 

fois  z  =s  o  et  -2:  =  o  M^  faudra  donc  qu'on  ait 

C  =  a«r  —  acgrj 
et  il  en  résultera 

pour  le  carré  de  la  vitesse  à  une  hauteur  quelconque^ 

a.  4® 
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Eq  résolvant  cette  équalîoD  par  rapport  kdi,  on  dé* 
terminera  enauite  par  la  méthode  des  quadratures, 
le  tempa  que  le  mobile  emploiera  à  parvenir  à  wie 
hauteur  donnée. 

En  égalant  à  zéro  la  valeur  de  ^ ,  on  détermi- 
nera la  hauteur  à  laquelle  le  mobile  demeurerait  en 
équilibre,  s'il  y  parvenait  sans  vitesse  acquise;  et  de 

m^e  réquation  rr;  =  o,  ^ra  connaître  la  i^os 

grande  hauteur  à  laquelle  le  ballon  s^éleverait  dans 
Tatmosphère ,  en  supposant  que  sa  masse  et  son  yo- 
lume  ne  varient  pas.  La  première  de  ces  deox  hau- 
teurs s'exprimera  au  moyen  d'un  logarithme  ;  la  se- 
conde dépendra  d'une  équation  transcendante,  et 
ne  pojnrra  se  calculer  que  par  approximation. 

6q8.  Proposons -nous  maintenant  d'appliquer  l'é- 
quation (4)  à  la  mesure  des  hauteurs  verticales. 

Soient  h  et  V  les  hauteurs  du  mercure  dans  le  ba- 
romètre ,  à  la  station  inférieure  et  à  la  station  supé- 
rieure; T  et  T'  les  températures  correspondantes 
du  mei'cure  ;  <  et  ^  celles  de  Fair  ^  qui  seront 
di0erente&  deT  et  T^  lorsque  le  mercure  du  ba- 
romètre n'aura  pas  eu  le  temps  de  se  mettre ,  pen- 
dant les  observations,  en  équilibre  de  température 
avec  Tair  environnant.  Si  m  est  la  densité  du  mercure 

(T  -^  T'n 
1  +    555o  )^  ®^^  ^  ^^^ 

site  a  la  station  supérieure ,  parce  que  la  densité  de 
ce  fluide  augmente  de  ^g-  pour  chaque  degré  de  di- 
minution dans  la  températuK.  Pour  plus  de  mnpU- 
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atë ,  nous  comprendrons  le  facteur  i  -f-     ^   dans 


la  hauteur  h!,  qui  sera  alors  la  hauteur 
multipliée  par  eette  quantité ,  et  nous  supposerons 
ensuite  que  m  soit  la  dénoté  du  mercure  aux  àexac 
stations.  De  cette  manière^  nous  aurons 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (4)  deviendra 

Ainsi  qu'on  Ta  dit  jrfu»  baut,^  il  faudra  prendre 
•^  (^  +  0  P^^^  ^*  ^^  valeur  de  «  est  0,00375  pour 
l'air  sec,  aussi  bien  que  pour  celai  qui  renferme 
la  vapeur  d'eau  en  quantité  constante ,  et  dans  une 
proportion  quelconque.  Mais  il  faut  observer  que  ^ 
quand  la  température  s'élève ,  la  quantité  de  vapeur 
augmente,  en  général,  dans  l'atmosphère;  et  comme 
la  densité  àe  la  vapeur  serait  à  ceUe  de  l'air  comme 
10-  est  à  16,  sous  la  preission  ordinaire  o",96,  il 
s'ensuit  que  la  densité  de  l'air  libre ,  dont  la  tem- 
pérature augmente  ,  doit  diminuer  dans  un   plus 
grand  rapport  que  celui  qui  répond  au  coefficient 
0,00375»  Pour  tenir  compte^  autant  qu'il  est  pos- 
sible ,  de  la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dan» 
l'atmosphère,  nous  augmenterons  donc   le  coeffi- 
cient À  ;  et ,   pour  la  commodité  du  calcul ,  nous 
le  ferons  égal  à  0,004  '  ^^  sorte  que  nous  aurons 


;9  =  ^(i±^. 


1000 


4û.. 
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Les  logarithmes  qui  entrent  dans  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  précédente ,  sont  népériens  ;  pour 
les  convertir  en  logarithmes  ordinaires,  je  multi- 
plie cette  équation  par  le  module  de  ceux-ci,  que 
j'appelle  M,  et  dont  la  valeur  est 

M  =  0,4542945. 

La  gravité  g  que  renferme  son  second  membre ,  est 
celle  qui  répond  à  la  station  inférieure  et  à  la  la- 
titude du  lieu  de  l'observation.  En  désignant  cet  angle 
par  4  f  et  comparant  la  gravité  g  à  celle  qui  entre 
dans  les  valeurs  de  k  du  n**  6a5  et  qui  répond  à 
la  latitude  de  Paris,  on  aura 

(i  —  0,002688  cos  24)  G 
^  ^"  t  —  o,ooî4588  cos  2  (48*>  5o'  i^y 

D'ailleurs,  les  coefBciens  de  G  dans  ces  deux  va- 
leurs de  k  répondant,  l'un  à  l'extrême  sécheresse 
de  l'air,  et  l'autre  à  son  extrême  humidité,  on  peut 
prendre  la  demi-somme  de  ces  deux  quantités,  ou 
7961  *,io,  pour  le  coefficient  qui  convient  à  l'état 
ordinaire  de  l'atmosphère.  On  aura  alors 

L  [,_  o,oo2588  cos  2  (48*»  5o'  14'^]  =  (i8337-,46)  G  ; 
M. 

et,  au  moyen  de  cette  valeur,  jointe  à  celle  de  g, 
on  tirera  de  l'équation  (5) 

*~        I  —  o,oo2588  cos  24         L****'  l    (6) 


+  alog(i  +  f)](i+î); 
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formule  dans  laquelle  les  logarithmes  sont  actuelle-* 
ment  ceux  qui  ont  pour  base  le  nombre  10. 

Pour  faire  usage  de  cette  équation ,  on  négligera 

d'abord  la  fraction  -  contenue  dans  son  second  mem- 

r  ^ 

bre  ;  ce  qui  fera  connaître  une  première  valeur  ap- 
prochée de  z  :  en  la  substituant  dans  ce  second  mem- 
bre^ on  obtiendra  une  seconde  valeur  de  z^  plus 
approchée  que  la  première ,  et  à  laquelle  on  pourra 
toujours  s'arrêter. 

En  remplaçant  le  nombre  18337,46  par  un  coef* 
ficient  inconnu  a  dans  cette  équation  ^  et  détermi- 
nant a  d'après  la  moyenne  d'un  grand  nombre  de 
hauteurs  z,  mesurées  trigonométriquement,  on  trouve 

a  ==  18356"»,-^ 

ce  qui  diffère  très  peu  du  coefficient  18537,46,  que- 
nous  avons  calculé  directement. 

629.  Si  l'on  veut  employer  la  formule  (6)  à  déter- 
miner l'élévation  d'un  lieu  de  la  terre,  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer,  on  supposera  que  T',  ^,  A',  se  rap- 
portent à  ce  lieu ,  et  T,  ^ ,  A ,  au  bord  de  la  mer  qui 
en  est  le  moins  éloigné;  et,  pour  plus  d'exactitude, 
on  devra  prendre  pour  4  une  latitude  moyenne  entre 
celles  de  ces  deux  points.  -  D'après  la  remarque  du 
n°  a 55,  il  faudra  aussi  avoir  égard,  dans  l'expression 
de  la  pesanteur  g',  à  l'action  de  la  couche  de  la  terre 
dont  la  hauteur  est  z  ;  en  supposant  sa  densité  égale 
à  la  moitié  de  la  densité  moyenne  de  la  terre ,  on  a 

alors 

—       6^      _i_  %^  . 


S 


(r  -f  z)*  "*"     4r    > 
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et,  à  cause  de  la  peCilesBe  de  la  fraction  - ,  on  trou-^ 

vera  qu'en  faisant  usage  de  cette  pesanteur  ^,  la 

({uantité  i  +  - ,  contenue  dans  la  foynnule  (6),  devra 

Si 

être  remplacée  par  i  "^  g^^ 

Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cett^  for- 
mule, ainsi  modifiée,  je  prends  celui  qui  est  cité 
dans  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes^  et  qui 
se  rapporte  à  la  hauteur  de  Guanaxuàto  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer. 

Les  données  de  cet  exemple  sont  : 

h  »o",765i5,    T  Œ5<  »25-5, 

A'  =  o»,6oo95,     T'œ^'sai'S,     4/  =  ai*. 

La  hauteur  h'p  corrigée  et  multipliée  par  le  fietcteur 

T  —  T'       * 

1  +  "gï- — ,  cpii  doit  être  employée  dans  la  for- 
mule (6) ,  devient 

K  s;s  o»,6oi38* 

En  négligeant  la  fraction  -  dans  cette  formule ,  on 
trouve 

pour  la  première  valeur  approchée  de  z  ;  et  en  subs- 
tituant cette  valeur  dans  la  même  formule ,  prenant 

I  ^  gp  au  lieu  de  1  +  - 1  coram^  il  vient  d'être  dit , 

et  observant  qu'on  a 

r  =  6566198", 
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on  obtient 

z  =  3o8i",g6, 

pour  la  hauteur  demandée ,  laquelle  est  moindre  que 
celle  de  V Annuaire,  d'à  l)eu  près  a  mètres  et  demi. 
65o.  Lorsque  la  hauteur  z  n'est  pas  très  considé- 

rablei  on  peut  négliger  la  fraction  -  dans  la  for- 
mule (6) ,  et  remplacer  en  même  temps  le  nombre 
i8557°',46 ,  par  un  coefficient  plus  grand.  Cehiî  qui 
résulte  d'observations  nombreuses  que  Ramond  a 
faites  dans  le  midi  de  la  France,  est  tSSgS  mètres. 
La  latitude  correspondante  est  à  peu  près  >P  s=  45*  î 
et,  cela  étant,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

ce  qui  est  la  formule  barométrique  dont  on  fait  le 
plus  commuaément  usage. 

Dans  un  même  vase ,  et  sous  la  même  pression  at- 
mosphérique, l'ébullition  de  l'eau  distillée  commence 
toujours  à  une  même  température ,  et  cette  tempéra- 
ture s'abaisse  k  mesure  que  la  pression  extérieure 
diminue.  Si  donc  on  avait  formé,  par  l'expérience ,. 
une  table  des  températures  où  l'eau  commence  à 
bouillir,  sous  des  pressions  décroissantes  par  des 
différences  très  petites,  et  qu'on  portât  un  vase  con- 
tenant de  l'eau,  k  différentes  hauteurs  au-dessus  de  la 
terre ,  les  températures  où  cette  eau  commenterait  à 
bouillir,  feraient  connaître,  au  moyen  de  la  table, 
que  nous  supposons,  les  hauteurs  barométriques  cor- 
respondantes, que  l'on  pourrait  employer  dans  la. 
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formule  précëdente.'  C'est  de  cette  manière  qu'on  a 
proposé  de  déterminer  lés  différences  de  hauteur 
au-dessus  de  la  terre ,  par  l'observation  de  Fébulli- 
tion  de  l'eau ,  et  sans  recourir  explicitement  aux  me- 
sures du  baromètre. 

63 1.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  re- 
marques relatives  au  poids  et  à  la  force  élastique  des 
Tapeurs  y  laquelle  force  est  aussi  ce  qu'on  appelle  la 
tension  de  ces  fluides. 

Si  un  vase  fermé  renferme  un  liquide  en  quantité 
suffisante  pour  fournir  toute  la  vapeur  qui  peut  s'y 
former,  celle  qui  s'élève  de  ce  liquide  atteint ,  plus 
ou  moins  vite,  un  maximum  qui  ne  dépend  que  de 
la  température ,  et  qui  est  le  même  quand  le  vase  est 
vide  d'air,  ou  quand  il  contient  de  l'air  ou  un  gaz 
quelconque,  condensé  ou  dilaté.  Soit  que  cette  quan- 
tité de  vapeur  ait  atteint  son  maximum  j  ou  qu'elle 
soit  encore  au-dessous,  sa  tension  s'ajoute  à  la  force 
élastique^  du  gaz  sec,  et  la  somme  forme  la  force  élas- 
tique du  mélange.  A  la  même  température,  la  tension 
maxima  est  différente  pour  les  différentes  vapeurs  ;  et 
la  loi  qu'elle  suit,  pour  une  mêm.e  vapeur,  n'est  pas 
encoreconnue  en  fonction  de  la  température.  Relative- 
ment à  la  vapeur  d'eau ,  les  expériences  les  plus  éten- 
dues qu'on  a  faites,  jusqu'à  présent,  sont  celles  des 
commissaires  de  l'Académie  des  Sciences ,  dont  il  est 
rendu .  compte  dans  les  tomes  X  et  XI  de  ses  Mé- 
moii^es. 

La  force  élastique  maxima  de  la  vapeur  d'eau  , 
formée  dans  le  vide,  à  la  température  de  iS%'j5^ 
par  exemple,  est  mesurée  par  une  hauteur  baro- 


HYDROSTATIQUE.  633 

mëtriqne  de  o'^yOïG.  Quand  eDe  se  prodail  dans 
l'air  sec ,  à  cette  teropëfeture  et  sous  la  pression 
ordinaire  o^yCI,  sa  force  âastique  s'ajoute  a  cette 
pression,  et  rexpérience  dopne  effeictivement  0^,776 
pour  la  pression  exercée  par  le  mélange. 

Si  Ton  pouvait  y  sans  liquéfier  k  yapeur  isolée, 
élever  sa  tension  de  oP,oi&  à  0^,76,  sa  densité,  d'a- 
près la  détermination  de  M*  Gay-Lussac,  serait  a 
celle  de  l'air  sec,  sous  la  même  pression  et  à  la 
même  température,  dans  le  rapport  de  lo  à  i6. 
En  vertu  de  la  loi  de  Mariotte,  la  densité  de  la 
vapeur  que  nous  prenons  pour  exemple  est*  donc 

-g,    *  A  }  celle  de  l'air,  à  la  température  de  i8'',75 

et  sous  la  pression  de  0^,76,  étant  prise  pour  unité. 
Par  conséquent ,  si  l'on  appelle  P  le  poids  d'un  litre 
de  cet  air ,  et  P'  celui  d'un  litre  de  la  vapeur  d'eau , 
on  aura 

À  la  température  zéro,  P  serait  égal  à  1000  grammes, 
divisé  par  769,4  (n*  61);  pour  obtenir  sa  valeur  à  la 
température  de  18%  76,  il  faut  diviser  ce  quotient  par 
I  j^  (18,76)  (0,00375),  d'après  la  loi  de  la  densité  de 
l'air  ;  il  en  résulte 

P  =  i«',2i455, 
et  l'on  en  déduit 

P'=  o^fOïSgj. 
Le  poids  d'un  litre  de  vapeur,  à  la  température  de 
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19*^75,  et  à  son  maximum  àé  densité,  doit  aussi 
être  celui  de  la  plus  grande  quantité  de  yapenr  qne 
peut  contenir  un  litre  d'air  à  cette  température,  et 
quelle  que  soit  sa  densité*  Or,  par  une  expérience  di« 
recte ,  Saussure  a  trouvé  10  graite  pour  le  plus  grand 
poids  de  la  yapeuf  d'eau  qui  peut  se  former  dans 
un  pied  cube  d'air ,  sons  la  pression  ordinaire  et  à  la 
température  donnée;  d'où  il  résulte  (0,0 1 546)  gram- 
mes pour  le  décimètre  cube;  ce  qui  diffère  peu  du 
résultat  préoédenl. 

Général«nent ,  sous  une  pression  barométrique  h , 
et  à  une  température  quelconque,  si  l'on  appelle  £i 
la  densité  de  l'air  sec ,  A'  celle  de  l'air  mouillé  »  et 
a  la  tension  de  l'air  qull  renferme ,  on  aura 

car  un  volume  quelconque  A  d'air  mouillé  se  com* 
posera  d'un  pareil  volume  d'air  sec,  dont  la  force 
élastique  serait  réduite  à  A  — -  a,  et  la  densité  à 

^  (A  -.  a},  joint  à  un  égal  volume  de  vapeur  qui 

aurait  -g  r  A   pour   densité  ;    par   conséquent ,   la 

somme  de  ces  deux  densités^  multipliées  par  A^ 
exprimera  la  masse  AA'  du  mélange  ;  et  en  supprî^ 
mant  le  facteur  commun  A  ^  on  aura  l'équation 
précédente.  Cette  équation  servira  à  déterminer  le 
poids  d'un  volume  donné  d'air  mouillé ,  d'après 
le  poids  de  ce  volume  d'air  sec  à  la  même  tempé- 
rature,  et  la  tension  de  la  vapeur  conteuue  dans, 
l'air  mouillé.  En  y  faisant  h  =  d^f'jôy  supposant 
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que  la  tempàratore  soit  zéro,  et  observant  qu'à 
cette  traapérature  la  teniion  maxima  de  la  Tapeur 
d'eau  est  o'^^ooSoS^  ou  en  déduira  la  valeur  de  S" 
àa  vP  6a5. 

633*  Si  l'atmospbère  qui  nous  enveloppe  n'exîatait 
pas,  elle  serait  resnplaoëe  par  une  autre  atmosphère  for* 
niée  de  la  vapenrd'eau  qui  s'élèverait  de  la  mer,  La  loi 
des  densités  de  ses  oouches  et  sa  hauteur  totale  dépen* 
draieot  de  la  loi  de  la  température ,  qui  aurait  lieu 
dans  cette  atmosphère  de  vapeur  aqueuse ,  et  que  nous 
ne  pouvons  aucunement  connaître;  mais,  <]ueUe  qu'elle 
soit,  le  poids. tolal  d'une  colonne  verticale  cylindrique 
de  cette  vapeur ,- ayant  pour  base  l'unité  de  surfSsMse, 
sera  toujours  égal  à  sa  foive  élastique  qui  répond  à  son 
point  le  plus  bas  (n^  6^6)  ;  et  quaud  sa  densité  en  ce 
point  aura  atteint  son  maxùmim^  cette  force  ne  dé* 
pendra  plus  que  de  la  température  correspondante.  A 
la  vérité,  nous  ignorons  aussi  queHe  pourrait  être  cette 
température;  et  il  y  a  lieu  de  croire  qu'elle  serait  beau- 
coup inférieure  à  celle  qui  a  lieu  maintenant  à  la 
surface  de  la  terre ,  parce  que  le  fluide  qui  se  trouve- 
rait en  contact  avec  cette  surface ,  aurait  une  densité 
beaucoup  moindre  que  celle  de  Fair  ordinaire.  Pour 
fixer  les  idées,  supposons  que  la  température  dont  il 
s'agit  soit  encore  1 8^,76.  Le  poids  de  la  colonne 
d'atmosphère  aqueuse  ayant  pour  base  un  décimètre 
carré ,  ne  pourra  pas  excéder  celui  d'un  prisme  de  mer- 
cure qui  aurait  la  même  base ,  et  o™,oi6  pour  hau- 
teur, c'est-à-dire,  le  poids  de  16  centièmes  d'un 
litre  de  mercure,  ou  à  peu  près  sSoo  grammes.  Le 
poids  de  toute  la  vapeur  d'eau  qui  peut  être  cou- 
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tenne  dans  une  celoitne  d'air  de  notre  atmosphère , 
dépend  de  la  loi  du  décrois^ement  de  la  température 
dans  le  sens  yertîcal^  et  ne  saurait  être  calculé; 
mais  si  la  base  de  la  colonne  est  un  décimètre  carré , 
et  la  température  inférieure  18%  75^  on  s'assurera  ai- 
sément que  ce  poids  doit  surpasser  a5oo  grammes, 
en  observant  que ,  dans  toute  la  partie  de  cette  co- 
lonne dont  la  température  différera  peu  de  tS^^jS, 
et  jusispi'à  la  hauteur  où  h  pression  ne  sera  pas  ré- 
duite à  o™,oi6,  chaque  litre  d'aîr  peut  renfermer  en- 
viron 16  milligrammes -de  vapeur. 

Ainsi,  Tatmosphère  xfui  presse  sur  la  surface  de  la 
terre,  n'est  pas,  comme  on  }e  disait  autrefois,  la 
cause  qui  empêche  les  liquides  de  se  vaporiser  et  de 
se  disperser  dans  L'espace  ;  au  contraire ,  sa  présence 
permet  aux  vapeurs  de  se  maintenir,  au-dessus  de  la 
terre ,  en  plus  grande  quantité  que  si  l'atmosphère 
n'existait  pas. 
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CHAPITRE  VI. 

DE  LA  FORCE*  ELASTIQUE  ET  DE  LA  CHALEim 

DE8  GAZ.     . 

653^  La  loi  de  Mariolte  suppose,  coiAme  nous 
Tavoi»  dit  (n''  6:ia),  qu'on  a  laissé  au  fluide,  dilaté 
on  condensé ,  le  temps  de  i^evenir  à  sa  température 
primitive.  Si  l'on  ne  prend  pas  cette  précaution ,  la 
température  augmente  ou  diminue  en  même  temps 
que  la  densité ,  et  la  force  élastique  croissant  ou  dé- 
croissant ainsi ,  à  raison  de  la  densité  et  à  raison  de 
la  température,  on  conçoit  qu'elle  doit  varier,  pour 
lin  même  fluide,  dans  un  plus  grand  rapport  que  sa 
densité.  Lorsque  le  fluide  est  contenu  dans  un  vase 
dont  les  parois  sont  imperméables  à  la  chaleur,  il 
conserve  tout  son  calorique,  en  se  condensant  ou  en 
se  dilatant ,  et  sa  température  augmente  ou  diminue 
en  conséquence.  Il  en  est  de -même  toutes  les  fois 
que  ses  variations  de  densité  sont  assez  rapides  pour 
que  sa  chaleur  propre  n'ait  pas  le  temps,  dans  le  cas 
de  la  condensation ,  de  s'échapper  sous  forme  rayon- 
nante ,  ou  de  se  communiquer ,  par  le  contact ,  aux 
corps  voisins,  et  pour  que,  dans  le  cas  de  la  dilata- 
tion ,  ces  corps  ne  puissent  communiquer  au  fluide , 
par  le  rayonnement  ou  par  le  contact ,  une  quan- 
tité sensible  de  calorique.  C'est  ce  qu'on  suppose, 
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psa^  exemple,  comme  on  1  expliquera  par  la  snite  y 
relativement  aux  variatioog  de  densité  qui  ont  lieu 
dans  les  ondes  sonores,  et  dont  la  durée  n'est  que  de 
quelques  millièmes  de  seconde.  Dans  cette  question, 
et  dans  beaucoup  d'autres ,  il  serait  important  de 
connaître  l'expression  de  la  force  élastique  d'un  gaz, 
en  fonction  de  la  densité ,  et  Félévation  ou  l'abais- 
sement correspondant  de  ta  température,  lorsque 
la  quantité  de  chaleur  de  la  masse  fluide  demeure 
invariable.  Mais  nous  nunquons^  dans  l'état  actuel 
de  la  science ,  des  données  nécessaires  pour  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème  ;  et  je  vais  exposer, 
dans  ce  chapitre,  ce  que  le  calcul  et  Fexpcrienee 
nous  oai  appris^  jusqu'à  présent,  sur  cette  ma*- 
tière. 

634-  Soient  f  la  âensÂté  d'un  gaz,  fi  sa  tempéra- 
ture, en  degrés  du  thermomètre  centigrade  ,  et  p  la 
pression  qu'il  exerce  sur  chaque  unité  de  smr&ce, 
ou  la  mesure  de  sa  force  élastique;  on  aura  (n*  624) 

p  =  kf{i  +*fi);         (i) 

a  et  À:  étant  deux  coefficîens  indépeodans  de  f  et  0 , 
dont  le  premier  est  lé  même  pour  tous  les  gaz  et 
égal  h  0,00^75  ,  et  dont  k  second  doit  être  donné 
pour  chaque  gaix-  tm  pertîeulier.  ' 

La  quantilé  totale  de  dialeur  coatauie  dans  un 
poids  donné  d'un  corps ,  dans  un  gramme ,  par  exem- 
ple, ne  saurait  être  calculée;  on  la  regarde  comme 
inépmiable,  et  comme  extrêmement  grande  par  rap- 
port aux  quantités  dont  elle  varie  qrnnd  œ  corps 
change  de  densité  ou  de  température;  et  ce  sont 
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ces  quantités  additiv^s  on  sonstractiTes  que  Ton  conir- 
pare  entre  elles ^  et  que  l'on  soumet  au  calcul.  Ainsi, 
-  nous  désignerons  par  q  Texcès  de  la  quantité  de 
chaleur  contenue  dans  un  gramme  du  gaz  que  nous 
considérons  y  sur  celle  que  ce  gramme  renferme, 
lorsque  le  gas  a  une  température  et  une  densité 
choisies  arbitrairement,  qui  seront,  pour  fixer  les 
idées,  la  température  zéro  et  la  densité  correspon- 
dante à  la  pression  ordinaire  de  o'^yjô.  Cette  quan- 
tité q  sera  une  fonction  de  p,  f ,  0,  ou  simple- 
ment de  p  et  p,  puisque  ces  trois  variables  sont 
liées  entre  elles  par  l'équation  précédente.  On  aura 
donc 

É 

f  indiquant  une  fonction  dont  il  s'agira  de  déter- 
miner la  forme. 

• 

La  chaleur  spécifique  de  ce  gramme  de  fluide  est 
la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudrait  lui  communi- 
quer pour  élever  sa  température  d'un  degré  ^  ou  ^ 
pour  ainsi  dire ,  la  vitesse  de  l'accroissement  de  q 

par  rapport  à  0 ,  dont  l'expression  sera  ^.  Mais  on 

pourra  la  considérer  sous  deux  points  de  vue  dif- 
férens  :  en  supposant  la  pression  p  constante ,  et 
laissant  au  gaz  la  liberté  de  se  dilater,  ou  bien  en 
le  tenant  sous  un  volume  constant^  et  supposant 
que  la  pression  p  aug^cnente  avec  la  température.  En 
vertu  de  l'équation  (1),  on  a 

^ «f 
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quand  on  regarde  p  comme  une  constante,  et 

dp  etp 


dd  I  4-  *9 


lorsqu'on  suppose  f  invariable.  Si  donc  on  appelle 
c  la  chaleur  spécifique  du  gaz  à  pression  constante , 
et  c^  sa  chaleur  speafique  k  volume  constant,  de 
sQrte  qu'on  ait 

dq  df^             _^dq    dp 
'^~  di  dh  '      ^i ^   ^> 

il  en  résultera 


w 


COD 

df    I 
iséciiient 

-   dp- 

*P 
1  +«fl  » 

\à\^%A 

f  d^ 

•  9 

■0 

:is 

o. 

(5) 

en  désignant  par  y  le  rapport  des  deux  chaleurs 
spécifiques ,  c'est-à-dire ,  en  faisant 


c 


Il  est  évident,  à  priori,  que  ce  rapport  y  doit 
surpasser  l'unité  ;  car  il  faut  plus  de  chaleur  pour 
augmenter  la  température  d'un  gaz ,  et  le  dilater 
en  même  temps ,  que  pour  augmenter  sa  tempéra- 
ture d'une  même  quantité,  sans  écarter  ses  molé- 
cules. Mais  l'expérience  peut  seule  faire  connaître 
la  valeur  de  y  pour  les  differens  gaz ,  et  comment 
cette  valeur  dépend  de  la  pression  el  de  la  densité. 
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Cette  valeur  se  déduit,  comme  on  le  verra  tout  à 
l'heure,  de  raccroissement  de  la  température  cor- 
respondant à  une  petite  condensation  du  gaz,  sans 
aucune  perte  de  chaleur. 

635.  Représentons  toujours  par  â  la  température 
du  gaz  ;  et  soit  fl  +  (i;  ce  qu'elle  devient  après  que 
la  densité  du  fluide  a  été  augmentée,  par  une  com- 
pression très  rapide ,  dans  le  rapport  de  i  -f-  «T  à 
l'unité;  J"  étant  une  très  petite  fraction.  Si  la  perte 
de  chaleur,  pendant  la  durée  de  cette  compression , 
a  été  insensible,  laccroissement  de  température  ûû 
correspondant  à  la  très  petite  condensation  «T ,  est 
la  quantité  qu'il  s'agira  d'abord  de  déterminer  par 
l'expérience  suivante. 

Pour  cela ,  supposons  que  le  gaz  soit  de  l'air  at^ 
mosphérique  contenu  dans  un  vaisseau  fermé,  ^ 
dont  la  pression ,  la  densité  et  la  température  soient 
les  mêmes  qu'à  l'extérieur ,  où  nous  supposerons 
qu'elles  sont  représentées  par/?,  f ,  6,  pendant  toute 
la  durée  de  l'observation.  On  enlève  une  petite  por- 
tion de  l'air  intérieur;  et,  après  que  l'air  restant  a 
repris  sa  température  primitive,  on  désigne  par  p' 
et  f'sa  pression  et  sa  densité.  On  rétablit  ensuite  la 
communication  avec  l'air  extérieur  ;  la  pression ,  la 
densité  et  la  température  augmentent  en  même 
temps;  en  sorte  qu'après  un  temps  très  court ,  la 
pression  intérieure  est  égale  à  la  pression  qui  a  lieu 
au  dehors.  A  cet  instant,  on  interrompt  la  commu- 
nication ,  et  l'on  désigne  par  p"  et  6  +  û)  la  densité 
et  h  température  intérieures.  Enfin ,  cet  accroisse- 
ment û)  de  la  température  se  dissipe;  et,  sans  que  la 

2  ,  /il 
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densité  p "  varie ,  la  pression  intërieure  diminue ,  et 

devient  /'. 

La  densité  de  l'air  intérieur  ayant  passé  très  rapi- 
dement de  f  '  à  f ,  si  Ton  prend , 

et  qu'on  fasse  abstraction  de  la  petite  quantité  de 
chaleur  qui  a  pu  être  absorbée  par  le  vase ,  pendant 
le  temps  de  ce  passage ,  Taccroissement  de  tempéra- 
ture cû  sera  celui  qui  répond  à  la  condensation  J^,  et 
dont  on  cherche  la  valeur.  L'indication  d'un  ther- 
momètre plongé  dans  l'air  intérieur,  serait  trop  lente 
pour  faire  connaître  cette  augmentation  de  tempéra- 
ture, qui  ne  subsiste  que  pendant  un  temps  très 
court  ;  mais  on  peut  conclure  la  valeur  de  cû,  des  trois 
pressions  p,  p%  p'',  ou  des  trois  hauteurs  baromé- 
triques correspondantes ,  que  l'on  a  le  temps  d^ob- 
server. 

En  effet,  il  y  a  deux  époques,  dans  l'expérience 
qu'on  vient  de  décrire,  où  la  même  température  0 
répond  à  des  densités  différentes  f'  et  f",  et  aux 
pressions  données  p'  et  p".  D'après  la  loi  de  Mariotte, 
on  a  donc 

et,  conséquemment , 

n  / 

ce  qui  fiait  connaître  la  condensation  J^.  De  plus,  il  j 
a  aussi  deux  époques  où  la  même  densité  f^'  a  lieu 


p  _ 

_  I  +  «(fl+,). 

p*~ 

i+«e      ' 
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pour  les  températures  6h~  â#  et  6^  sous  les  pressions 
p  et  p^\  D  après  la  loi  des  forces  élastiques  à  égale 
densité  I  on  aura  donc  aussi 

(4) 

d^où  Ton  tirera  la  valeur  de  (»  correspondante  à  la 
condensation  /• 

Dans  une  expérience  faite  par  MM.  Desormes  et 
Qément,  où  le  passage  de  la  densité  f  à  la  densité  p" 
s'est  effectué  en  moins  d'une  den^-seconde,  on  a  eu 

V 

/>  =  o*,7665,    /?'  =  o*,7527,    ^"  =  0^7629; 

ce  qui  donne 

iT  =  0,01 55* 


On  avait  aussi  8==si2i%5  ;  et ,  k  cause  de  ft:=0|Oo375y 
on  déduit  de  l'équation  (4) 

•  c?  =  i%5i75; 

d'où  il  résulte  que  pour  une  condensation  de  0,01 53 , 
sans  perte  de  chaleur^  la  température  de  l'air  augmen* 
terait  de  1*, 3 173^  ou  d'à  peu  près  un  degré  pour  une 

condensation 

^         o,oi33i 

cT  =  -^ — r  =  0,0101. 
1,3173  ' 

Cet  accroissement  de  température  peut  aussi  se 
déduire  de  la  vitesse  du  son;  et  de  cette  manière 
j'atiaiis  trouvé,  autrefois,  un  accroissement  d'un  de^ 

gré  pour  une  condensation  --g ,  sans  perte  de  cha« 

41.. 
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leur;  résultat  dont  Texpérience  que  nous  citons  ne 

s'écarte  pas  beaucoup. 

656.    Maintenant ,  je  dis  que   le  rapport  y  du 
n*  654  *  P^"*'  expression 

Supposons  y  en  effet  ^  que  la  force  élastique  et  la  tem- 
pérature d'un  gaz  étante  comme  précédemment,  p 
et  0  y  la  condensation  S"  soit  équivalente  \  celle 
que  le  fluide  éprouve^  lorsqu'on  diminue  un  tant 
soit  peu  sa  température ,  sans  changer  la  pression.  En 
désignant  par  £  cette  petite  variation  de  température, 
on  aura 


i*6* 


Appelons  F  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudrait  com- 
muniquer i  un  gramme  du  gaz  que  l'on  considère , 
pour  élever  sa  température  ,de6  —  éà8,  sans  chan- 
ger la  pression  p;  la  chaleur  spécifique,  à  pression 
constante,  étant  c,  on  aura  aussi 


C€. 


Après  cette  communication  de  chaleur,  supposons 
que  l'on  comprime  subitement  ce  fluide ,  de  ma- 
nière aie  ramener  à  sou  volume  primitif  ;  il  éprou- 
vera alors  la  condensation  J^  ;  et  s'il  n'a  perdu  aucune 
quantité  de  chaleur,  sa  température  aura  augmenté 
de  o),  et  sera  devenue  0  -f-  o).  Dans  cet  état^  la 
pression  du  fluide  sera  devenue  plus  grande  que  p\ 
mais ,  sans  changer  le  volume ,  si  on  laisse  la  tem- 


1 
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pérafure  s'abaisser  jusqu'à  0  — ^  €  ^  cette  pression 
diminuera  aussi  ^  et  redeviendra  égale  k  p.  Pendant 
cet  abaissement ,  le  gaz  perdra  une  quantité  de  cha- 
leur proportionnelle  à  la  petite  diminution  de  tem- 
pérature €  -|"  û*  >  et  exprimée  par  c^  («  +  â>) ,  puis- 
que c^  est  sa  chaleur  spécifique  k  yûlume  constant. 
Le  volume  y  la  température  et  la  pression  étant  les 
mêmes ,  après  cette  perte  de  chaleur^  qu'ils  étaient 
avant  que  la  quantité  de  chaleur  T  eût  été  commu- 
niquée au  fluide ,  il  est  nécessaire  que  la  perte 
c^  (i  r^r  â>)  de  chaleur  soit  égale  à  F  ;  on  a  donc 

d'où  l'on  tire 

—  -f-  —      -I-  î  • 

et  f  en  ayant  égard  à  la  valeur  précédente  de  ^  ^ 
cette  valeur  de  y  coïncide  &vec  la  formule  (5). 

657.  Si  nous  mettons^  dans  celte  formule,-^ — >-^ 

au  lieu  de  ^ ,  et  pour  a»  sa  valeur  tirée  de  Féqua* 
tion  (4)9  nous  aurons 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  y ,  d'après  les 
pressions  p  y  p',  p^'f  ou  les  hauteurs  barométriques 
correspondantes  9  qid  résultera  de  l'expérience  ci- 
dessus  décrite. 

En  faisant  usage  des  valeurs  numériques  de  p^ 
p'y  p^'y  précédemment  citées  /  on  trouve 
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pour  la  valeur  du  rapport  des  deux  chaleurs  spe-^ 
cîfiques  c  et  ^^,  dans  le  cas  de  l'air  atmosphérique. 
MM.  Gay-Lussac  et  Welter  oat  obtenu,  par  un 
procédé  analogue,  une  valeur  de  ce  rapport  un 
peu  différente ,  savoir  : 

y  =  1,5748; 

et  ils  se  sont  assurés  que  cette  quantité  est  iodé-- 
pendante  de  la  température  et  de  la  pression  de 
1  air  ;  en  sorte  que  dans  Téquation  (  5 } ,  appliquée 
à  ce  fluide,  on  pourra  considérer  y  comme  une 
quantité  constante.  Par  un  procédé  différent,  M.  Du- 
long  a  trouvé,  pour  Fair  parfaitement  sec  (*), 

y  =  1,421 , 

et  une  valeur  sensiblement  égale  à  celle*ci  pour  le 
gaz  oxigène  et  pour  le  gaz  hydrogène.  Mais  pour 
d'autres  fluides,  tels  que  l'acide  carbonique  et  le  gaz 
oléfiant,  ce  procédé,  que  nous  indiquerons  par  la 
suite,  a  donné  des  valeurs  très  inégales  de  ^,  et 
moindres  que  la  précédente  ;  de  manière  que  ce  rap- 
port dépend,  en  général,  de  la  nature  du  gaz  au- 
quel il  répond. 

658.  En  regardant  y  comme  une  quantité  cons- 
tante, l'intégrale  de  l'équation*  (5)  aux  différences 
partielles  est 


-  /  f  ). 


(*)  Mémoires  de  P Académie  des  Sciences,  tome  X. 
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f  désignant  U  fonction  arbitraire.  On  anra  récipra- 
quement 

m 
\ 

et,k  cause  de  Téquation  (i), 

(p  ëtatit  uue  fonction  inverse  de  f. 

La  quantité  q  restant  la  même ,  si  p,  f,^,  dey^n* 
neuit  p',  f',  Q',  on  aura  de  même 

On  a  -  =  ^266^67  ;  et  pour  que  6  et  6'  soient  des  de«^ 

grés  centigrades^  il  faudra  que  ce  facteur,  de  leurs 
expressions  exprime  de  semblables  degrés.  En  élimi- 
nant ,  en  outre ,  ^  entre  ces  dernières  équations  et  les 
précédentes,  il  en  résultera 

''=''(')''  }.     (6) 

9'  =  (i66«,67  +  9)(J)''"-j66',67  J 

Ces  équations  (6)  contiennent  les  lois  de  la  force 
élastique  et  de  la  température  des  gaz  p  comprimés, 
ou  dilatés  sans  aucune  variation  dans  leur  quantité 
de  chaleur;  elles  sont  fondées  sur  la  seule  hypothèse 
que  le  rapport  y  des  deux  chaleurs  spécifiques  ne  va- 
rie pas ,  pour  un  même  fluide ,  avec  la  pnessioo  et  la 
température  ;  hypothèse  qui  a  été  vérifiée ,  quant  à 
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Faiir  atmosphérique  ^  par  les  expériences  citées  dans 

le  numéro  précédent. 

63g.  Il  faut  faire  une  seconde  supposition  pour 
déterminer  la  fonction  arbitraire  f  que  renferme  la 
Weur  de  q.  La  plus  simple  est  d'admettre  que^  sous 
une  pression  cpn$tante^  un  gaz  se  dilate  uniformé- 
ment pour  des  augmentations  égales  de  quantité  de 
ehaleur  ;  ^  qui  revient  à  dire  que  la  chaleur  spéci- 
fique c  est  constante  ^  lorsque  l'accroissement  d'un  de- 
gré de  température  auquel  elle  répond  (n^  634)  est 
mesuré  par  un  thermomètre  à  air.  Dans  cette  hypo- 
thèse >  q  devra  être  une  fonction  linéaire  de  6;  or  ^ 
si  l'on  substitue ,  dans  la  fonction  f^  la  valeur  de  p 
tirée  de  l'équation  (i) ,  on  a 


on  aura  donc 


=  /[-*i^^  'G  +  »)]' 


ç  =  A  +  B(266%67  +  fl)p>      ;      (7) 

A  et  B  étant  des  quantités  indépendantes  de  /i  et  6  ^ 
et  relatives  à  la  nature  du  gaz  que  l'on  considère. 

D'après  les  équations  (2) ,  on  aura 

I  I 

et  pour  connaître  la  chaleur  spécifique  d'un  gaz ,  à 
pression  constante  ou  à  densité  constante ,  sous  toutes         1 
les  pressions ,  il  suffira  qu'elle  soit  connue  sous  ane 
pression  déterminée.  Selon  MM.  Laroehe  et  Bérard , 
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on  a,  par  exemple  ^  c  =  0,2669  poïi*'  l'air  sec,  sous 
la  pression  de  o°',76;  la  chaleur  spécifique  de  Teau 
étant  prise  pour,  unité.  En  appelant  9  la  pression 
correspondante  à  cette  hauteur  barométrique,  on 
aura  donc 


0,2669  =  B^^ 

et  si  Ton  appelle  aussi  h  la  hauteur  du  baromètre , 
exprimée  en  mètres,  et  qui  repond  à  la  pression  quel- 

conque  /?,  de  sorte  qu'on  ait  ^  =   — g,  il  en  ré- 
sultera 


=  o,.669.(îi26)'-7; 


d'où  l'on  déduira  la  valeur  de  c^ ,  en  divisant  par  la 
constante  y.  Comme  cette  constante  est  plus  grande 

que  l'unité,  ce  qui  rend  positif  l'exposant  i  -— -,  on 

voit  que  la  chaleur  spécifique  d'un  gramme  d'air 
dimin  uera ,  quand  sa  force  élastique  ou  la  hauteur  h 
augmentera. 

Si  l'on  désigne  par  m  la  quantité  de  chaleur  per^ 
due  par  un  gramme  d'air,  quand  sa  température  s'a- 
baissera de  n  degrés,  sans  que  la  force  élastique 
varie,  on  aura 

m  =  71(0,2669)  (^)'    >. 

A  volume  égal ,  et  pour  une  diéme  température  pri- 
mitive, le  poids  de  cet  air  sera  augmenté  dans  le 
rapport  de  A'  à  A ,  sous  une  pression  mesurée  par  une 
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autre  hauteur  H  du  baromètre.  En  appelant  ité 
la  quantité  de  chaleur  perdue  par  ce  même  Tcdmm 
sous  cetteautre  pression^  et  pour  rabaissement  n  de 
température ,  nous  aurons  donc 

,;»'=*^(o,.669)(^7->; 

d'où  l'on  déduit 

pour  le  rapport  des  quantités  de  chaleur  perdue 
par  un  même  volume  d^air,  sous  des  pressions 
rentes. 

Dans  un  cas  où  Ton  avait 

V  =  ï^^ooSS,       h  =  o%74o5, 

MM.  Laroche  et  Bérard  ont  trouvé 

en  prenant  la  moyenne  de  deux  observations*  Pour       . 
ces  valeurs  de  h  et  h',  et  en  faisant  y^=z  ifé^^if  la 
formule  donne  .' 


m' 


—  =  1,3405  ; 

ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  du  résultat  de 
Texpérience. 

640.  Si  Ton  veut  appliquer  la  formule  (7)  à  la  va- 
peur d'eau  f  il  faudra  supposer  : 

I*.  Que  quand  un  gramme  de  vq^eur  est  formé,  et 
flu'il  ne  s'en  précipite  aucune  partie,  ni  ne  s'en  ajoute 
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de  nouYcUe ,  le  rapport  représenté  par  ^^  de  sa  cha- 
leàr  spécifique  à  pression  constante^  à  sa  chaleur  8pé«- 
cifiqoe  sons  un  volume  constant,  ne  varie  pas  avec 
la  température  et  la  densité  -y 

2*.  Qoe  la  quantité  de  chaleur -nécessaire  pour 
élever  la  température  de  ce  gramme  de  vapeur^  d'un 
nombre  quelconque  de  degrés ,  soit  sous  une  pression 
constante ,  soit  sous  un  volume  invariable ,  est  pro- 
portionnelle à  ce  nombre ,  la  température  étant  mar-*- 
quée  par  un  thermomètre  à  air. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  C  la  quantité  de  chaleur 
nécessaire  pour  convertir  eh  vapeur,  sous  la  pres- 
sion barométrique  de  0*^,76,  et  à  une  température 
de  100%  un  gramme  d'eau  dont  la  température  pri- 
mitive était  zéro  ;  que  l'on  désigne  par  q  la  quantité 
de  chaleur  qu'il  faudrait  employer  pour  vaporiser  ce 
même  gramme  d'eau,  et  donner  à  la  vapeur  une 
température  8  sous  la  pression  quelconque  p  ;  enfin , 
que  l'on  désigne  par  c  la  chaleur  spécifique  de  la  va- 
peur d'eau  sous  la  pression  constante  de  0^76,  et 
que  l'on  remplace  dans  l'équation  (7) ,  la  pression  p 
par  la  hauteur  barométrique  qui  lui  sert  de  mesure , 
et  que  nous  représenterons  par  h ,  il  faudra  que  cette 
formule  donne  9=C,  quand  A  =:o°',76  et  6s=:  100% 

et  t|  =  c ,  lorsque  h  =  o",76.  Or,  en  déterminant , 

d'après  ces  conditions,  les  deux   constantes  arbi-t 
traires  A  et  B  qu'elle  renferme ,  elle  devient  ensuite 

,=C+c[(266%67+8)(^)^-366%67].  (8) 
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U  serait  à  désirer  que  le  degré  d'exactitude  de  cette 
formule  f&t  vérifié  par  Teitpérience ,  et  que  les  trois 
constantes  C,  c^y.,  qu'elle  renferme^  fussent  déter- 
minées avec  précision.  Si  l'on  prend  pour  unité  la 
chaleur  spécifique  d'un  gramme  d'eau  à  la  tempéra- 
ture zéro  ^  on  a 

C  =  55o, 

« 

en  adoptant  pour  C  la  moyenne  des  valeurs  de  cette 
quantité ,  que  différens  physiciens  ont  obtenues.  En 
même  temps  ^  on  aura 

c  =  0,847  f 

d'après  une  expérience  assez  peu  concluante,  et  qui 
mériterait  d'être  répétée.  Quant  à  la  valeur  de  y  f 
elle  nous  est,  jusqu'à  présent,  tout-à-fait  inconnue. 
641  •  Soit  que  la  densité  f  de  la  vapeur  d'eau  cor* 
respondante  à  la  pression  /^  et  à  la  température  â,  ait 
atteint  son  maximum^  ou  qu'elle  soit  au-dessous,  l'é- 
quation (i),  qui  convient  aux  vapeurs  et  aux  gaz 
pcrmanens ,  fera  toujours  connaître  la  valeur  de  f  ^ 
quand  celles  de  /i  et  0  seront  données.  En  appelant  D 
la  densité  à  la  température  de  100*  et  sous  la  pres^ 
sion  ordinaire  de  0^,76,  et  désignant,  comme  précé- 
demment, par  h  la  hauteur  barométrique  qui  répond 
à  /?,  on  déduira  de  cette  équation  {p) 

_      DA        3660,67 
^  ~   o-,76  266%67  +  ô* 

Le  poids  d'un  litre  d'air  sec ,  à  la  température  zéro 
et  sous  la  pression  de  o'",76,  étant  i^,ai455  (n"*  63 1), 

il  deviendra  '■  'V  g    f  ou  o'^,883 ,  à  la  température 
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de  loo*;  et  le  poids  d'un  litre  de  vapeur  d'eau , 
à  la  même  température  et  sous  la  même  preission^ 
sera  t?  (^^>885),  ou  o*%55;  par  conséquent^  on  aura 

D   '^^  '^^^  —  o-, 76" 266,67 +  9' 

pour  le  poids  d'un  volume  p  de  vapeur^  à  la  tempé- 
rature 0  et  sous  la  pression  quelconque  h.  Donc ,  en 
appelant  y  «la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
former  ce  poids  de  vapeur^  l'eau  étant  primitivement 
à  la  température  zéro ,  V  sera  le  produit  de  ce  nom- 
bre de  grammes  et  de  la  quantité  q  donnée  par  la 
formule  (8)  ;  en  sorte  que  nous  aurons 


V  = 


i^hq         20 18', 66 


o",76*  266,67 -t-ô' 


L'unité  à  laquelle  cette  quantité  V  se  trouve  rappor- 
tée ,  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  éle- 
ver^ de  zéro  à  un  degré ,  la  température  d'un  gramme 
d'eau;  et  cette  unité  est,  comme  on  sait^  égale  à 
soixante-quinze  fois  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faut 
employer  pour  liquéfier  un  gramme  de  glace  à  la 
température  zéro ,  sans  élever  cette  température. 

Diverses  observations  ont  porté  plusieurs  physi- 
ciens à  penser  que  quand  la  vapeur  d'eau  a  atteint 
le  maximum  de  densité ,  correspondant  à  sa  tempé- 
rature ,  la  quantité  de  chaleur  que  nous  avons  dési- 
gnée par  ç  ne  varie  plus  avec  cette  température. 
C'est  à  cet  état  que  l'on  emploie  ce  fluide  dans  les 
machines  à  vapeur  :  le  rapport  de  la  quantité  de 
chaleur  produite  V  à  sa  tension  h,  sei*ait  donc  alors^ 
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toutes  choses  d'ailleurs  égales,  en  raison  inverse  de 
:i66',6j  +  0  ;  t>ar  conséquent ,  le  rapport  de  la  dé- 
pense de  chaleur  à  l'eflfort  exercé  sur  le  piston ,  qui 
a  h  pour  mesure,  diminuerait  quand  la  température 
deviendrait  plus  grande ,  et  ce  rapport  serait  le  moin- 
dre dans  les  machines  à  haute  pression.  Mais  l'écono- 
mie de  combustible  qui  en  résulterait  en  leur  fiiveur 
serait  loin  de  répondre  à  celle  que  TeipérienGe  pa- 
rait indiquer  ;  et  c'est  sans  doute  à  d'autres  circons- 
tances que  ces  machines  doivent  leur  avantage  re- 
Utif. 

64^2  •  Concevons  que  la  partie  du  cylindre  vertical 
ABCD  (fig.  53)  y  qui  est  comprise  entre  la  surfiaice  EF 
de  l'eau  et  la  base  GH  d'un  piston ,  soit  remplie  par 
de  la  vapeur  d'eau  au  maximum  de  densité ,  corres- 
pondant &  la  température  6  de  cette  vapeur,  de  l'eau 
inférieure,  du  cylindre  et  du  piston.  Dans  cet  état, 
supposons  que  la  force  élastique  de  la  vapeur  fasse 
équilibre  au  poids  du  piston ,  de  sorte  qu'en  appelant 
p  cette  force ,  P  ce  poids,  y  compris  la  pression  exté« 
rieure  que  le  piston  supporte ,  et  A  l'aire  de  sa  base 
horizontale,  on  ait 

p  =  ^p. 

Si  l'on  augmente  le  poids  P,  et  qu'il  devienne  P+II, 
le  piston  descendra,  et  l'espace  occupé  par  la  vapeur 
diminuera;  mais  comme  on  l'a  supposé  à  son  maxi- 
miun  de  densité,  une  partie  se  liquéfiera;  et  si  la  tem- 
pérature  6  est  invariable,  la  pression  p  le  sera  aussi.  A 
la  vérité ,  dans  le  premier  moment  de  la  compression, 
la  température  0  augmentera,  de  telle  sorte  que  la 
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liquéfaction  pourra  n'avoir  pas  lieu  d'abord ,  et  la 
pression  p  pourra  augmenter.  Mais  si  le  mouvement 
du  piston  n'est  pas  extrêmement  rapide ,  cette  aug«^ 
mentation  de  température  disparaîtra  avant  que  le 
déplacement  de  ce  mobile  soit  appréciable^  et  Ton 
devra  considérer  6  etp  comme  constantes  pendant  tout 
son  mouvement*  Il  faut  aussi  remarquer  que  la  con- 
densation du  fluide,  qui  le  réduit  en  eau,  et  qui  est 
produite  immédiatement  a  la  partie  supérieure  6H 
en  contact  avec  le  piston,  se  transmet  jusqu'en  EF, 
dans  un  temps  extrêmement  court ,  pendant  lequel 
le  déplacement  du  piston  est  insensible;  d'où  il  suit 
que  la  densité  du  fluide  est  sensiblement  la  même 
dans  toute  sa  bauteur,  pendant  la  chute  du  piston. 
Cela  étant  »  la  force  motrice  de  ce  corps  sera  cons* 
tante  et  égale  à  l'excès  de  P  *f-  FI  sur  Ap,  ou  à  n  ; 
abstraction  faite  du  frottement  contre  les  parois  du 
cylindre,  son  mouvement  sera  donc  uniformément 
accéléré  ;  et  si  Ton  &it  aussi  abstraction  du  mouve- 
ment communiqué  k  la  vapeur ,  c'est-À-dire ,  si  l'on 
néglige  sa  masse  par  rapport  à  celle  du  poids  II ,  la 
force  accélératrice  de  ce  mouvement  sera  la  pesanteur 
diminuée  dans  le  rapportde  n  &  P+n.  Par  consé- 
quent, si  Ton  appelle  /  la  hauteur  de  GH  au-dessus 
de  EF,  la  force  vive  produite  par  la  chute  totale  du 
piston  aura  3  II  /  pour  valeur. 

Le  piston  étant  d'abord  aiTèté  en  GH ,  supposons 
que  la  température  de  l'eau  inférieure  soit  subitement 
abaissée  et  devienne  8^,  moindre  que  0.  La  couche  de 
vapeur  en  contact  avec  EF  se  liquéfiera  par  le  froid  ; 
elle  sera  rem[daoée  par  une  autre  qtii  se  liquéfiera  de 
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même;  et,  si  la  masse  d'eau  est  assez  grande  pour 
que  ces  couches  successives  de  vapeur  ne  fassent  pas 
varier  sensiblement  sa  température ,  les  liquéfactions 
continueront  jusqu'à  ce  que  la  masse  entière  de  la 
vapeur  ait  la  force  élastique  p',  qui  répond  à  la  tem- 
pérature 6'  et  à  son  maximum  de  densité  relatif  à 
cette  température.  Cependant,  la  température  de  la 
colonne  de  vapeur  ne  sera  pas  la  xaéTae^  non  plus 
que  la  densité,  dans  toute  sa  hauteur;  et  ce  serait  un 
problème  curieux  que  de  déterminer  les  lois  de  sa 
température  et  de  sa  densité  d'après  les  températures  6 
et  â't  qui  ont  lieu  constamment  à  ses  deux  extrémités^ 
et  en  regardant  la  densité  de  chaque  couche  comme 
une  fonction  de  sa  température,  telle  que  la  force 
élastique  soit  constante  et  égale  à  p'.  Cette  constance 
de  la  pression  dans  toute  la  hauteur  de  la  colonne 
de  vapeur  est  évidemment  la  condition  d'équilibre 
de  ses  couches  successives  ;  et  quand  l'équilibre  s'est 
établi ,  il  est  également  évident  que  la  valeur  de  la 
pression  constante  ne  peut  pas  excéder  celle  qui  ré- 
pond à  la  plus  petite  des  deux  températures  0  et  0' , 
tandis  qu'elle  peut  être  moindre  que  la  force  élasti- 
que correspondante  à  la  plus  grande.  L'expérience 
montre,  au  reste ^  que  la  vapeur  parvient,  dans  un 
temps  extrêmement  court ,  à  l'état  d'équilibre  dont  il 
s'agit  ;  en  sorte  que  si  une  vapeur  d'eau ,  à  son  maxi- 
mum de  densité  et  de  pression ,  est  coi^tenue  dans  un 
espace  fermé  dont  les  parois  aient  partout  sa  propre 
température,  et  qu'on  vienne  à  abaisser  inégalement 
la  température  d'une  partie  de  ces  parois ,  une  pjtrtie 
de  la  vapeur  se  liquéfiera,  et  la  partie  restante  pren- 
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dra  dans  toute  son  étendue ,  avec  une  très  grande 
rapidité,  la  force  élastique  nuxxima  qui  répond  à  la 
moindre  température. 

Cela  poséj  lorsque  le  piston  ne  sera  plus  retenu^  il 
descendra ,  et  Ton  verra ,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  son  mouvement  sera  uniformément  accé- 
léré, sa  force  motrice  égale  à  P — A^  ou  K{p — />'), 
sa  force  accélératrice  égale  à  la  pesanteur  multipliée 

parle  rapport  - — ^,  et  enfin,  la  force  vive  pro- 
duite par  la  chute  totale,  égale  k  !xK{p  -^  p')L 
Quand  le  piston  est  parvenu  en  £F ,  si  Ton  élève  la 
température  de  Teau  inférieure,  et  que  ce  liquide 
produise  une  vapeur  dont  la  pression  constante  sur 
la  base  du  piston  soit  plus  grande,  que  le  poids  de  ce 
corps,  il    remontera  d'un    mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  et  la  force  vive  produite,  quand  il 
aura  parcouru  une  longueur  /',  sera  égale  au  dou-> 
ble  de  V multiplié  par  lexcès  de  cette  pression  sur  ce 
poids,  en  faisant  toujoufô  abstraction  du  frottement.. 
Cest  d'après  ces  considératioife  que  l'on  calcule  la 
force  vive  due  à  là  cbute  ou  à  l'ascension  du  piston 
dans  les  machines  à  vapeur  ;  laquelle  force  se  distri- 
bue ensuite  dans  le  système  auquel  la  machine  est 
appliquée,  et  s'y  trouve  en  partie  détruite  par  les 
frottemens,  et  en  partie  employée  à  produire  un  effet 
utile.  Le  calcul  serait  différent,  si  la  densité  de  la 
vapeur  contenue  dans  le  corps  de  pompe  n'était  pas 
au  maximum;  ce.qui  arrive,  en  effet,  pendant  ce  qu'on 
appelle  la  détente  de  la  vapeur,  c'est-à-dire ,  pendant 
qu'on  interrompt  la  communication  de  ce  fluide 
2 .  /^  2 
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avec  la  cbandière,  et  que  la  vapeur  se  dilate,  sans  qu'il 
s^en  ajoute  de  nouvelle  :  le  mouvement  du  piston  est 
alors  celui  que  nous  avons  considéré  dans  le  n?  358; 
et  daprès  ce  que  nous  avonsi  vu  dans  le  numéro 
suivant ,  la  force  vive  produite  pepdant  qu'il  parcourt 

une  longueur  quelconque ,  a  pour  valeur  2pv  log  ^, 

en  désignant  par  if  le  volume  primitif  du  fluide,  et 
par/'  et  p'  ses  forces  élastiques  au  commencement  et 
à  la  fin  du  mouvement. 

643.  Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  le^  forces 
élastiques  et  les  quantités  de  chaleur  des  mélanges  de 
plusieurs  gas,  comparées  à  celles  de  ces  fluides. 

Supposons  qu'on  ait  deux  gaz  difierens,  à  la  même 
température  6  et  sous  la  même  pression  p ,  dont 
les  volumes  soient  a  et  a^  Si  on  les  superpose  dans 
un  vase  fermé,  dont  la  capacité  soit  a-^a^  il  est 
évident  qu'ils  pourront  s'y  tenir  en  équilibre ,  puis* 
qu'ils  ont  la  même  température,  et  qu'ils  exerceront 
l'ui^  contre  l'autre  la  même  pression  ;  lyais  Texpé- 
rience  prouve  que  cM  équilibre  n'est  pas  stable  :  elle 
fait  voir  que  ces  deux  fluides  se  pénètrent  graduelle- 
ment jusqu'à  ce  qu'ils  soient  par£iitement  mêlés;  et 
elle  montre  aussi  que ,  dans  cette  opération ,  il  n'y 
a  aucune  variation  de  température ,  ni  aucune  perte 
ou  absorption  de  chaleur;  en  sorte  qu'après  un  cer- 
tain temps ,  différent  pour  les  différens  fluides ,  on  a 
un  mélange  homogène  dans  lequel  la  proportion  des 
deux  gaz  est  partout  la  même ,  et  dont  la  tempéra- 
ture et  la  force  élastique  sont  toujours  B  et  p.  De 
ces  faits,  constatés  par  l'observation,  on  peut  conclure 
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on  aatre  résultat  que  rexpérîence  vérifie  également. 
Si  Ton  a  deux  gaz  mêlés  ensemble  et  remplissant 
un  volume  i^,  a  la  température  6^  et  si  Ton  désigne 
-ptkTpetp'  les  pressions  rapportées  à  l'unité  de  surface, 
que  ces  deux  gaz  supportent  séparément  à  la  même 
température  et  sous  ce  volume  i^,  la  force  élastique 
du  mélange  sera  /?+/>'.  En  effet ,.  supposons  d'abord 
que  les  deux  gaz  soient  séparés,  et  qu'on  ait  p'  >>  p. 
Sî  l'on  dilate  le  gaz  soumis  h  la  pression  p',  sans 
changer  sa  température,  et  de  manière  que  sa  forces 
élastique  se  réduise  h  p,   son  volume  sera  alors 

^,  d'après  la  loi  de  Mariotte.  Supposons  ensuite 

qu^on  superpose  les  deux  gaz  dans  un  vase  fermé , 

dont  la  capacité  soit  if-\-^  ,.ou  -{p-^-  p')i  ces  gaz 

se  mêleront  sans  variation  de  température,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire  ;  et  il  en  résultera  un  mélange 
homogène  à  la  température  0  et  sous  la  pression  p. 
Or,  la  loi  de  Mariotte  s'appliquant  aux  mélanges  des 
gaz,  au&si  bien  qu'aux  gaz  simples,  si  l*on  comprime 
ce  mélange  sans  changement  de  température,  jusqu'à 


ce  que  son  volume  -  (/?  +/>')  soit  réduit  à  t^,  sa  force 

élastique  p  deviendra  p  +  p';  ce  qu'il  s'agissait  de 
démontrer.  Le  même  principe  aura  également  lieu 
ponr  trois  o\\  un  plus  grand  nombre  de  gaz,  et  pour 
un  mélange  de  gaz  et  de  vapeurs  :  la  pression  du 
mélange  sera  toujours  la  somme  des  pressions  que  ces 
fluides'  supporteraient  isolément,  à  la  même  tempé- 
rature et  sous  le  même  volume  que  le  mélange. 
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644*  Soient  actuellement  n  et  ii'  les  nombres  âa 

grammes  de  deux  gaz ,  mêlés  ensemble  et  remplissant 

un  volume  v,  à  la  température  61  et  sous  la  pression  /?; 

désignons  par  c  et  c'  les  chaleurs  spécifiques  d'un 

gramme  de  ces  gaz,  sous  une  pression  constante  et 

égale  a  p,  et  par  c"  la  chaleur  spécifique  d'un 

gramme  du  mélange  sous  la  même  pression;  on 

aura 

(n  +  n^)c'  z=z  ne  +  ne'.        (g) 

En  cfTet ,  je  suppose  que  les  deux  gaz ,  au  lieu 
dctre  parfaitement  mêlés,  ne  soient  que  superposés, 
de  sorte  qu'ils  occupent  des  portions  séparées  a  et  a' 
du  volume  i^;  d'après  ce  qu'on  a  dit  tout  à  l'heure , 
la  quantité  de  chaleur  sera  la  même  dans  les  deux  gaz 
séparés  et  dans  le  mélange  de  ces  deux  gaz  ;  et  cette 
égalité  de  chaleur  subsistera  encore,  si  l'on  augmente 
d'un  degré  la  température  6  des  deux  gaz  et  du 
mélange.  Or,  pour  cette  augmentation ,  il  faudra  com- 
muniquer, la  pression  p  restant  la  même,  une  quan- 
tité (n  +  n')  e''  de  chaleur  au  mélange ,  et  des  quan- 
tités ne  et  n'c'  aux  deux  gaz.  La  première  quantité 
devra  donc  être  égale  à  la  somme  des  deux  autres  ; 
ce  qui  donne  l'équatien  (g),  que  Ton  étendra  sans 
peine  à  un  nombre  quelconque  de  fluides  élastiques. 
Elle  donnera  la  chaleur  spécifique  d'un  r  mélange , 
loi^ue  celles  de  tous  les  gaz  ou  vapeurs  qui  le  com- 
posent, et  les  proportions  de  ces  fluides,  seront  con- 
nues; réciproquement,  ou  pourra  s'en  servir  pour 
déterminer  la  chaleur  spécifique  de  l'un  des  compo- 
sans*,  diaprés  celles  de  tous  les  autres  et  du  mélange  ; 
et  Ton  peut  remarquer  qu'elles  ne  supposent  pas  que 
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les  chaleurs  spécifiques  des  gaz  mélanges  soient  in- 
dépendantes de  leur  commune  température. 

Au  lieu  de  considérer  les  chaleurs  spécifiques  c  ^ 
e\  d\  des  gaz  et  du  mélange  sous  nue  pression 
constante^  on  aurait  pu  considérer,  de  la  même 
manière  j  leurs  chaleurs  spécifiques  à  volume  cons- 
tant ;  et  en  les  désignant  par  c^ ,  c/,  cj',  on  serait 
parvenu  à  une  équation  semblable  a  la  précédente  ^ 
savoir  : 

(n  +  n')cl*  =  nc^  -f-  n'c/-         (lo) 

Or  y  si  Ton  &it 

C  C      ^^       f  c     Il 

i  4  i 

on  tirera  des  équations  (9)  et  (10) 

équation  qui  fera  connaître  le  rapport  y  relatif  au 
mélange  ,  quand  les  quantités  semblables  y  et  y\  et 
les  valeurs  de  c^  et  c/,  seront  connues  pour  les  deux 
g^z  mélangés.  Soit  qu'on  prenne  y  ==  1^376  ou 
y  =  1,431  (n*  657)  pour  la  valeur  de  y  relative  à  l'air 
sec,  et  quelle  que  soit  la  valeur  inconnue  de  y  qui  ré- 
pond à  la  vapeur  d'eau,  la  valeur  de  >"  relative  à 
l'air  ordinaire  différera  peu  de  7,  à  cause  de  la  petite 
proportion  de  vapeur  que  cet  air  renferme. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n""  6^,  si  les  rap- 
ports y  et  y'  sont  indépendans  de  la  pression  p, 
mais  différens  pour  les  deux  gaz ,  les  quantités  c^ 
et  c'  seront  exprimées  par  des  puisbances  inégales 
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de  p;  d'où  il  résultera,  en  vertu  de  requatiou(ii), 
que  le  rapport  y"  relatif  au  mélange  ne  pourra  pas 
être  aussi  indépendant  de  la  pression.  L'hypothèse 
de  l'inyariabilité  du  rapport  de  la  chaleur  spécifique 
d'un  même  fluide  sous  une  pression  constante ,  à  sa 
chaleur  spécifique  sous  un  même  volume ,  et  les 
forYnuIes  que  nous  en  avons  déduites ,  ne  peuvent 
donc  convenir  en  même  temps  aux  gaz  simples , 
pour  lesquels  ce  rapport  n'est  pas  le  même,  et  à 
leurs  mélauges  en  proportion  quelconque;  et  si  ce 
rapport  a  paru  constant  dans  les  expériences  faites 
sur  Taîr  à  différentes  pressions  (  n?  65 j  ) ,  c'est  parce 
qu'il  est  sensiblement  le  même  pour  l'air  et  Toxi* 
gène,  et,  par  conséquent  aussi,  pour  l'oxigène  et 
l'azote  dont  l'air  est  composé. 
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645.  Les  équations  de  1  équilibre  des  Auides  que 
nous  avons  trouvées  dans  le  n^  582  y  sont  fondées  sur 
la  propriété  caractéristique  commune  aux  liquides 
et  aux  fluides  aériformes,  de  transmettre  également 
en  tous  sens  les  pressions  appliquées  k  leur  surface  ^ 
et  d'exercer  autour  de  chaque  point  de  leur  masse , 
en  vertu  de  l'action  moléculaire  »  des  pressions  égales 
suivant  toutes  les  directions.  Cette  propriété^  comme 
nous  Tavons  dit  précédemment  (n®  ^76)^  tient  à  ce 
que  les  molécules  d'un  fluide  qu'on  a  comprimé  ou 
dilaté  reviennent  très  promptement  à  une  disposition 
semblable  à  celle  qui  avait  lieu  primitivement  au- 
tour d'un  point  quelconque ,  de  telle  sorte  qu'après 
sa  compression  ou  sa  dilatation^  un  fluide  est  un 
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système  de  points  matériels  semblable  à  ce  qu'il  était 
auparavant^  et  seulement  construit  sur  une  plus  pe- 
tite ou  une  glus  grande  échelle.  Le  temps  de  ce  re- 
tour  à  un  état  semblable  n  influe  pas  sur  les  lois  de 
l'équilibre  ^  que  l'on  n'observe  jamais  qu'après  qu'il 
est  écoulé  ;  mais ,  quelque  petit  qu'il  soit ,  on  com- 
prend qu'il  peut  influer  sur  les  lois  de  leur  monve- 
ment,  surtout  dans  lé  cas  où  les  vibrations  des  molé- 
cules fluides  s'exécutent  avec  une  grande  rapidité;  de 
manière  que  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous 
sens  peut  convenir  à  l'Hydrostatique  i  et  n'être  pas 
toujours  applicable  à  V Hydrodynamique,  c'est-à-dire^ 
à  la  partie  de  la  Mécanique  qui  traite  du  mouvement 
des  fluides. 

Une  difl^érence  analogue  entre  l'état  d'équilibre  et 
l'état  de  mouvement,  a  déjà  été  remarquée  par  La- 
place ,  relativement  à  la  loi  de  Mariotte.  Cette  loi 
exige  que  la  température  du  fluide  soit  redevenue  la 
méme^  après  la  compression,  qu'elle  était  aupara- 
vant; et  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous 
sens  suppose ,  de  même ,  que  les  molécules  du  fluide 
ont  eu  le  temps  de  revenir  à  une  disposition  respec- 
tive semblable  à  leur  disposition  première.  Elle  n  a 
plus  lieu ,  ou  doit  être  modifiée,  dans  les  vibrations 
très  rapides  des  gaz,  oii  la  température  primitîye 
n'a  pas  le  temps  de  se  rétablir;  et,  de  même,  le 
principe  de  l'égalité  de  pi^ssion  en  tous  sens  n'est  pas 
rigoureusement  et  toujours  applicable  aux  mouve- 
mens  des  liquides  et  des  fluides  aériformes.  On  a  re- 
connu dans  la  vitesse  de  propagation  du  son,  l'in- 
fluence  de  celte  modification  de  la  loi  de  Mariolte; 
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et  îl  y  a  sans  doute  aussi  des  phénomènes  du  mouve- 
ment des  fluides,  en  général^  qui  dépendent  de  ]a  non- 
égalité  parfaite  de  pression  en  tous  sens,  résultant  de  la 
cause  que  nous  indiquons.  Cette  circonstance  intro- 
duit dans  les  équations  générales  du  mouvement  des 
fluideSydes  termes  qui  ne  peuvent  se  déduire  de  lenrs 
équations  d'équilibre;  j'y  ai  en  égard  dans  le  Mé* 
moire  déjà  cité  (n®'576),  et  je  me  propose  de  reve- 
nir, par  la  suite,  sur  cette  importante  considération. 
Mais  dans  ce  Traité,  je  supposerai,  suivant  la  mé- 
thode, qu'on  suit  ordinairement ,  la  propriété  de  l'é- 
galité de  pression  en  tous  sens,  commune  à  l'état 
d'équilibre  et  à  Tétat  de  mouvement;  et,  dans  cette 
hypothèse,  les  équations  de  l'Hydrostatique,  fondées 
sur  cette  propriété,  s'étendront  immédiatement  à 
THydrodynamique,  au  moyen  du  principe  de  D'Âlem- 
bert,  qui  est  applicable  a  tous  les  systèmes  de  points 
matériels. 

646.  Considérons  de  nouveau  la  masse  fluide 
ABCD  (fig.  36),  dont  nous  avons  déterminé  les 
équations  d'équilibre  ;  supposons  maintenant  qu'elle 
soit  en  mouvement,  et  que  toutes  les  notations  du 
n®  58 1  répondent  à  la  fin  du  temps  quelconque  t  ^ 
compté  depuis  l'origine  de  ce  mouvement.  Ainsi,  la 
masse  fluide  est  homogène  ou  hétérogène,  liquide 
ou  acriforme;  x^jr^z^  sont,  au  bout  du  temps  ty 
les  coordonnées  d'un  élément  quelconque  dm  de 
cette  masse  ;  p  représente  la  densité  du  fluide  qui  a 
lieu  en  ce  point  et  à  cet  instant  ;  «t  X^m,  Xdm^  Zdm, 
sont  lès  composantes  parallèles  aux  axes  des  a:,j^,z, 
de  la  force  motrice  de  dm  à  ce  même  instant.  I^es 
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*  quantités  X,  Y,  Z,  seront  des  fonctions  données 
Âqx  f  jr  ^  z  y  quand  elles  proviendront  d'attractions 
ou  «de  répulsions  qui  émaiiipt  de  centres  fixes;  ces 
fonctions  données  renfermeront  le  temps  explicite- 
ment, quand  les  centres  des  forces  seront  en  mou- 
vement. Lorsque  ces  points  seront  ceux  du  fluide  ^ 
X|  Y,  Z ,  seront  des  fonctions  de  9  f  ff  z^  t,  dé- 
pendantes de  sa  figure  à  chaque  instant,  et  de  la 
loi  des  densités  dans  son  intérieur. 

Les  coordonnées  x^jrp  z,  varieront  avec  le  temps; 
elle  varieront  aussi  d'un  point  k  un  autre  du  fluide  ; 
et  si  Ton  désigne  par  x\y  ^  z' ,  leurs  valeurs  initia- 
les y  cVst-à-dire,  les  coordonnées  du  point  de  l'espace 
qu'occupait  l'élément  dm  à  l'origine  du  mouvement» 
les  coordonnées  a:,  j^,  z^  de  ce  même  élément  au 
bout  du  temps  t  y  seront  des  fonctions  inconnues  de 
x\  y  y  z' y  ti  la  solution  cotnplète  du  problème 
consisterait  à  déterminer  ces  trois  fonctions  de  quatre 
variables  indépendantes. 

Si  l'on  appelle  1/  ^  i^ ,  yv  »  les  composantes  parai* 
lèles  aux  axes  Qx^  Oj^,  Oz,  de  la  vitesse  dont  Télé- 
ment  dm  est  animé  au  bout  du  temps  ^ ,  on  aura 

dx  dr  dz  /  X 

«  =  57»    "=*'    «'  =  li'         (') 

on  pourra  regarder  u,  {f,  w,  comme  des  fonctions 
inconnues  y  soit  de  ^ ,  x',  f^  z',  soit  de  t  ^  x  ^  jj  z\ 
c'est  sous  ce  second  point  de  vue  que  noas  considé- 
rerons ces  trois  quantités;  et  alors^  pour  avoir  leurs 
accroissemens  dans  l'instant  dt ,  il  faudra  les  différen- 
tier  par  rapport  kt  et  par  rapport  aux  coordonnées 
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^  t  jT»  "^^  ^^9  ^î  ^'^^  désigne  par  q  une  fonction  quel- 
con<[ae  de  f ,  y,  jr^  z^  et  par  q'dt  sa  diffimotî^e 
prise  par  rapport  à  ^  et  aux  variables  œ^  y^Zp  con« 
sidérées  comme  des  fonctions  de  ^  ^  on  aura ,  par  la 
règle  connue  de  la  différentiation  des  fonctions  de 
fonctions, 

ï  dt'^  dx    di  "^  dj  di  ^  di  di^ 

OU  bien  y  en  ayant  égard  aux  équations  (i), 

En  désignant  les  accroissemens  de  u,  v,  w,  par 
u'dt,  i/dt,  w'dty  nous  aurons  donc 


•            du 
"^    =    dt 

.           du 

,          du      .         du 

1             à^ 
dl 

_1_     <'" 

dv      ,          dv 

,          dw 

,      dw 

+  "rfx 

-          dw     ,         dw 

et  y  de  cette  manière,  les  composantes  de  la  vitesse 
d'un  même  élément  dm  y  dans  les  deux  positions 
qu'il  occupe  successivement,  seront  u^  s^^  u^,  et 
U'^i/dt,  v-\'s/dtp  w  +  w'dt. 

Quant  à  la  densité  f,  ce  sera  une  constante  donnée, 
si  le  fluide  est  homogène  et  considéré  comme  in- 
compressible ;  s'il  s'agit  d'un  liquide  hétérogène ,  la 
densité  p,  qui  répond  à  un  élément  déterminé  dm, 
sera  une  fonction  donnée  de  ses  trois  coordonnées 
initiales  x%  y ,  xf}  enfin,  si  le  fluide  est  compressi- 
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ble  y' cette  densité  p  sera  une  fonction  inconnue  de  tj 
sf  y  y  y  z\  dont  la  valeur  initiale  sera  seulement 
donnée.  Excepté  le  cas  où  p  est  une  constante ,  cette 
densité^  rapportée  à  la  position  de  dm  au  bout  dit 
temps  ty  devra  toujours  être  consîdéi'ée  comme  une 
fonction  inconnue  de  x^y^z,  t.  Si  l'on  désigne  alors 
par  f'dtf  son  accroissement  pendant  l'instant  dt,  on 
aura ,  d'après  la  formule  (2)  ^ 

f    —  5j  -h  2^  ^^  -^  ^  ^^  -+-  w  ^^, 

et  dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible ,  homogène 
ou  hétérogène ,  cette  valeur  de  f'  devra  se  réduire  à 
zéro. 

647.  Les  composantes  de  la  force  perdue  par  l'é- 
lément dm  pendant  l'instant  dt ,  seront 

{X—ii')dm,     (Y  —  i^')dm,     (Z  — tv')^»; 

en  substituant  donc  X  —  w',  Y  —  t^',  Z  —  w\  h  la 
place  de  Xy  Y,  Zy  dans  les  équations  (a)  du  n""  583^ 
il  en  résultera  ces  trois  équations  de  son  mouvement  : 

P  étant  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface , 
qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t ,  au  point  qui  répond 
aux  coordonnées  x,  jr^  z,  et  qu'on  suppose  la  même 
suivant  toutes  les  directions. 

Si  ce  point  appartient  à  une  paroi  fixe,  p  exprimera 
la  pression  normale  que  cette  surface  aura  a  sup- 
porter^ et  qui  devra  être  détruite  par  sa  rëfiistânce» 
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SI  ce  point  appartient  à  la  surface  libre  cVun  liquide, 
il  faudra  qu'on  ait  /^^so,  ou  plus  génëralemeaty 
dp  =  o;  en  sorte  que  Tëquation  différentielle  de  la 
surface  libre  du  liquide  en  mouvement^  sera 

(\  —  u')da:+{Y  —  v')(fy  +  (Z  —  W)dzz=zo. 

m 

D  après  la  remarque  du  n®  585,  il  faudra  que  la 
valeur  de  p,  quand  on  l'aura  déterminée,  soit  cons- 
tamment positive  dans  l'intérieur  de  /ce  liquide,  si 
Ton  veut  que  sa  masse  ne  se  divise  pas  pendant  le 
mouvement  :  quand  elle  sera  négative  en  un  point 
d'une  paroi,  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour 
un  liquide,  cette  surface  cessera  d'être  pressée  do 
dehors  en  dedans ,  et  le  liquide  s'en  détachera. 

Au  moyen  des  valeurs  deu\  i^\  w\  les  équations 
précédentes  deviennent 

.    I    dp  ^_^  ^  du  du  du  du 

f  dx^"^  dt  dx  djr  dz  ' 

f  dj-  dt  dx  djr  dz  ^   (  ^   ^ 

I    dp rj        dw  dw  dw  d\v 

p    dz  dt  dx  djr  dz* 

Comme  la  quantité/?  qu'elle  renferme  est,  ainsi  que 
chacune  des  vitesses  Uf  9,  w,  une  fonction  inconnue 
de  oCfjr,  2,  ^,'ily  faudra  joindre  une  quatrième 
équation,  lorsque  la  quantité  p  sera  une  constante 
donnée^  et  deux  autres  équations,  dans  le  cas  général 
où  cette  quantité  est  aussi  une  fonction  inconnue  de 
jCfjfZf  t.  Ces  équations  s'obtiendront  de  la  manière 
suivante. 

648.  Chacun  des  élémens  dm  de  la  masse  fluide 


^ 
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changera  de  forme  pendant  Hnstant  ^,  et  il  cliaii* 
géra  même  de  volnme,  si  le  fluide  est  compressible  : 
mais  comme  sa  masse  devra  toujours  rester  la  mémey 
il  s  ensuit  que  le  produit  de  son  volume  au  bout  du 
temps  t+dt, etde  sa dysité  f  +  f'dt  qui  répond aa 
même  instant,  devra  être  le  même  qu'au  bout  da 
temps  t  ;  par  conséquent ,  la  variation  de  ce  produit 
dans  Tinstant  dt  sera  égale  à  zéro  ;  ce  qui  foumin 
une  nouvelle  équation  générale  du  mouvement . 

Four  la  former ,  considérons  le  parallélépipède 
rectangle  dont  le  volume  était  dxdjrdz,  à  la  fin  do 
temps  t  f  et  cherchons  la  forme  que  prendra  cet  âé^ 
ment  du  fluide  à  la  fin  du  temps  t-4-^*  Soit  M(fig.  54) 
le  sommet  de  ce  parallélépipède  qui  répond  aux 
coordonnées  a:,jr,  z;  soient  aussi  MA,  MB,  MC,  les 
trois  côtés  adjacens  à  ce  sommet  et  respectivement 
parallèles  aux  axes  Ox,  Ojr,  Oz;  en  sorte  qu'on  ait 

MA  :=zda:,     MB  =  dj,    MC  =  dz; 

supposons  que  D,E,  F,  6,  sont  les  quatre  autres 
sommets ,  et  que  pendant  Tinstant  dt,  les  huit  points 
M,  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  soient  transportés  en  M', 
A',  B',  C,  D%  F,  F,  G'î  je  db  que  le  poljèdie 
dont  ces  derniers  points  sont  les  sommets ,  sera  un 
parallélépipède  obliquangle ;-  et  pour  le  prouver,  je 
vais  déterminer  et  comparer  entre  elles  les  longneuis 
de  ses  douze  côtés  M'A' ,  M'fi' ,  etc. 

Les  coordonnées  a:,jr,z,dvL  point  M  deviennent 

X  +  udt,    j  -f-  vdt,    z  +  wdt, 
au  bout  de  Tinstant  dt  ;  ces  quantités  sont  donc  les 
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coordonnées  do  point  M';  on  en  déduira  eelles  de 
tout  autre  commet,  en  y  remplaçant  x ^y^  z,  par 
les  coordomiées  primitives  de  ce  sommet  j  ainsi ,  Ton 
aui*a  les  coordonnées  de  C\  en  y  conservant  or  et^^ 
et  mettant  z-^dzkhi  place  de  z,  parce  que  x,jr,  z^dz 
sont  les  coordonnées  de  Cl  De  cette  manière,  les 
coordonnées  de  Q! ,  seront 

*+   udt  +  ^^dt, 

jr  -|-    ifdt  H — 27  dzdtf 

z  'j'  dz  -^  wdt  +  -^  dz  dt; 
et  y  en  les  comparant  à  celles  de  M^,  ou  en  conclura 

M'c = v/Q*  **■ + Q'  *■"• + ("^ + ^•^  ■*)'; 

en  extrayant  la  racine  carrée  et  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  troisième  ordre,  on  aura  donc 

WC  =  dz  +^dzdt. 

Les  coordonnées  de  D^  se  déduiront  de  celles  de 
M',  et  les  coordonnées  de  G'^^  de  celles  de  Q!y  en  y 
mettant  x-^-dx  eljr  +  c?^  à  la  place  de  jc  et ^;  par 
conséquent ,  la  longueur  du  côté  D'6'  se  déduira  de 
même  de  celle  du  côté  M'C;  ce  qui  donne 

D'G'=rf2  +  ^rfzrft+^dtr^z^/  +  0^rfr^z.rf^; 
donc^'  en  négligeant  les  deux  derniers  termes,  qui 
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sont  du  troisième  ordre ,  la  valeur  de  D'G'  sera  la 
même  que  celle  de  M!C  On  trouvera  de  la  même 
manière,  que  les  côtés  A'£^  et  B'P  sont  égiiux  au  côté 
M!C\  aux  quantités  près  du  troisième  ordre;  en  sorte 
que  Ton  aura 

MV  =  A'E'  =  BT  =  D'G'. 

Si  Ton  change  z  enjr,  et  w  en  v,  dans  la  valeur  de 
M!C ,  elle  deviendra  celle  de  M'B',  savoir  : 

en  changeant  de  môme  z  en  a:  et  u^  en  i^ ,  on  aura  la 
valeur  de  M'A",  qui  sera 

M'A'  —  dx  +  %dxdt; 

et  l'on  trouvera  aussi 

M'B'  =  A'D'  =  CT'  =  E'G', 
M'A'  =  B'D'  =  C'F  ==  F'G'. 

Nous  voyons  donc  que  les  côtés  égaux  entre  eux 
dans  le  parallélépipède  primitif,  sont  encore  restés 
égaux  après  son  changement  de  forme  :  le  parallélisme 
de  ses  côtés  est  une  conséquence  de  leur  égalité;  par 
conséquent,  l'élément  de  volume  que  nous  considé- 
rons conserve ,  à  la  fin  de  dt ,  la  forme  d'un  parallé- 
lépipède, mais  qui  n'est  pas  rectangle,  comme  au 
commencement  de  cet  instant. 

On  aura  le  volume  de  ce  parallélépipède  obliquan- 
gle,  en  multipliant  l'une  de  ses  faces,  par  exemple, 
la  face  M'A'D'B',  par  la  perpendiculaire  CT'  abais- 


HYDRODYNAMIQUE.  673 

sée  du  point  C  sur  cette  faice;  Taire  du  parallélo- 
gramine  M'A'D'B'  est  égale  au  produit  de  ses  4eu3( 
côtés  M'A'  et  M'B"  ^  multiplié  par  le  sious  de  l'angle 
AIVI'B';  et  la  perpeadiculaire  CT'  se  déduit  du  c6të 
Cnâ%  en  le  multipliant  par  sinCMT';  par  conséquent, 
le  volume  du  nouveau  parallélépipède  aura  pour 
valeur 

M'A'  .  M'B' .  M'C .  sin  A'M'B' .  sin  C'MT'. 

Or ,  les  angles  A'M'B'  et  CM'P'  étaient  droits  dans  le 
parallélépipède  primitif;  chacun  d'eux  ne  peut  donc 
maintenant  différer  d'un  angle  droit,  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite;  le  sinus  de  chacun  de  ces 
angles  ne  différera. donc  de  l'unité,  que  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre;  par  conséquent ,  si  l'on 
néglige  les  infiniment  petits  du  cinquième  ordre,  il 
faudra  faire  sin  A'M'B'=;  i  et  sin  CMT'œ:  i ,  dans 
le  produit  précédent  ;  ce  qui  le  induit  à 

M'A'  .M'B'.MC 

Donc,  en  mettant  pour  chacun  des  facteurs  sa 
valeur  précédente,  effectuant  la  multiplication,  et 
négligeant  toujours  Ic^  infiniment  petits  du  cin- 
quième ordre,  ce  produit  sera 

Tel  est  donc,  à  la  fin  du  temps  t-+*dt,le  volume 

de  l'élément  qui  était  dxdjdzy  à  la  fin  du  temps  /• 

En  même  temps ,  la  densité  p  est  devenue  p  -^-  p'dt  ; 

lu  multipliant  donc  ce  volume  parpH^pV^,  et  re-, 

2.  43 
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tranchant  du  produit  la  masse  primitive  pdxdjrdzf 
on  aura  la  variation  de  cette  masse  pendant  rinstant 
dt;  et  cette  variation  devant  être  nulle ,  il  en  résul- 
tera l'équation 

,    ,        /du    .    dv    .    dw\ 

p+Ks  +  ^  +  -â)=o* 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  cinquième 
ordre  ;  et  supprimant  ensuite  le  facteur  dtdxdjda^ 
commun  à  tous  les  termes.  Par  conséquent,  d'après 
Ja  valeur  de  p'  du  numéro  précédent ,  la  quatrième 
équation  du  mouvement  qu'il  s'agissait  de  former  ; 
sera 

64g»  Cette  équation  appartiendra  aux  liquides  et 
aux  fluides  aériformes;  mais  la  quantité  ff  étant 
nulle,  dans  le  cas  des  liquides  regardés  comme  in- 
compressibles y  cette  équation  se  partagera  en  deux 
autres ,  savoir  : 

du    .     di^    ,    d%f^  i        W 

5;  +  ^  +  -5r=^- 

En  les  joignant  aux  trois  équations  (3),  on  aura  un 
nombre  d'équations  égal  à  celui  des  cinq  inconnues 
p,  PfU,  if,w,  qu'elles  doivent  servir  à  déterminer 
en  fonctions  de  x^j,  z,  t.  Quand  le  liquide  est  ho- 
mogène ^  la  densité  p  est  une  constante  donnée;  ce 
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qui  réduit  les  inconnues  à  quatre ,  et  fait  en  même 
temps  disparaître  la  première  équation  (5). 

Relativement  aux  fluides  élastiques ,  on  nV:  aussi 
que  quatre  équations^  savoir^  les  équations  (3)  et  (4); 
mais  alors  la  densité  est  liée  à  la  pression  ;  ce  qui 
réduit  à  une  seule  les  deux  inconnues  p  et  p.  Si  l'on 
suppose  que  la  température  soit  là  même  darns  toute 
la  masse  du  fluide  à  l'état  de  repos,  les  dilatations 
ou  compressions  des  élémens  de  ce  fluide,  qui  auront 
lieu  pendant  son  mouvement,  feront  varier  cette 
température ,  et  la  pression  p  ne  sera  plus  propor- 
tionnelle à  la  densité  p,  dans  Tétat  de  mouvement^ 
comme  elle  l'est  dans  l'état  d'équilibre.  On  verra, 
dans  la  suite,  comment  on  peut  avoir  égard  a  cette  ci]> 
constance,  dans  le  cas  d'un  mouvement  très  rapide.- 
Maintenant  je  supposerai  qu'il  s'agisse  d'un  mouve- 
ment assez  lent  pour  qu'elle  n'ait  aucune  influence 
sensible  ;  en  sorte  que  l'expression  de  p  en  fonction 
de  p,  soit  celle  qui  convient  à  l'état  d'équilibre, 
savoir  (n*  624) , 

•     p  =  kf{i  +  afl);  (6) 

6  désignant  la  températur%commune  à  tous  les  points 
du  fluide ,  €t  le  coefficient  0,00575  de  la  dilatation 
des  gaz,  et  k  une  constante  relative  à  la  matière  du 
fluide  que  Ton  considère* 

Lorsque  les  valeurs  de  p,  p,  u,  {f,  w,  auront  été 
déterminées,  soit  au  moyen  des  cinq  équations  (3) 
et  (5),  soit  d'après  les  cinq  équations  (5),  (4),  (6), 
on  en  déduira  les  valeurs  de  x,^,  z,  en  fonctions  de 
t,  et  de  leurs  valeurs  initiales  jc\  7',  z',  au  moyen  des 

43.. 
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écpiaiions  (i).  Les  intégrales  de  toutes  ces.  équations 
aux  différences  partielles  renfermeront  des  fonclionB 
arbitraires,  qui  resteront  encore  à  déterminer,  da« 
près  l'état  initial  du  fluide ,  et  au  moyen  de  certaines 
conditions  relatives  a  sa  sur&ce  dont  il  sera  question 
plus  bas* 

65o^  Quand  la  température  n'est  pas  la  même  dans 
toute  la  masse  fluide  à  l'origine  du  mouvement,  elle 
varie  ensuite  d'un  point  k  un  autre,  et,  pour  un  même 
point,  d'un  instant  à  l'autre;  en  sorte,  que  si  l'on 
désigne ,  au  bout  du  temps  t,  par  0,  la  température 
qui  répond  aux  points  dont  x,jr,  z,  sont  les  coor* 
donoées,  cette  quantité  6  est  une  fonction  inconnue 
de  t,  ocjff  z,  et  pour  la  déterminer  il  faut  joindre 
une  nouvelle  équation  aux  précédentes.  Cette  équa* 
tion  sera  différente  dans  les  deux  cas  d'un  liquide  et 
d'un  Auide  aériforme,  que  nous  Sillons  successive- 
ment considérer. 

1^.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  liquide  homogène, 
tel  que  l'eau,  pour  fixer  les  idées.  La  température  fl 
variant  d'un  point  à  un  autre,  la  deqsité  f  variera 
de  même,  et  sera  une  fonction  déterminée  de  0,quc 
je  représenterai  par  f^  (^. .  La  quantité  f  né  sera 
plus  nuUey  et  l'équation  (4)  ne  se  décomposera  plus 
dans  les  deux  équations  (5).  La  chaleur  spécifique 
du  liquide  et  la  mesure  de  sa  conductibilité  seront 
^psd  des  fonctions  déterminées  de  8;  mais  si  Fou 
suppose  que  la  communication  de  la  chaleur  dans 

!■  I.ll  !■■.-.  ■  ^  ,,  ,,  ^.         — — ^M.    III,.  .         , 

(*)  Pour  la  forme  de  cette  fonction,  voyez  le  Traité  de Phy^ 
sique  de  M.  Biot ,  tome  I'%  chapitre  XI. 
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rintérieur  de  Feau,  ait  lieu  comme  dans  un  corps 
solide  f  par  an  rayonnement  à  distance  insensible  f 
rëqiMition  relative  an  mouvement  de  la  chaleur  dans 
un  OMrps  hétérogène,  qne  j'ai  trouvée  autrefois , 
s'appliquera  à  la  masse  d'eau  que  nous  considér^ms  ; 
car  elle  fait  connaître  l'accroissement  instantané  de 
température  qui  a  lieu  en  un  point  quelconque  d'un 
corps,  dans  lequel  la  chaleur  spécifique  et  la  conduc-- 
tibilité  varient  arbitrairement  d'un  point  à  un  autrej 
et  d'après  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  elle  ne 
dépend  pas  du  mouvement  du  point  matériel  que 
Ion  considère,  non  plus  que  du  mouvement  des 
points  circon voisins.  Ainsi,  en  appelant  ^'dt  raccrois* 
sèment  de  â  pendant  l'instant  dt ,  on  aura  (^ j 

d^h-j^         d.h-y^         d,h-~ 
o  dv     ^     dy     ^^      dz     '  ^/^ 

équation  dans  laquelle  on  fera,  d'après  la  formule  (2)^ 

0/         d^     t         dB    ,        dd     .  dd 

et  où  g  et  A  sont  des  fonctions  de  d,  qui  représentent 
la  chaleur  spécifique  rapportée  h  l'unité  de  masse,  et 
la  mesure  de  la  conductibilité.  Chacune  de  ces  fonc- 
tions est  censée  connue,  ainsi  que  yS,  de  manière 
que  les  équations  (5),  (4)i  (7)1  seront  en  nombre 
égal  à  celui  des  inconnues  0,/?,  u,  i^,  w,  qu'elles 
renferment.  Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène ,  les 


(*)  Journal  de  VÉcok  Polytechnique,  icf  cahier,  page  87. 
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trois  quantités  p,  gf  h,  relatives  an  point  de  sa  niasse 
dont  les  coordonnées  sont  x,  jr,  z,  dépendraient  de 
la  température  0  et  de  la  matière  du  fluide  en  ce 
point,  et  seraient,  par  conséquent,  des  fonctions' 
données  de  8  et  des  coordonnées  initiales  x'fjr' ,  sf , 
de  ce  même  point. 

2^.  Si  le  fluide  que  Ton  considère  est  une  masse 
d'air  ou  dW  gaz  quelconque,  dont  la  température 
6  varie  d'un  point  à  une  autre ,  et  que  dans  l'état  da 
mouvement ,  la  pression  soit  toujours  supposée  pro-^ 
portionnelie  à  la  densité,  comme  dans  le  n*  précé- 
dent, l'équation  (6)  aura  toujours  lieu;  mais  l'équa- 
tion (7)  ne  subsistera  plus  ;  car  elle  est  fondée  sur 
l'hypothèse  que  la  communication  de  k  chaleur  dans 
l'intérieur  du  corps  se  fait  par  un  rayonnement  à 
distance  insensible;  et,  au  contraire,  la  chaleur 
rayonnante  traverse  les  fluides  aériformes,  dans  de 
très  grandes  épaisseurs;  en  sorte  qu'il  y  a  échange  de 
chaleur  entre  des  molécules  très  éloignées  l'une  de 
l'autre.  Cette  équation  devra  donc  être  remplacée  par 
une  autre,  que  l'on  joindra  aux  équations  (5),  (4), 
(6) ,  afin  d'en  avoir  un  nombre  égal  à  celui  des  in- 
connues p ,  p^  ^^  u,  Vf  w.  Dans  le  problème  des 
vents  alises,  par  exemple,  qui  sont  produits  par  les 
différences  de  température  des  couches  atmosphéri- 
ques, on  formera  cette .  sixième  équation  de  la  ma- 
nière suivante,  qu'il  nous  suffira  maintenant  d'indi- 
quer. 

La  quantité  de  chaleur  reçue  pendant  l'instant  dt, 
par  l'élément  quelconque  dm  de  la  masse  fluide ,  et 
qu'on.peut  supposer  proportionnelle  à  dmdt.  se  com- 
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pose  de  la  chaleur  solaire  absorbée  par  dm  pendant 
cet  instant  dt,  à  laquelle  il  faut  d'abord  ajouter  lâcha-* 
leur  rayonnante  que  cet  élément  reçoit,  dans  ce  même 
instant ,  d'une  partie  de  la  surface  de  la  terre  et  4e  la 
partie  de  l'atmosphère  dont  la  communication  avec 
dm  n'est  point  interrompue  par  cette  sur&ce ,  et ,  en 
outre,  la  portion  de  chaleur  qui  peut  être  communi- 
quée à  dm  par  les  élémens  drconvoisins ,  comme 
dans  les  corps  solides.  En  retranchant  de  cette  somme 
la  quantité  de  chaleur  émise  au  dehors  par  l'élément 
dm,  pendant  l'instant  dt,  soit  par  communication, 
soit  par  rayonnement  à  grande  distance,  on  aura 
l'augmentation  instantanée  de  la  chaleur  de  dm,  que 
l'on  peut  représenter  par  àdmdt;  A  étant  un  coeffi- 
cient dont  je  me  borne  à  indiquer  l'origine.  D'un 
autre  côté,  cette  augmentation  de  chaleur  est  égale 
à  g^'dtdm,  en  désignant  toujours  par  g  et  ^'dt^  la 
chaleur  spécifique  rapportée  à  l'unité  de  masse ,  et 
l'accroissement  instantané  de  température  ;  on  aura 
donc  ^dmdt  =:  g^'dmdt,  ou  Â  =  g^',  pour  l'équation 
demandée,  qu'on  devra  substituer  à  l'équation  (7). 

65 1.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  y  a  une  remarque 
importante  à  faire  relativement  à  l'équation  (4). 

D'après  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  elle 
exprime  que  la  masse  de  l'élément  différentiel  dm  du 
fluide  ne  varie  pas  pendant  l'instant  dt;  mais  c'est 
pour  abréger  que  l'on  a  considéré  le  volume  de  cette 
partie  du  fluide  comme  infiniment  petit;  et  si  l'on 
divise  le  volume  total  en  parties  de  grandeur  finie, 
mais  insensible ,  dont  chacune  renferme  néanmoins 
un  nombre  extrêmement  grand  de  molécules  ;  Té-? 
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quation  (4)  exprime  réellement  que  chacune  de  ces 
parties  renferme  toujours  les  mêmes  molécules,  et 
qoe^  par  conséquent ,  sa  masse  est  invariable.  Cest 
pour  cela  qu'elle  est  désignée  sous  la  dénomination 
d'équation  de  la  continuité  duftuide.  Or ,  il  existe  des 
mouvemens  dans  lesquels  cette  continuité  n'a  pas  lieu, 
et  où  l'on  ne  doit  plus  faire  usage  de  l'équation  qui 
s'y  npporte. 

Supposons,  parexemple,  que  de  l'eau  soit  contenue 
dans  un  cylindre  vertical ,  ouvert  à  sa  partie  supé- 
rieure. Si  l'on  échauffe  le  liquide  par  en  haut,  la 
température  seracroissante,  et  la  densité  décroissante, 
en  allant  du  fond  à  la  surface  ;  la  niasse  fluide  s'al  - 
longera ,  les  couches  horizontales  se  remplaceront 
successivement ,  et  l'équation  de  la  continuité  s'appli- 
quera à  ce  mouven^ent.  Mais  si,  le  liquide  est  échauffé 
par  en  bas,  la  densité  sera  croissante,  et  la  tempé- 
rature décroissante  de  bas  en  haut:  à  la  rigueur,  les 
eouches  horizontales  pourront  encore  se  remplacer 
successivement;  mais  un  pareil  mouvement  ne  serait 
pas  stable  ;  et  l'observation  montre  que  les  molécules 
d'eau  s'élèvent  du  fond  vers  la  surface ,  en  traversant 
les  couches  supérieures.  Toutes  les  parties  très  petites 
du  liquide  ne  sont  pas  constamment  formées  des 
mêmes  molécules;  l'équation  (4)  n'a  donc  pas  lieu 
dans  cegenre  de  mouvement;  et  il  est  même  douteux 
que  les  équations  (3),  fondées  sur  le  principe  de 
l'égalité  de  pression  en  tous  sens ,  puissent  s'y  appli- 
quer; en  sorte  que,  dans  l'état  actuel  de  la  science, 
nous  n'avons  aucun  moyen  de  déterminer  le  mou- 
vement d'un  liquide  dont   les  conches  se  traversent 
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mutuellement^  les  unes  en  montant ,  les  autres  en 
descendant.  La  même  remarque  s'applique  aux: 
mouvemens  verticaux  qui  peuvent  exister  dans 
chaque  colonne  atmosphérique,  dont  les  couches  in* 
férieures ,  échauffées  par  le  contact  avec  la  terre ,  et 
devenues  plus  légères,  s'élèvent  en  traversant  les 
couches  supérieures.  La  détermination  de  ces  mou ve« 
mens,  d'un  genre  différent  de  ceux  qu'on  a  considérés 
jusqu'à  présent,  et  leur  influence  sur  les  variations 
diurnes  du  baromètre,  sontdes  questions  sur  lesquelles 
il  importe  d'appeler  l'attention  des  géomètres. 

65a»  Dans  les  mouvemens  des  fluides  que  l'on 
soumet  au  calcul ,  on  a  coutume  de  supposer  que 
les  points  qui  se  trouvent,  à  une  époque  déterminée, 
sur  une  paroi  fixe  ou  mobile,  ou  qui  appartiennent 
à  la  surface  libre  d'un  liquide,  demeureront  sur  cette 
paroi ,  ou  appartiendront  à  cette  surface  ,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  en  sorte  que  l'on 
exclût  les  mouvemens  très  compliqués  dans  lesquels 
des  points  d'un  fluide,  après  avoir  appartenu  à  sa  su- 
perficie ,  rentreraient  dans  l'intérieur  de  la  masse , 
au  réciproquement  ;  et  l'on  exclut  même  les  cas  ou 
des  points  d'un  liquide  passeraient  alternativement 
de  la  surface  libre  à  la  surface  en  contact  avec  une 
paroi  fixe  ou  mobile.  Ces  conditions  particulières 
.  auxquelles  on  assujettit  les  mouveniens  que  Ton  con- 
sidère, s'expriment  par  les  équations  suivantes. 

Soient  toujours  oc^j^  z,  les  coordonnées  variables 
d'un  point  du  fluide^  et 

/(^-^;7,  z)   =  O,    ' 
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rëquation  d'une  sar&ce  fixe  ou  mobile  qui  passe  par 
ce  poiat  au  bout  du  temps  ^ ,  et  que  nous  appelle- 
rons S ,  pour  abréger.  Désignons  aussi  par  x' ,  j/ ,  s% 
les  coordonnées  initiales  du  même  point ,  de  sorte 
que  X,  J,  Zf  soient  des  fonctions  de  t,  x^jr',  z\ 
Si  Ton  substitue  leurs  valeurs  dans  Téquation  donnée, 
elle  se  changera  en 

F(^^sy,  2')  =  oj 


et  tous  les  points  du  fluide  dont  les 
initiales  satisferont  à  cette  équation ,  seront  ceux  qui 
appartiennent >  au  bout  du  temps  ^,  à  la  surface  S; 
par  conséquent ,  pour  que  ces  points  soient  constam- 
ment les  mêmes ,  il  faudra  que  la  fonction  F  ne 
renferme  pas  la  variable  t.  Si  donc  S  est  la  surface 
libre 9  ou  celle  d'une  paroi  fixe  ou  mobile,  il  faudra 
que  la  fonction  /(t,  x,  jr,  z)  soit  indépendante 
de  ^,  en  y  regardant  or.  J'y  ^9  comme  des  fonctions 
de  ces  variables;  sa  difierentielle  complète  par  rap- 
port à  t  devra  donc  être  nulle;  et  d'après  la  formule 
(3) ,  on  aura 

pour  exprimer  la  condition  ci-dessus  énoncée. 
,   Dans  le  cas  d  une  paroi  fixe  ,  la  fonction  y^ne  ren« 
fermera  pas  explicitement  le  temps  t;  en  la  repré- 
sentant par  L,  de  sorte  que  L  =  o  soit  Féquation 
donnée  de  la  paroi ,  Téquation  (8)  deviendra 
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Si  Ton  désigne  par  ^  la  résultante  des  vitesses 
Uf  if,  Wy  et  par  a  ,  €,  y,\es  angles  qu'elle  fait  avec 
les  directions  des  :r ,  ^ ,  z;  si  Ton  appelle  aussi  a,  b, 
Cj  les  angles  que  fait  la  normale  à  la  paroi  ayec  les 
mêmes  directions  y  et  qu'on  fasse 

0^)'+O■+(â)•=^^ 

on  aura  ^  en  même  temps  ^ 

UZ=i   ^COStt^       V  SSS    ^COsff,    fV  =   JfCOS^, 

^L         ^  dL         ^        .    dh      ' 

—  =  Xcosrt,  ^  =  Acosô,^  =  Acosc; 

et  y  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ^),  et 
supprimant  ensuite  le  £sicteur  commun  ^A  ^  elle  de- 
viendra 

cos  A  cos  a  +  cos  C  cos  b  -f-  cos  y  cos  c  =  o. 

Cette  équation  (9)  signifie  donc  que  la  vitesse  de 
chaque  point  de  fluide  adjacent  à  une  paroi  fîxe^  est 
normale  à  cette  surface;  et,  en  effet,  c'est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  point  ne  se 
détache  pas  de  la  paroi,  et  ne  fasse  que  glisser  sur 
sa  surface. 

A  la  surface  libre  d'un  liquide ,  la  pression  p  est, 
en  général ,  une  quantité  constante  ;  mais  elle  pour* 
rait  dépendre  de  t;  et  être  seulement  indépendante  de 
oCy  f  y  Zy  sî  kt  prcssîou  extérieure,  commune  à  tous 
les  points  de  cette  surface ,  variait  avec  le  temps  ;  en 
la  désignant  par  T,  l'équation  de  ]a  surface  libre 
sera  donc  p  —  T=;o;  et  en  mettant  p  — Ta  \^ 
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place  de  f  dans  Féquation  (8)  on  aura 

pour  réquaiîon  qui  aura  lieu  en  même  temps  que 
p—rT;=so,  ou  en  même  temps  que  Téquation  diflë- 
i^ntielle  de  la  surface  libre ,  qui  a  été  donnée  dans  le 
n*  647. 

Nous  ferons  rémarquer  que  les  équations  (8) ,  (9) , 
(10)  auront  encore  lieu ,  sans  erreur  sensible;  lorsque 
les  points  du  fluide  ne  s'écarteront  de  sa  superficie, 
que  de  quantités  insensibles.  Par  conséquent ,  si  Ion 
considère ,  comme  dans  le  numéro  précédent , 
une  portion  du  fluide  dont  les  dimensions  soient  de 
grandeur  finie  y  mais  insensibles^  et  qui  contienne 
néanmoins  un  nombre  immense  de  molécules ,  et  si 
l'on  suppose  qu'une  partie  de  sa  surface  appartienne 
à  celle  du  fluide,  à  une  époque  déterminée,  ces 
équations  exprimeront ,  en  réalité,  que  Cela  aura 
lieu  pendant  toute  la  durée  du  mouvenveot.  Cette 
partie  commune  aux  deux  surfaces,  pourra,  d'ailleurs, 
varier  en  étendue  dans  des  rapports  quelconques; 
et  la  petite  portion  dé  fluide  dont  il  s'agit,  en  se  dé- 
plaçant à  la  superficie  du  fluide,  pourra  s'étendre 
ou  se  rétrécir  sans  que  son  volume  change  dans  le 
cas  d'un  liquide ,  ou  sa  masse  dans  le  cas  d'un  fluide 
quelconque.  Ainsi,  par  exemple,  lorsqu'un  liquide 
pesant  oscille  dans  un  vase  ouvert  à  sa  partie  supé- 
rieure, l'étendue  de  sa  surface  libre  et  celle  de  sa 
surface  de  contact  avec  les  parois  du  vase  varient 
pendant  le  mouvement ,  de  sorte  que  le  nombre  des 
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points  matériels  du  liquide,  qui  sont  situés  à  l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  surfaces ,  n  est  pas  constamment 
le  même;  mais  les  équations  (9)  et  (10)  peuveut 
avoir  lieu  néanmoins,  si  l'on  considère  qu'elles  ne 
répondent  pas  seulement  à  des  points  isolés,  mais 
qu'elles  se  rapportent  à  de  petites  portions  du  li- 
quide, de  grandeur  insensible  et  déforme  variable. 

Ces  équations  particulières  que  Lagrange  a  intro- 
duites dans  la  théorie  des  fluides,  concourront, 
dans  chaque  cas,  avec  l'état  initial  du  système,  à 
déterminer  les  fonctions  arbitraires  qui  seront  conte- 
nues dans  les  équations  du  mouvement. 

653.  Dans  un  cas  très  étendu ,  on  peut  réduiM  les 
trois  équations  (3)  à  une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre,  et  faire  dépendre  d'une 
seule  quantité,  les  trois  inconnues  1/ ,  ^ ,  tv.  Ce  cas  a 
lieu ,  lorsque  la  formule  udx  -f-  vdjr  4-  wdz  est  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  Xj  y  ^  z,  re- 
gardées comme  des  variables  indépendantes,  et  que 
le  fluide  dont  on  s'occupe  est  homogène  et  partout  à 
la  même  température,  dans  son  état  d'équilibre. 

Soit  alors  ^ 

udx  -f-  \fdjr  +  wdz  z=z  d(p; 

(p  désignant  une  fonction  inconnue  des  quatre  va- 
riables tf  x^jf  2,  mais  la  différentielle  dç  élant 
prise  seulement  par  rapportai  Xfjr,  z,  de  sorte  qu'on 
ait 

d0  did  d(p  f   \ 

"  =   Tr'      "  =  d}'      '"   =    Jz  C'^) 

D'après  la  nature  des  forces  X,   Y,  Z,  qui  provicn- 
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nent toujours  d'attractions  ou  de  répulsions,  dont  les 
centres  sont  des  points  fixes  ou  mobiles ,  oa  les  points 
mêmes  du  fluide ,  on  a  aussi 

Xdx  +  Y(fy^  Zdz  =  dV, 

et ,  par  conséquent , 

v  —  ^      Y—  ^      7  —  ^ 

V  étant  une  fonction  de  t^  x^j^z^  qui  n'est  difle- 
rentiée  que  par  rapport  à  a:,  ^ ,  z.  Dans  le  cas  d'iui 
fluM|  élastique  dont  la  densité  est  constante  à  Tétat 

de  repos^  l'intégrale  /  —  s'exprimera  par  un  loga- 
rithme y  si  l'on  suppose  que  la  loi  de  Mariotte  ait  en- 
core lieu  à  l'état  de  mouvement  ;  si  l'on  tient  compte 
des  variations  de  température  qui  accompagnent 
celles  de  la  densité  pendant  le  mouvement,  cette 
intégrale  sera  une  autre  fonction  de  p  ;  et  dans  le  cas 

d'un  liquide  homogène,  elle  se  réduira  sl-  p,  abs^ 

traction  faite  de  la  constante  arbitraire.  Pour  com- 
prendre tous  ces  cas  en  un  seul,  je  ferai 


il  en  résultera 


/4  =  P, 


m 
f 


i^ ^         i_dp d?        i  dp 

fdt        dx*       fdy       dy*      "^  "dz        "dz 

et  au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  précédentes ,  les 
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équations  (5)  deviendront 

dS S^        d"^        dp    d}ç         dp  d^p 

dx         dx        dxdi        dx     dx^          dj  dxdf 

dp    d^p 
dz  dxdz' 

dP dV         d*p          dp      d*p          dp   d'p 

djr^^  djr         djdt        djr    djdx        djr  djr^ 

dp    d^p 
dz  djdz^ 

dS <fV         ^^^        dp     d^          dp    d'p 

dz  "^  dz         dzdi        dx    dzdx        dr  dzdr 

dp    d^p 
~  dz    dz^  ^ 

Je  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  par  dx\  dj , 
£k;  il  vient  • 

<iP=<fv-rf;^+M.C^)-+0^)"+(l)"]' 

et  tous  les  termes  de  cette  équation  étant  des  diffé- 
rentielles exactes  k  trois  variables  x,  ^^  z^  on  en 
déduit  immédiatement 

La  constante  arbitraire  qu'on  devrait  ajouter  dans 
cette  intégration ,  peut  être  censée  contenue  dans  la 
quantité  inconnue  ^ ,  et  Ton  peut  regarder  les  inté- 
grales y  et  P  comme  des  quantités  entièrement  dé- 
terminées. 

Cette  équation ,  qui  remplacera  les  trois  équations 
(3) ,  fera  connaître  la  valeur  de  p ,  quand  celle  de  (f> 
sera  déterminée;  les  équations  (a)  détermineront 
aussi  les  trois  inconnues  u,  if,  w;  et  quant  à  la  va- 
leur de  (p ,  elle  se  déduira  de  Téquation  (4)  p  qui  de- 
vient 
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,     dtp        j      ^P  j  .'*P 

Dans  le  cas  d'ua  fluide  incompressible,  cette  équation 
se  réduira  à 

^^  a-  ^  -4-  ^  —  o- 
1^  ^  djr^  ^  dz^  ^     ' 

dans  ie  cas  d'un  fluide  aériforme,  on  y  mettra  pour  p 
sa  valeur  en  fonction  de  p,  et  pour  p  sa  valeur  ti- 
rée de  l'équation  (b). 

654.  Pour  que  la  formule  udx  •+■  vdjr  -f-  wdz  soit 
une  difiRà^entielle  exacte  -pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  il  faut  qu'elle  le  soit  à  l'origine ,  et  que 
les  valeurs  initiales  de  m,  ^,  ^,  qui  sont  données 
arbitrairement  en  fonctions  de  a:,  jr^  z,  satisfassent 
aux  conditions  d'intégrabilité.  Réciproquement,  on 
admet  qu'il  suffit  que  cette  formule  soit  une  diffé- 
rentielle exacte  relativement  à  une  valeur  déterminée 
de  t ,  pour  qu'elle  le  soit  aussi  pour  toutes  les  valeurs 
de  cette  quantité  ;  mais  cette  proposition  n'a  pas  toute 
la  généralité  qu'on  lui  suppose.  Voici  comment  on 
la  démontre. 

Soït  t^  une  valeur  particulière  de  t;  supposons 
que  pour  celte  valeur  on  ait 

udx  +  i'djr  -+-  %vdz  =  d^^; 

(p^  étant  une  fonction  àe  x^  y,  z.  Si  l'on  désîg&e 
par  6  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  et  que 
le  temps  t  devienne  «, -f-s,  les  quantités  u^  u^  fv, 
varieronl  aussi;  et  en  supposant  que  leurs  exprès- 
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âoDs  en  fonctions  de  t  soient  dévdopptbles  satrant 
les  poissanees  de  c ,  on  anra 

"=£'  +  *""    *'='^+<'''>    «'  =  ^  +  «»'.» 

■  «  »  ■ 

et ,  par  conséquent  ^^ 

en  désignant  par  u^fi^j^tv^^  des  fonctions  ()e  jr^  j^,  js» 
Pour  ayoir  les   valeurs  des   différences   partielles 

dï^  dt^  li^  qni  entrent  dans  les  ëqnations  (5) ,  il 

faudra  différentier  ces  valeurs  àe  u^  i^,  w,  par  rap- 
port à  i  ;  ce  qui  donne 

-du  .        dv  ^  dw 

5r=""  5-=^"  Â=*^'- 

En  les  substituant  avec  celles  de  u,  p,  tv,  et  de  leurs 
•  différences  partielles  relatives  à  x^  y^  Zf  dans  ces 
équations,  et  supprimant  ensuite  les  termes  multi- 
pliés par  € ,  il  vient 

I     dp  Y  .^  ^^     ^*^4  ^/  ^%     ^     ^V, 

p  éfir  '        dx    dx^         djr  dxdy         dz .  dxdz  ' 

»i  ^=:Y-.- V  —  ^  ^  —  ^  !^< ^  ^Vi 

'  f  dj  ^^    I         dx  djrdx        dj    dj^  dz  djrdz  ' 

I  ^  .^  y  fÎ5^  j^  à^i  £^  _  ^/  ^. . 

7  az —  '~  </ar  éfadlr    •     Jf  dzdj         dz    d^  ' 

d'où  Ton  tii«,  d'après  les  notations  précédentes, 

=.v-rfp-vc^)+(0+(Sy], 

a.  44 
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^Id'oà  il  résidte  que  la  quantité  (ujda>\^/djr'^rWjdz)if 
dont  s'accroît  la  formule  tida:  -^-vdj'^Wih  pendant 
le  temps  € ,  sera  une  différentielle  exacte.  Par  consé- 
quent >  -cette  formule  sera  une  différentielle  exacte  au 
bout  du  temps  ^^  +  ^  >  puîsqu^on  suppose  qu'elle 
Test  an  bout  du  temps  t^  ;  elle  le  sera  au  bout  du 
temps  tf+My  puisqu'elle  Test  au  bout  du  temps 
^^  -|-  €  ;  et  ainsi  de  suite.  Et  comme  on  peut  prendre  i 
positif  ou  négatif,  on  en  conclut  que  cette  formule 
Wr  +  9dj  H-  v^dz  est  une  différentielle  exacte  pour 
{toutes  les  valeurs  de  /^  si  l'on  s'est  assuré  qu'elle 
le  soit  pour  telle  valeur  qu'on  voudra  de  cette  ya- 
.  riable. 

Mais  cette  démonstration  suppose  que  les  valeurs 
de  u,  V,  Wy  qui  répondent  à  ^  +  c^  peuvent  se 
développer  suivant  les  puissances  de  €^  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  elle  suppose  que  les  expressions 
ài^  Uf  ty  w  y  en  fonctions  de  ^,  satisfont  aux  équa- 
tions du  problème  et  à  toutes  celles  qui  s'en  dé- 
duisent par  des  différentiations  relatives  à  t.  Or  ^ 
cela  n'a  pas  toujours  lieu  à  l'égard  des  expressions 
àe  Uy  sf  f  Wy  en  séries  d'exponentielles  et  de  sinus 
ou  cosinus,  dont  les  exposans  et  les  arcs  sont  pro- 
portionnels à  ^  ;  et  la  démonstration  étant  en  dé&ut,  la 
proposition  peut  aussi  être,  et  elle  est  effective- 
ment en  défaut,  dans  certains  cas  dont  j'ai  rencon- 
tré des  exemples.  Dans  chaque  problème ,  les  ex- 
pressions àe  Uy  \f,  Wy  dont  il  s'agit  y  satisfont  aux 
équations  relatives  à  la  masse  et  à  la  surfisice  du 
fluide  en  mouvement;  en  y  déterminant  conve- 
nablement les  coefficiens  des  exponentielles  et  des 
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sinus  ou  cosinus ,  elles  représentent  Fëtat  initial  et 
donné  de  tous  les  points  du  fluide  ;  et  si  les  séries 
qui  en  résultent  sont  d'ailleurs  convergentes,  cela 
suffit  pour  quelles  renferment  la  solution  de  la 
question  ^  quoiqu'un  ile  leurs  caractères  particuliers 
soit  de  ne  pas  toujours  satisfaire  aux  équations  qui 
se. déduisent  de  celles  du  mouvement,  par  dé  nou- 
velles différentiations. 

655.  La  condition  d'intégrabiHté  de  la  formule 
udx  «4^  s^jr  H-  ^^^  ^^  p^  lieu  dans  le  mouvement 
d'un  fluide  qui  tourne ,  sans  changer  de  forme ,  au- 
tour d'un  axe  fixe.  En  efiet ,  les  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point  quelconque  sont  alors  les  mêmes 
que  dans  le  cas  d'un  corps  solide  ;  en  prenant  donc 
l'axe  fixe  pour  celui  des  z ,  et  désignant  par  co  la 
vitesse  angulai^  de  rotation,  on  aura  (n*  387) 

d'où  il  résulte 

quantité  qui  n'est  point  une  difierentielle  eixacte, 
puisque  le  fiicteur  o»  est  indépendant  des  coordonnées 

X  eXjr. 

Il  en  résulte  que  pour  déterminer  la  pression  p 
en  un  point  quelconque,  il  faudra  recourir,  dans 
cet  ei^emple ,  aux  équations  (3).  Or,  en  y  mettant 
les  v^eurs  de  1^,  i^,  u^,  et  considérant  o  comme 
une  quantité  constante  par  rapport  à  ^,  aussi  bien 
que  par  rapport  à  x>  /,  z ,  il  vient 

44.. 


%t 
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.     f  dx  '  r  *&  "^  *   f  dt       ■    '' 

'4'oïi  l'on  tire 

^équation  qui  coïncide  avec  celle  qu'un  a  trouyée  dans 
le  n""  589^  par  la  considération  de  l'équilibre  des 
'forces  données  qui  agissent  sur  tous  les  points  du 
fluide^  et  de  leurs  forces  centnfoges  ràultant  de  son 
mouvement  de  rotation. 


\  . 


i  i 
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»  ■  0 

CHAPITRE  n. 

♦  *  * 

» 

BE  LA  PROPAOAHOll  BU  SON. 

656.  Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage,  de* 
fiiire  connaître  les  résiJtats  nombreux  qui  ont  été  dé-* 
dnits  des  équations  générales  du  raouyement  des  flui-. 
des  qu'on  vient  de  donner;  je  me  contenterai  d'indi- 
quer les  ouvrages  dans  lesquçk.  on  peut  le^  trouver. 
Dans  le  cbaf^^iiuiviait)  je  détetteînèrai  le  mûAivemei^ 
d'un  fluide  qui  s'écoiile  dans  un  vase^  diaprés  une 
hypothèse  participiale  et  approximative ,  f|ënérale?*; 
ment  suffisante  pour  la^  priritîquè  ;  el^  d^n^^eluîrci^l. 
je  prendrai  pour  exemple^  de  Tlipi^càtion  des  :éqiiaK 
tions  générales ,  lâs  eâs  les  plus  souples  de  la  théorie 
du  son. 

,  1%  On  tiouverà>  dans. les  tomes  II  et  Y  de  U 
Mécanique  céleste  y  >  tout  te' qui  est  connu  jusqu'à 
présent  sur  les  oscillations  de  la  mer  et  de  l'atrap»-: 
phère ,  produites  par  les  attractions  de  la  lune  et  du- 
soleil. 

2^.  Le  tome  II  de  la  Mécanique  analjrUqué  iei^ 
fermai  la  détermination  >  parle  moyen  de  àérie^,  con*T 
vergentes  ^  du  mouvement  d'un  liquide,  pesant  >  ^scât 
dans  un  canal  très  étroit^  soit  dans  un  vase  très  pro- 
fond: 

^*.  Relativement  aux  oscillations  de  ce  liquide 
dans   un  Yase  d'une  profondeur  quelconque  ^   je 
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renverrai  au  Mémoire  que  j'aî  inséré,  sur  ce  sujet, 

dans  le  tome  X[X  du  Journal  de  M.  Gergonne. 

4^.  Pour  le  problème  de  la  propagation  des  ondes 
à  la  surface  et  dans  Tintérieur  d'une  eau  stagnante , 
je  renverrai  de  même  à  mon  Mémoire  inséré  dans  le 
tome  P'  de  l'Académie  des  Sciences. 

5^.  Sur  l'écoulement  des  fluides  élastiques  dans  les 
vases  et  dans  les  tuyaux,  on  peut  consulter  le  Mémoire 
de  M.  Navier,  qui  fait  partie  du  tome  IX  de  cette 
Académie. 

6*.  Enfin ,  pour  tout  ce  qui  concerne  la  théorie  du 
son,  et,  généralement,  la  propagation  du  mouve-* 
ment  dans  un  miKeu  élastique  ou  dans  plusieurs  mi- 
lieux superposés,  j'indiquerai  les  Mémoires  que  j'ai 
écrits  sur  ce  sujet,  et  qui  font  partie  du  i4*  cahier  du 
Journal  de  FJÊcole  PoljrtechUque,  et  des  tomes  H 
et  X  de  l'Académie  des  Sciences. 

657*  Four  donner  une  application  des  équations 
générales,  considérons  un  fluide  élastique  homogène , 
dont  la  température  et  la  densité  soient  partout  les 
mêmes  dans  son  état  d'équilibre,  et  qu'on  ait  écarté  un  "^ 
itant  soit  peu  de  cet  état,  de  sorte  que  pendant  tout  le 
mouvement  qui  en  résultera ,  les  vitesses  de  ses  dif- 
férens  points  soient  très  petites ,  et  les  condensations 
ou  dilatations  dont  elles  seront  accompagnées  soient 
aussi  de  très  petites  fractions.  Nous  négligerons,  en 
conséquence ,  les  carrés  et  les  produits  de'  ces  quan- 
tités ;  ce  qui  réduira  les  équations  du  mouvement  à 
la  forme  linéaire ,  et  permettra  d'en  obtenir  les  inté* 
grales  sons  forme  finie.  Nous  ferons  aussi  les  forces 
X,  Y,  Z,  égales  à  zéro,  afin  que  la  densité  du  fluide. 
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dans  rétat  d'équilibre^  soit  constante,  c<mme  nous 
le  supposons. 

Soit  D  cette  densité  ;  p  étant  celle  <jtii  a  lieu  dans 
l'état  de  mouvement,  au  bout  du  temps  t  et  aij| 
point  dont  les  coordonnées  sont  :x:,j^,  z,  on  aura. 

p  =  D(i  4-  s), 

en  désignant  par  ^  une  fraction  positive  pu  négative , 
qu  on  suppose  très  petite.  Soient  aussi  h  et  ginA  lu 
hauteur  et  k  pression  barométriques  qui  répondent  à 
la  densité  D;  g  représentant  la  gravité,. et  m  la  den-r 
site  du  mercure.  Dans  l'état  de  mouvement,  la  pres- 
sion p,  qui  répond  à  la  densité  p^  serait  g/?iA(i+j), 
d'après  la  loi  de  Mariotte ,  si  la  température  du  Quid^ 
était  invariable;  mais,  à  raison  de  la  condensation 
{positive  ou  négative  s ,  la  température  augmente  o\i 
diminue;  et  si  le  mouvement  est  assez  rapide  pour 
^que  le'  fluide  n'ait  pas  le  temps  de  revenir  à  sa 
température  primitive,  la  pression  variera  dan^  un 
plus  grand  rapport  que  la  densité.  Nous  suppose-* 
rons  donc  qu'on'  ait,  en  général, 

p  =  gmh  (i  +  J  +  o")  ; 

a  désignant  une  quantité  de  même  signe  que  j,  et 
qui  en  est  une  certaine  fonction.  ,A  cause  de  la  peti- 
tesse de  ^ ,  on  peut  supposer  cette  quantité  tr  propor^ 
.tionnelle  à  ^ ,  et  faire 

0-  =  ^5; 

f  étant  un  coefficient  positif  et  indépendant  de  s^ 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

rf/î  =  gmh{i  H-  6)^; 


1 
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et  il  en  T^BKilteni 

en  supposant  que  l'intégrale  s'évanouisse  ayec  ^ ,-  et 
Élisant^  pour  abréger. 

Si  l'on  tt^lîge  le  carré  de  s  et  qu'on  prenne  cette 
intégrale  pour  la  valeur  de  la  «quantité  P  comprise 
dans  réquatiôn  (b)  du  n""  653 ,  on  aura 

P  =  a^s; 

éii  ti^glîgeant  aussi  les  carrés  des  vitesses  x^  ^>  ^> 

et  supprimant  le  terme  V  qui  provient  des  forces  X^ 
Y,  Z,  cette  équation  {b)  deviendra 

et  en  la  joignant  aux  équations  (a) ,  savoir^ 

ces  quatre  équations  feronj^  oonnaltre  |a  condensa- 
t jon ,  la  grandeur  et  \^  direction  de  la  yitesse  dn 
fluide^  au  bout  du  temps  ^  et  an  point  dont  les 
coordonnées  sont  x^jr^Zy  lorsque,  la  fonctiop  ç.aqra 
été  déterminée  en  fonction  de  x,  jr^z,t. 

Si  les  déplacemens  des  points  du  fluide  sont  anssi 
supposés  très  petits,  c'est-à-dire,  si  les  points  dn 
fluide  ne  font  que  de  très  petites  oscillations,  et  n'ont 
pas  un  mouvement  commun  de  tran^latioa  ou  de 
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rotatkm,  les  y»iâb)es<ar>  /  ^  z,  différeront  ttès  peu 
éfècoérdônné»  imtiiJes  a^ %  y,  '^^  du  poîbt  auquel 
dles»^iideikl*j  ott^pmtrrales  rejgpi^eréoitniiie  ég^^ 
l9B:à:^f*y^  sf,  ^n*  intégrant  leé  ^àltfari  d&  t^ ',' 
%fdt,  wdtj  pour  enidëdûire;  k  Wy  itistantk{tièleofnquë  / 
les  déplaœmens  de  ce, point  suivant  les  trois  axes 
des' coordonnées;  et  alors^,  'on  wra 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s^éva-, 
Jouissent  qttand  ^=^  o. 

Quant  à  k  quantité  (p^pour  obtenir  réqinitîôn  dont 
elle  dépend,  je  mets  D(i  +^)^  ^  place  de  f  dans 
réquation  (c)  du  tiuméro  cité;  et  en  négligeant  les 

produits  de  ^  et  de  t|  ,  ^ ,  -^ ,  il  vient 

ou  bien,  en  substituant  pour  s  sa  valeur  précé- 
dente. 

^  «  »      • 

,  Ce8équations(0,  (a),  (5),  sont ceUes daila théorie 
dut  cKm  dans  ^a  aii!  ^oat  la  température  et  la  densité 
sont  )  constantes*.  lEilas  supposent  ^ue  la  formule 
udœ.^'Vdj  'r\^wds^  soit  une.  différentielle  exacte;  ce 
qui  aiUep,  effectivement,  dans  les  deux  cas  paoticu-( 
Uers  aiu«fiMels  tiaus  allons  ks  uppLiquer. 
,  658/ Supposons;  d'abord /que  l'air  soit  conCbdii 
jlâns  un  tuyau  cylindrique,  et  que  ses  points  se 


6ga  TRAITÉ  DE  MËGANIQUE. 

meuvent  parallelemeiit  à  Ysçut,  ifnA  sera  horâoiitftl , 
afin  que  la  pesantear  ne  fasse  pas  varier  la  densité*  • 
En  prenant  Taxe  des  x  dans  cette  direction ,  on  aura 
(;s=soetfV=so;la  quantité  tp  ne  sera  fonctieo 
que  de  a:  et  /;  et  Féquation  (S)  se  réduira  à* 

On  en  déduira  les  mêmes  conséquences  que  de 
Féquation  (i).du  n^  494^  relative  aux  vibrations 
longitudinales  d'une  verge  élastique.  Quand  le  tujraa 
se  prolongera  indéfiniment ,  a  sera  la  vitesse  de  la 
propagation  du  son  suivant  sa  longueur;  quand  il 
sera  terminé ,  et  d'une  longueur  Z ,  le  nombre  des 
vibrations  du  fluide>  dans  l'unité  de  temps  ^  corres- 
pondant au  son  le  plus  grave ^  sera  en  raison  inverse 
de  2;  quand  le  ton  s'élèvera ,  ce  nombre  croîtra  dans 
le  même  rapport  que  celui  des  nœuds  de  vibrations; 
et  en  désignant  par  A  la  distance  comprise  entre  deux 
nœuds  consécutilfs ,  et  par  n  le  nombre  correspondant 
des  vibrations^  on  aura 

a 

71   =a    — . 

• 

En  ces  points,  la  vitesse  des  molàmles  d'air  est  nulle, 
et  la  condensation  s  ne  Test  pas  ;  il  y  a,  an  contraii^ 
d'autres  points  où  cette  condensation  est  zéro  ,  et  où 
le  fluide  est  en  mouvement.  Les  distances  qui  sépa-^ 
rent  ces  autres  points  sont  les  mêmes  que  pour  les 
premiers,  comme  on  peut  le  voir  par  les  formules  do 
n^  49^*  1^  jouissent  d'une  propriété  qui  sert  à  les 
déterminer  par  Texpérience,  et  qui  n'appartient  quii 
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eux.  Si  Ton  fait  une  ouverture  à  k  paroi  du  tuyau 
en  Tun  de  ces  points  où  la  condensation  est  nulle  p 
et  qu'on  établisse  la  communication  ayec  Fair  extér- 
rieur ,  le  monvemeot  du  fluide  intérieur  n'est  aucu- 
nement change  y  non  jdusque  l^  ton  qu'il  iàif  en- 
tendre. En  prenant  pour  A  la  distance  de  deux  de 
ces  points  consécutifs,  et  pour  n  le  nombre  correspon--' 
dant  au  ton  observé  ,  l'équation  précédente  fera  con- 
naître la  valeur  de  a,  et  par  suite  celle  de  la  quan- 
tité €f  contenue  dans .  l'expression  de  cette  vijlesse. 
L'usage,  pour  cet  objets  du  ton  élevé  qui  réponde' 
une  partie  aliquote  de  /,  est  préférable  à  celui  du* 
ton  fondamental ,  qui  peut  être  influencé  par  le  mode 
d'insufflation  du  tuyau  et  par  les  circonstances  rela- 
tives à  l'embouchure.  C'est  de  cette  manière  que 
M.  Dulong  a  déterminé ,  pour  l'air  et  différens  gaz/ 
les  valeurs  de  la  quantité  y  du  n*  657;   laquelle 
quantité  est  égale  h  1  -j^S,  comme  on  le  verra  tout' 
à  l'heure. 

659.  Pour  second  exemple ,  je  supposerai  que  la 
masse  d'air  s'éteude  indéfiniment  en  tous  sens ,  et, 
qu'elle  soit  ébranlée  semblablement,  suivant  toutes  . 
les  directions,  autour  d'un  point  fixe  que  je  prendrai 
pour  origine  des  coordonnées.  Si  l'on  appelle  r,  au 
bout  du  temps  ^ ,  le  rayon  vecteur  du  point  qui  ré- 
pond k  Xf  j,  z^  et  l^  SSL  vitesse ,  elle  sera  dirigée 
suivant  ce  rayon ,  et  sa  grandeur  sera  une  fonction 
de  r  et  if ,  ainsi  que  la  condensation  s}  car  il  est  évi- 
dent que  tout  doit  être  symétrique  autour  de  l'ori-^ 
gine  des  coordonnées,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement*  On  aura 
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ttssiî'      Fsp:^.     IVSS-^- 

et  à  cause  de  . 


I    ) 


il  en  résultera 

en  Mrte  qn^  cette  £wrmiilç  sera  la  difféientieUe  exacte 
4'ane  fonction  de  r  et  t.  Cette  fonction  étant  la 
quantité  f ,  idétecminëe  par  l'équation  (3),  00  ama 

« 

pour  la  résultante . des  yitesses  u,  ç,  w. 

Eu  la  difiereatiant  par  rapport  i  ^j^,  z,  op  aura 
aussi 

^ ^f        dp dp  jr       dp dp  t^ 

dx        dr    r*    dy        dr    r'     dz  """  Ir  r' 

en  différentiant  une  secondé  fois,  il  vient 

d^P  S5-  ^  f^    I    ^  ^+  «• 

i/j-*         dr^    r^  ^  dr    ""7^       ' 
dz^^^  dr^    r*  "*"   dr         'p       ^ 

«t,  d après  ces  valeurs,  Téquaiion  (3>devient 
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ou ,  ce  qui  est  la  m^ma  cIiMe  ^ 


ZÛT  ^  «'^^-  (4) 


Son  intéjgrafe  complète  W(n*  4^4^    '^ 


y  et  F  désigoant  les  deox  fonction»  arbitraires.  Si 
donc  on  fait 

pour  une  variable  ^elconque  z,  on 'déduira  de  cette 
jmtégrale  t      *    \ 

/  ^        v  •  -     ' 

\  ' 
et  ces  formules  feront  connaître  la  vitesse  et  la  con- 
densation en  un  point  et  à  un  instant  quelconques^ 
après  qu'on  aura,  déterminé  les  fonctions J^et  f-  pour 
toutes  les  valeurs  de  r-^at^  qui  est  une  variable 
positive^  et  les  fonctions  F  et  F'  pQur  toutes  les  va- 
leurs positives  ou  négatives  de  r«-^a^. 

66o.  Tout  étant  semblable  y  par  hypothèse ,  autour 
de  l'origine  des  càordonnées^  .il  £aut  que  le  centre  de 
l'ébranlement  du  fluide  demeure  immobile  pendant 
toute  la  durée  du  mouvtfnenti  il  est  donc  nécessaire 
que  la  première  formule  (5)  s'évanouit  avec  r;  ce 
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et  en  yertu  des  équations  (6)  il  en  rànlteia 

F(j^  —  ai)  =  i*(r  ^at\-i.  Je, 

comme  dails  le  cas  de  r  >^  ai^  Or>  en  snbrtitnaiit  ces 
différentes  valeurs  dans  les  formules  (5),  ou  trouven 
qu'elles  se  réduisent  à  zéro  ;  de  sorte  que  les  deux 
constantes  arbitraires  b  eic  disparaissent  des  expres- 
sions de  Ç  et  s»-  , 

En  en  faisant  donc  abstraction,  et  mettant  z  an 
lieu  de  r  dans  les  équations  (7)  et  dans  leurs  diffé- 
rentielles, il  vient 

rz  =  i4,z + A  z  (4/z + **) , 

pour  les  yaleuxa  cprî  restent  à  trouTer. 

Les  formules  (5)  ne  contiendront  plus  rien  d'in- 
connu, et  renfermeront,  par  conséquent,  la  solu^ 
tion  complète  du^  .problème.  On  peut  remarquer  que 
rien ,  dans  la  questioif ;  ne  pourrait  servir  à  déter- 
miner les  valeurs  de  /('^^  z) ,  dont  les  formules  (5) 
n'exigent  pas  la  connaissance. .    . 

66 !•  Voici  maintenant  les  conséquences  relatives 
à  la  théorie  du  Son ,  qui  se  déduisent  dd  ces  for- 
mules.  '       ..        * 

*  âoit  €  le  rayon  de  l'ébranlement  primitif,  en  sorte 
que  4''  ^^  '^^  aient  des  valeurs  données  àrintraiie- 
ment  depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =  € ,  et  spient  zéro 
depuis  r=  €  jusqu'à  r:=:oo  •  Les  intégrales  4^,r  et 
'i^ir  seront  des  quantités  constante^  pour  toutes  les 
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valeurs  de  z  qui  surpassent  €;  et  comme  on  les 
suppose  nulles  pour  r  =  00 ,  elles  le  seront  aussi 
depuis  r=  €  jusqu'à  r=oo  . 

Cela  posé,  si  l'on  considère  d'abord  un  point  du 
fluide  compris  dans  l'étendue  de  l'ébranlement  pri- 
mitif, on  aura  r  <C  €.  Tant  que  t  sera  moindre  que 

,  les  valeurs  de  f{r  +  a<)  et  f'{r  -f-  ut)  ne  seront 

pas  nulles^  et  on  les  déduira  des  équations  (8);  il  en  sera 
de  même  à  l'égard  des  valeurs  de  F(r — at)  et  F'(r — at)^ 

tant  qu'on  aura  t<^-\  quand  t  surpassera  -,  celles- 
ci  se  déduiront  de  celles  de  f{at  —  r)  et  f\at  —  r) , 
au  moyen  des  équations  (6)  i  enfin  j  quand  le  temps  t 

sera  devenu  plus  grand  que  ,  tous  les  termes 

des  formules  (5)  seront  nuls,  et  tous  les  points 
contenus  dans  l'étendue  de  l'ébranlement  primitif 
seront  revenus  à  l'état  de  repos.  Ainsi.,  pour  tous 
les  points  compris  dans  la  sphère  dont  le  rayon 
est  €,  la  durée  du  mouvement  décroîtra,  du  centre 

à  la  surface,  entre  les  limites  -  et  -^. 

En  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  on  aura 
r  +  a^  >  €  ;  ce  qui  fera  disparaître  f(r  '^  at)  et 
y^'(r  +  af)  des  formules  (5),  et  les  réduira  à 

quand  on  a  r"^  at ,  on  bien ,  en  vertu  des  équa- 
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tiens  (6) ,  à 

Ç=l/'(«<-r)+i-/(ai-r), 

lorsqu'on  a  at>r.  Les  valeurs  des  quantités  com^ 
prises  dans  ces  expressions  de  Ç  et  j  seront  données 
par  les  formules  (8)  ;  elles  seront  nulles  tant  qu'on 
aura  r  >  a^  +  « ,  et  le  redeviendront  dès  qu'on  aura 
/.  <;  ^i^  -r-  6 }  d'où  Ton  conclut  que  le  son  se  propa- 
gera à  l'air  libre  avec  la  même  vitesse  a  que  dans 
rinlérieur  d'un  tuyau  cylindrique  ;  que  le  mouve- 
ment de  chaque  molécule  d'air  subsistera  pendant  un 

intervalle  de  temps  égal  à  —,  et  que  la  largeur  de 

l'onde  sonore  sera  égale  au  diamètre  ne  de  l'ébranle- 
ment primitif. 

A  une  grande  distance  du  centre  de  cet  ébranle- 
ment ,  on  pourra  négliger  les  seconds  termes  des  va- 
leurs de  Ç,  qui  sont  divisés  par  r*,  par  rapport  aux 
premiers  qui  ne  le  sont  que  par  rj  on  aura  alors, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement , 

comme  dans  le  n*  497^  ^^  ^  représentait  la  dilatation 
au  lieu  de  la  condensation.  La  vitesse  propre  des 
molécules  d'air  décroîtra  alors  en  raison  inverse  de  r. 
On  suppose  l'intensité  du  son  proportionnelle  au  carré 
de  cette  vitesse;  en  sorte  qu'à  une  grande  distance  du 
lieu  de  l'ébranlement  primitif,  elle  décroîtra  en  rai^ 
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son  inverse  du  carré  de  cette  distance;,  ce  qui  paraît 
conforme  à  l'expérience. 

Ces  résultats  ont  encore  lieu ,  lorsque  l'ébranle- 
ment n'est  pas  le  même  en  tous  sens.  A  une  distance 
considérable  par  rapport  à  son  diamètre ,  la  vitesse  du 
son  est  uniforme  et  égale  à  la  constante  a ,  les  ondes 
ont  une  forme  à  peu  près  sphérique,  et,  suivant  la 
direction  de  chaque  rayon,  l'intensité  du  son  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance ,  quelle  que 
soit>  d'ailleurs,  sa  variation  en  passant  d'un  rayon  à 
un  autre.  Cette  intensité  décroît  aussi  avec  la  den- 
sité du  milieu  où  le  son  est  produit;  en  sorte  que, 
par  exemple ,  elle  diminue  à  mesure  qu'on  approche 
du  sommet  d'une  haute  montagne.  En  considérant  là 
propagation  du  son  dans  un  air  composé  de  couches 
de  différentes  densités,  on  trouve  qu'à  distance  égale, 
son  intensité  ne  dépend  que  de  la  densité  au  lieu  de 
l'ébranlement  primitif;  d'où  il  résulte  qu'une  per- 
sonne placée  dans  un  ballon,  doit  entendre  le  bruit 
qu'on  fait  à  la  surface  de  la  terre,  comme  si  elle  était 
à  cette  surface;  tandis  que  le  bruit  qu'elle  ferait  serait 
entendu,  à  cette  surface,  comme  si  l'on  était  dans  la 
couche  atmosphérique  où  se  trouve  l'aérostat. 

Si  l'intensité  du  son  dépend  de  la  grandeur  des  vi- 
tesses des  molécules  d'air  qui  frappent  l'organe  de 
l'ouïe,  si  l'élévation  du  ton  est  réglée  sur  le  nombre 
de  ces  coups  dans  un  même  temps,  c est-à-dire,  sur 
la  répétition  plus  ou  moins  fréquente  des  vibrations 
de  l'air,  on  peut  se  demander  ce  qui  fait  la  différence 
d'une  syllabe  à  une  autre,  chantées  avec  une  même 
force  et  sur  un  même  ton.  Selon  Euler,  cette  diffé- 

■45.. 
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rence  doit  être  attribuée  à  la  forme  de  la  fonction 
qui  exprime  la  loi  des  vitesses  sucjcessiyes  de  Vair 
pendant  chaque  vibration  ;  de  manière  q\v^  Vor-> 
gane  de  la  voix  aurait  la  faculté  de  donner  >  rdte 
fonction  la  forme  convenable,  et  l'organe  de  loiue, 
la  faculté  d'en  apprécier  les  formes  diverses. 

662.  Sans  que  la  forme  de  l'équation  (4)  soit  chan- 
gée, on  peut  transporter  lorigine  des  coordonnées  en 
d'autres  points  du  fluide.  D'après  cela,  si  l'on  désigne  ^ 
par  r^ ,  r^^ ,  r,^^ ,  etc. ,  les  rayons  vecteui's  d'un  même 
point,  comptés  de  ces  diverses  origines,  et  si  l'on  sup- 
pose successivement  que  (p  soit  fonction  de  t  et  de  cha- 
cun de  ces  rayons ,  on  satisfera  à  l'équation  (4)  au 
moyen  de  la  valeur  de  ^  du  n^  65g,  ^t  des  valeurs  qui 
s'en  déduisent,  en  y  mettant  r^ ,  r^^ ,  r^^^ ,  etc. ,  au  lieu 
de  r,  et  changeant  à  chaque  fois  les  fonctions  arbi- 
traires. A  cause  de  la  forme  linéaire  de  cette  équation, 
on  y  satisfera  donc  aussi  en  prenant  pour  (p  la  somme 
de  toutes  ces  valeurs  particulières  ;  ce  qui  donne 

-4-  etc. 

Or ,  on  conclura  de  cette  formule ,  que  si  l'air  est 
ébranlé  simultanément  autour  de  chacune  des  ori- 
gines de  r,  r^,  r^^,  etc.,  la  condensation  -^  en  un 

al 

point  et  à  un  instant  quelconques,  qui  sera  toujours 
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donnée  par  l'équation  (  i  ),  aura  pour  valeur  la  somme 
des  condensations  qui  auraient  lieu  en  vertu  de  tous 
ces  ébranlemens  isolés.  De  plus ,  en  vertu  des  équa- 
tions {2),  les  composantes  de  la  vitesse  au  bout  du 
temps  t,  et  en  un  point  M,  dont  x,  j,  z,  sont  les 
coordonnées  par  rapport  à  l'origine  de  r,  auront  pour 
expressions 

d^         dpdr         d^dr^         ^dr 

dx^  drdx^  dr^dx^  dr^  dx^  ^^^'^ 

^      d^ d^  dr         d^  dr^    .^   d^  dr^    • 

^  ^^  dz  '^  dr  dz'^  dr,  d^'^  dr^  dp  "*"  ' 

les  difierences  partielles  ^ ,  •—,  ^ ,  etc . ,    étant 

prises  en  regardant  r,  r^,  r,^,  etc. ,  comme  des  va- 
riables indépendantes.  Mais,  si  l'on  appelle  x^,  jr^, 
z^  y  \em  coordonnées  de  M  rapportées  a  Torigine  de  r^ 
et  à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  Xfjr,  z,  ces  coor- 
données x^,  7", ,  z^,  ne  différeront  de  x^jr^z,  que 
d'une  quantité  constante  ;  de  sorte  que  l'on  aura 


dr 

4  m 

dx' 

-dxr 

X 

'dxr 

9 

dr 

» 

dz 

-dzr 

h- 

on  aura  de 

même 

• 

dx   • 

X 

dr. 

» 

dr„ 
dz 

= 

en  désignant  par  x^^ ,  j^^ ,  z^^ ,  les  coordonnées  du 
même  point ,  dont  l'origine  est  celle  de  r^^;  et  ainsi 
de  suite.  Les  formules  précédentes  deviendront  donc 
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d^  X     ,      dp  X.      ,       dp  X 

^  ^  ^^  +  ^^.  +  ^^  +  etc., 

dr  r    '     dr^  ^s  ^"^  ^u 

dp  z     \      dp  z.     ,       dp  z„     .       . 
-Jr  r     *     dr^  r^     *      dr^   r^     *  ' 

doù  Ton  conclut  qae  la  résultante  de  u,  v,  Wy  sera 

la  même  que  celle  des  vitesses  ■^,  —  f  ^^  etc.,  dî- 

rigëes  suivant  les  rayons  vecteurs  r,  r^,  r^^,  etc.,  et, 
par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (9),  la 
même ,  en  grandeur  et  en  direction ,  que  si  tous  les 
ébranlemens  autour  des  centres  de  ces  rayons  avaient 
lieu  isolément;  ce  qui  s'accorde  avec  le  principe  de 
la  superposition  des  petits  mouvemcns. 

665.  Cette  formule  (9)  servira  aussi  à  déterminer 
la  réflexion  du  son  sur  un  plan  fixe. 

Pour  cela ,  supposons  que  la  masse  d'air  soj^  ter- 
minée par  un  plan  fixe  AB  (fîg.  55),  et  que  Tébran- 
lement  primitif  ait  eu  lieu  autour  du  point  C«  origine 
du  rayon  vecteur  r,  et  ne  se  soit  pas  étendu  jusqu'au 
plan  AB.  De  ce  point ,  abaissons  la  perpendiculaire 
CD  sur  ce  plan  ;  prolongeons-la  d'une  quantité  DC^ , 
égale  à  CD;  supposons  que  C^  soit  l'origine  de  r^; 
et  prenons  la  droite  CDC^  pour  axe  des  a:  et  des  x^. 
En  appelant  h  la  longueur  de  CD,  on  aura  0:  =  A  et 
o:^  =  — -  A ,  pour  tous  les  points  du  plan  AB  ;  pour 
ces  valeurs  de  x  etx^,  il  faudra  donc  que  la  vitesse 
u,  perpendiculaire  à  ce  plan,  soit  constamment  nulle 
(n*  65a).  Or,  on  satisfera  à  cette  condition  et  à  l'état 
initial  du  fluide,  en  prenant  pour  (p  la  formule  (9) 
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réduite  à  ses  deux  premiers  termes,  savoir  : 

et  déterminant  convenablement  les  fonctions  arbi- 
traires/, F,/,  F,. 

En  effet  y  on  déterminera  les  deux  premières/ 
comme  précédemment,  d'après  l'état  initial  du  fluide 
autour  du  point  C;  les  points  qui  répondent  à  r,<;/i, 
n'appartenant  pas  au  fluide ,  on  pourra  donner  telle 
valeur  qu'on  voudra  à  chacune  des  fonctions /r^  et 
F/^  sans  altérer  cet  état  initial  ;  on  pourra  donc  pren- 
dre pour  les  fonctions  indiquées  par/,  et  F^  les  mêmes 
fonctions  quWaura  trouvées  pour  celles  dont  les  in- 
dices sont  /  et  F  j  la  formule  précédente  deviendra 
alors 

tp  =  l[f(r+at)  +  ¥{r—at)] 

et  ne  renfermera  plus  rien  d'inconnu.  De  plus,  pour 
tous  les  points  du  plan  AB^  on  a  r^^szr;  on  aura 

donc  "T  ^^^  ^ }  ^^  comme  on  a  aussi  pour  ces  mênïlss 

points  ar=:^etx^  =  — ^,  il  en  résultera  z£=:o;  en 
sorte  que  la  formule  (lo)  représentera  l'état  initial  du 
fluide ,  et  remplira  la  condition  relative  aux  points 
adjacens  au  plan  AB;  ce  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Soit  M  le  point  du  fluide  dont  les  rayons  vecteurs 
CM  et  C^M  sont  r  et  r^  ;  en  vertu  des  deux  parties  de 


^ 
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la  foiiDule  (  10) ,  ce  point  sera  d'abord  ébranlé  aa  bout 

d'un  temps  égal  a      ~  \  et  ensuite  au  bout  d'un 

temps  égal  à f  en  désignant  toujours  par  ê  le 

rayon  de  l'ébranlement  primitif.  Le  premier  mouve- 
ment produira  le  son  direct,  et  le  second  le  son  ré- 
fléchi. Celui^  sera  le  même  que  si  le  plau  AB 
n'existait  pas,  et  qu'un  second  ébranlement  identique 
avec  celui  qui  a  lieu  autour  du  point  C ,  ait  eu  lieu 
simultanément  autour  du  point  C^.  Il  se  propagera 
avec  la  même  vitesse  a  que  le  son  direct,  et  aura 
l'intensité  correspondante  à  la  distance  C^M,  ou  à 
la  ligne  brisée  CEM,  en  supposant  que  E  soit  le  point 
où  le  rayon  C^M  coupe  le  plan  AB.  Enfin  EF  étant 
la  normale  à  ce  plan,  les  deux  parties  CE  et  ME  du 
rayon  sonore  qui  se  réfléchit  au  point  E,  feront  l'an- 
gle d'incidence  CEF  égal  à  l'angle  de  réflexion  MEF. 
Ainsi,  il  résulte  de  la  formule  (10)  que  les  lois  de  la 
réflexion  du  son  sur  un  plan  fixe  sont  exactement  les 
mêmes  que  celles  de  la  lumière. 

664*  Comparons  mAintenant  la  vitesse  a ,  donnée 
par  la  théorie ,  à  celle  qui  a  été  déterminée  par  l'ex- 
périence ;  et  pour  cela,  voyons  d'abord  ce  que  signifie 
la  quantité  €  contenue  dans  son  expression. 

D'après  les  valeurs  de  p,  p,  o",  du  n**  657,  on  a 

OU  plus  simplement 
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en  négligeant  le  carré  de  s.  Supposons  que  n  soit 
l'augmentation  de  température  qui  répond  à  cette 
condensation  s;  de  sorte  que  la  température ,  qui 
était  8  dans  l'état  d'équilibre^  devienne  ^^n  bu 
bout  du  temps  t ,  dans  l'état  de  mouvement.  A  cet 
instant  y  la  pression  p,  la  densité  p  et  la  tempéra- 
ture 6  -f-  n,  auront  lieu  simultanément;  d'après 
l'équation  (i)  du  n®  634 ^  on  aura  donc 

en  désignant  par  k  un  coefficient  indépendant  de  la 
densité  et  de  la  température  ^  et  par  a  le  coefficient 
0,00375  de  la  dilatation  des  gaz.  Dans  l'état  d'équi- 
libre ,  on  a 

p  =  gmh,    p  =  D,     )î  =  o; 
appliquée  à  cet  état^  l'équation  précédente  sera  donc 

gmA  =i  kD{i  +  «9); 

par  conséquent  y  on  aura^  dans  l'état  de  mouve- 
ment, 

et,  en  comparant  cette  valeur  de  p  à  la  formule  (a), 
il  en  résultera 


€  = 


<tn 


(i  •^etè)s 


Or  f  si  l'on  suppose  les  vibrations  de  Tair  assez  ra- 
pides pour  que  la  condensation  ^  ait  lieu  sans  aucune" 
perte  de  chaleur,  on  pourra  mettre  ^  et  »  à  la  place 
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de  J"  et  CD  dans  Téquation  (5)  da  n^  656;  ce  qoî 

donne 

y  étant  le  rapport  de  la  chaleur  spécifique  de  Vair 
sous  une  pression  constante^  à  sa  chaleur  spécifique 
sous  un  volume  constant. 

La  valeur  de  a'  du  n*  ôSy  deviendra ,   de  cette 
manière , 

_  gmhy 
^  —     D    • 

Si  l'on  appelle  A  la  densité  de  Tair  sous  la  pression 
gmh  et  à  la  température  zéro,  on  aura  (n**  624) 


D 


et  par  conséquent  y 


a=^£^(,4.ctfl).  (b) 


Puisque  la  quantité  y  est  regardée  comme  indé- 
pendante de  la  température  et  de  la  pression  (n*  ôSy), 
on  voit ,  i"*.  que  la  vitesse  a  croîtra  avec  la  tempé- 
rature 6  dans  le  rapport  de  \/i  +  a^  k  l'unité;  2^. 
qu'elle  ne  variera  pas  avec  les  hauteurs  barométri- 
ques^ puisque  ^  et  A  croissent  en  même  temps  et 
dans  le  même  rapport.  Les  académiciens  fi*ançais  en- 
voyés au  Pérou ,  pour  la  mesure  d'un  arc  du  méri- 
dien^ ont  y  en  efiet,  trouvé  à  peu  près  la  même  vitesse 
du  son  à  Quito^  où  la  pression  barométrique  n'était  pas 
tout-à-fait  de  o™,55,  qu'à  Paris,  où  elle  s'élève  à  o^^yô. 
L'état  hygrométrique  de  l'air  doit  influer  un  peu  sur 
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la  valeur  de  a  :  la  densité  diminuant ,  toutes  choses 
d'ailleurs  égales,  à  mesure  que  l'air  contient  une  plus 
grande  quantité  de  vapeur,  la  vitesse  a  augmentera 
avec  le  degré  d'humidité;  mais  d'après  les  données 
du  n*  63i ,  à  la  température  de  18% 76,  par  exemple, 
la  densité  de  l'air  sec  excède  à  peine  de  -^ ,  celle  de 
l'air  chargé  du  maximum  de  vapeur;  ce  qui  ne  fait 
qu'une  variation  de  xf^  pour  la  vitesse  du  son  dans 
ces  deux  états  extrêmes  de  l'hygromètre. 

Dans  l'expérience  la  plus  récente  que  l'on  a  faite 
sur  la  vitesse  du  son,  les  commissaires  du  Bureau 
des  Longitudes  ont  trouvé 

a  =  340^,89, 

en  prenant  la  seconde  pour  unité ,  et  la  température 
de  l'air  étant  1 5*,9  du  thermomètre  centigrade.  Or , 
si  l'on  fait  dans  la  formule  {b) 

g  =  9^80896,     h  =  o",76,     5  =  10,462, 
a  =  0,00575,    6  =    i5%9,    y  =  1,5748, 

on  en  déduit 

a  =  337",07; 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  de  l'observation.  En 
prenant  (n*  657) , 

y  =  1,421, 

et  conservant  toutes  les  autres  données ,  on  trouve 

*•  a  z=  542^,69, 

dont  la  différence  avec  l'observation  est  en  sens  con- 
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traire  de  la  précédente,  et  toujours  très  petite.  Si 
Ton  se  sert  de  la  vitesse  observée ,  pour  détenniDer  la 
valeur  de  y  au  moyen  de  la  formule 


d'à 

y  = 


on  obtient  y  d'après  les  données  précédentes, 

y  s=  i,4^6i. 

•  665.  11  ne  faut  pas  perdre  de  vue,  en  comparant 
cette  dernière  valeur  de  >  à  celle  qui  la  précède, 
qu  elles  supposent  Tune  et  l'autre  la  dilatation  ou  la 
condensation  de  l'air  assez  rapide  pour  que  la  quan- 
tité de  chaleur  du  fluide  n'ait  pas  le  temps  de  varier 
sensiblement.  Or,  dans  la  propagation  du  son  àTair 
libre,  d'où  l'on  a  déduit  la  videur  y  =  1,4061,  il  est 
possible  que  la  chaleur  s'échappe  ou  revienne  plos 
facilement  sous  forme  rayonnante ,  que  dans  le  son 
produit  par  Tair  renfermé  dans  un  tube ,  dont  la  con« 
sidération  a  donné  l'autre  valeur  ysa  i,4^i,  et  où  la 
quantité  de  chaleur  de  chaque  couche  d  air  ne  peat 
guère  varier  que  par  le  contact  avec  les  parois  da 
tube.  Cette  remarque  pourrait  expliquer  la  dîflerenoe 
des  deux  résultats ,  et  porterait  à  penser  que  la  plus 
grande  valeur  de  y  est  la  plus  exacte. 

En  n'ayant  point  égard  à  cette  quantité,  la  vitesse 

du  son ,  réduite  à  1/  ^^  ,  est  celle  que  Newton  a 

donnée.  Elle  est  trop  petite  de  plus  ^un  sixième. 
Pour  qu'elle  s'accordât  avec  l'expérience,  Lagrange 
avait  remarqué  qu'il  faudrait  supposer  que  là  pression 
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variât  dans' un  plus  grand  rapport  que  la  densité,  et 
fût  proportionnelle  à  peu  près  à  la  puissance  f  ;  et , 
en  effet ,  en  négligeant  le  carré  4e  ^ ,  la  valeur  de  p^ 
dont  nous  avons  fait  usage  y  est 

P  =  g^K^  +  sY'^^ 

pour  la  densité  D(i  + j).  Mais  il  n^a  assigné  aucune 
cause  de  cette  variation  plus  rapide  de  la  force  élas- 
tique de  l'air;  et  c^est  Laplace  qui  Fa  attribuée,  le 
premier,  à  la  variation  de  température  dont  les  con- 
densations et  les  dilatations  alternatives  de  Tair  sont 
accompagnées  dans  le  phénomène  du  son. 

C'est  à  cette  même  cause  qu'est  due  la  propagation 
du  son  dans  la  vapeur  d'eau  au  maximum  de  densité. 
Si  l'on  fait  vibrer  un  corps  sonore  dans  un  vaisseau 
fermé,  qui  contienne  cette  vapeur  non  mélangée 
d'air ,  l'expérience  prouve  que  le  son  se  produit  dans 
cette  vapeur  et  s'entend  au  dehors.  Or,  si  la  tempé- 
rature de  la  couche  de  vapeur  adjacente  à  ce  corps 
sonore  n'était  pas  augmentée,  quand  elle  est  con- 
densée par  les  vibrations  de  ce  corps,  elle  se  réduirait 
en  eau  et  se  précipiterait  sur  ce  corps ,  puisqu'on  ja 
suppose  au  maximum  de  densité  relatif  à  la  tempéra- 
ture de  l'espace  où  'elle  se  trouve  ;  mais  sa  tempéra- 
ture augmentant  par  la  compression ,  la  couche  ad- 
jacente au  corps  sonore  peut  se  maintenir  à  l'état 
de  vapeur  :  elle  condense  ensuite  la  couche  suivante^ 
celle-ci ,  la  couche  qui  vient  après,  et  ainsi  de  suite; 
de  sorte  que  le  son  se  propage,  comme  dans  un  gaz 
permanent,  jusqu'à  la  paroi  intérieure  du  vase.  Les 
dilatations  des  couches  de  vapeur ,  qui  suivent  leurs 
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condensations ,  sont  accompagnées  d  une  diminution 
de  température,  qui  ne  les  réduit  pas  non  plus  en 
eau,  puisque  leur  4^nsité  diminue  en  même  temps, 
et  descend  au-dessous  du  maximum  relatif  à  la  tem- 
pérature de  l'espace  où  se  passe  le  phénomène. 

666.  En  considérant  l'eau  comme  un  fluide  un  peu 
compressible  et  parfaitement  élastique,  le  son  s'y 
propagera  suivant  les  mêmes  lois  que  dans  une  masse 
d'air.  Parvenu  à  la  surface  de  l'eau ,  le  son  sera  en 
partie  transmis  dans  Tair  extérieur,  et  en  partie  ré- 
fléchi dans  Teau  ;  dans  ce  prtage ,  la  direction  des 
ondes  sonores ,  transmise  et  réfléchie,  se  déterminera 
suivant  les  lois  de  la  réfraction  et  de  la  réflexion  de 
la  lumière.  La  vitesse  du  son  réfléchi  sera  la  même 
que  celle  du  son  direct,  et  les  rapports  des  intensités 
du  son  transmis  et  du  son  réfléchi  entre  elles  et  avec 
l'intensité  du  son  direct,  dépendront  du  rapport  des 
vitesses  de  la  propagation  du  son  dans  les  deux  mi- 
lieux superposés,  c'est-à-dire,  dans  l'air  et  dans 
l'eau.  Cest  ce  qu'on  peut  voir  dans  les  mémoires 
cités  au  commencement  de  ce  chapitre;  ici,  nous 
nous  bornerons  à  calculer  la  valeur  numérique  de  la 
vitesse  du  son  dans  une  masse  d'eau. 

D'après  ce  qu'on  a  vu ,  dans  le  cas  d'un  fluide  élas- 
tique, cette  vitesse  sera  la  même  que  si  l'eau  était  con« 
tenue  dans  un  tube  très  étroit  et  d'une  largeur  cons- 
tante; et,  dans  ce  cas ,  cette  vitesse  est  aussi  la  même 
que  celle  delà  propagation  du  mouvement,  suivant  la 
longueur  d'une  verge  élastique  de  la  même  matière 
que  l'eau.  Or,  supposons  qu'une  colonne  d'eau  con- 
tenue dans  un  cylindre  vertical ,  soit  chargée  d'un 
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poids  A  à  sa  partie  supérieure  ;  soient  l  sa  longueur 
naturelle  y  et  2—  J'I,  ce  qu'elle  devient  par  l'effet  de 
cette  pression  ;  de  sorte  que  J"  soit  une  fraction  très 
petite^  qui  exprime  la  condensation  du  liquide; 
soient  aussi  p  son  poids  ^  et  g  la  gravite  ;  si  Ton  fait , 
comme  dans  le  n^  494  » 

>  =  î'     f  =  ^> 

a  sera  la  vitesse  demandée ,  ainsi  qu'on  Fa  vu  dans  le 

»•  497-  ^  - 

Appelons  b  la  section  horizontale  de  la  colonne 

d'eau  ;  supposons  que  la  charge  A  soit  égale  au  poids 

d'une  colonne  de  mercure  qui  aurait  b  pour  base,  et 

dont  la  hauteur  serait  représentée  par  h;  d&ignons 

aussi  par  m  la  densité  du  mercure,  et  par  p  celle  de 

l'eau  ;  nous  aurons 

A  =  gmhb,    p  =  gplb; 
et  il  en  résultera 

en  sorte  qu'il  suffira  pour  calculer  la  valeur  de  a ,  de 
connaître  la  fraction  cT  relative  à  une  hauteur  don- 
née h. 

A  la  température  de  10  degrés  centigrades,   le 
physicien  anglais  Canton  a  trouvé 

<r  s=  0,000046, 

sous  une  charge  équivalente  à  la  pression  ordi- 
naire de  l'atmosphère.  Ce  résultat  a  été  confirmé, 
comme  on  l'a  dit  précédemment  (n^  SyS),  par  les 
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expériences  récentes  qu'on  a  faites  sous  des  pressions 
plus  considérables ,  et  qui  out  donné  une  condensa- 
tion proportionnelle  à  la  pression  et  égale  à  la  valeur 
précédente  de  S'y  pour  chaque  pression  atmosphéri- 
que. De  plus^  ces  expériences^  quelque  grande  qu  ait 
été  la  pression  y  n'ont  indiqué  aucune  augmentation 
sensible  de  température;  en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
de  croire*  que  la  propagation  du  son  dans  l'eau ,  soit 
accompagnée ,  comme  dans  Fair^  d'une  variation  de 
température  qui  puisse  influer  sur  sa  vitesse.  Cela 
étant,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  «T  dans  la  for- 
mule précédente ,  et  qu'on  y  fasse 

g  =  9»,8o896,     A  =  0^76,     y  =  13,5975, 

on  en  déduit 

a  =  i484"; 

de  manière  que  la  vitesse  du  son  dans  l'eau  surpasse 
le  quadruple  de  sa  vitesse  dans  l'air. 
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CHAPITRE  m. 

DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES  9  DANS  UNE  MYPOTHESE 

PARTICULIÈRE. 

.  <  •  •  • . 

-   667.  La  supposition  que  nous  admettons  dans  ce 
chapitre  est  connue  sous  la  dénomination  d'A^po- 
thèse  du  parallélisme  des  tranches.  Elle  consiste  à 
supposer  que  quand  un  fluide  pesant,  de  Feau,  par 
exemple,  s'écoule  dans  un  vase,  et  sort  par  un  ori- 
fice horizontal  pratiqué  au  fond  du  vase,  les  tranches 
horizontales  et  infiniment  minces  se  remplacent  suc- 
cessivement ,  en  demeurant  parallèles  à  elles-mêmes. 
Cela  revient  à  négliger  les  différences  des  vitesses  ver- 
ticales des  points  qui  appartiennent  à  une  même  tran- 
che horizontale,  et  à  regarder  chaque  tranche  comme 
composée  des  mêmes  points  du  fluide  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement.  On  néglige  aussi  les  vitesses 
horizontales ,  qu'on  suppose  très  petites  par  rapport 
aux  vitesses  verticale^ ,  et  qui  influent  peu  sur  la  vi- 
tesse verticale  commune  à  tous  les  points  d  une  même 
tranche.   Ces  suppositions  sont  d'autant  plus  con- 
formes à  Tobservation ,  que  les  dimensions  horizon- 
tales du  vase  varient  moins ,  et  que  leurs  différences, 
d'une  tranche  à  une  autre ,  sont  plus  petites  ^  eu  égard 
à :1a  hauteur  du  liquide  au-desesus  de  l'orifice.  Quand 
ces  conditions  sont  remplies ,  on  observe ,  en  efkt , 
2.  46 
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que  dés  parcelles  d'une  poussière  légère,  jetées  dans  le. 
liquida  et  eutralnéespar  son  mouvement,  se  meuvent, 
à  peu  près  verticalement ,  aveic  une  vitesse  à  peu  près 
égale  pour  toutes  les  parcelles  qui  se  trouvent  dans  une 
même  tranche  horizontale.  Mlea  conservent  ces  di- 
rections tant  qu'elles  ne  sont  pas  très  rapprochées  de 
Torifiee;  quand  eHes  eu  sont  à  de  petites  distances ,  et 
que  l'étendue  de  Torifice  diffère  notablement  de  celle 
des  sections  inférieures  du  vase,  elles  prennent  des 
directifm^  ol)liqiMP  »  qui  mootrent  qu'idon  le  {nral- 
lélismq  d^  trwqhw  cesse  d'4bre  admissible;  cmûj 
a  lif  II  de  croira  que  oea  légères  partiaulet  ^'attaditot 
au  liqviidf  »  et  premient  exactement  le  mouvenaeot 
4ea  points  awq«^  elle%  répondent 

PamllijnpQthèBfidii  iMV^Uéliamedes  trtncbea^  tdle 
que  ikW»  l'expliquona^M  9ura  doue  seulemmt  dan 
inoonQues  k  déterminer^  en  fonctions  de  deux  vw»* 
blea,  savoir  :  la  vitesse  d'une  tvanebe  quelconque  el  b 
pression  qu'eUfi  éprouve ,  en  fonctiona  de  la  distance 
.a  un  plan  borii^outal  et  du  temps^  L^a  queetioo  sem 
aiwi  réduite  à  s^  plus  grande  simplicité  ,  et  ansocfH 
tible,  comme  on  va  le  voir,  d'une  aolution  compiite^ 
daus  le  ca^  d'uu  Huide  homogène  et  incano^mMBtble. 

663.  Soient  ABC»  (  fig.  56  )  le  vaae,  AB  l'^rifiM 
horizont4 ,  ËF  le  niveau  du  liquide,  (k^  un  «m  ver^ 
tical  ^  SUIT  lequel  on  compte  les.  distances  des  trMidkcs 
horiwntales  à  un  point  fixe  0 ,  ou  au  plan  horivm^ 
tal  mené  par  ce  point.  Soit  aussi  MNMW  une  tmn-- 
cbe  quelconque,  comprise  entre  deux-sections bori^ 
zontales  MN  et  M'N'  du  vaae,  dont  la  distance  au 
poiut  Q  est  4^  au  bout  du  tesips  i  quekcmque,  et 
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dont  TëpaMear  est  dx.  Appelons  p  sa  viftesse  au 
même  instant  ^  et  /i  la  pression  rapportée  à  Fnnité  de 
surface ,  qui  a  lieu  sur  la  base  supérieure  MN ,  et  est 
transmise^  par  le  fluide,  sur  la  base  inférieure  MTI' 
et  sur  les  parois  MM'  et  NN'  du  vase.  Désignons  par^ 
Taire  de  la  section  MN  du  vase ,  qui  sera  donnée , 
dans  chaque  exemple,  en  fonction  de  x.  Enfin, 
soient  g  la  gravile  et  p  la  densité  constante  du 
fluide  ;  la  question  consistera ,  comme  on  vient  de  le 
dire,  à  déterminer  les  valeurs  de  p  et  p  en  fonctions 
de  téix. 

La  masse  de  la  tranche  que  nous  considérons  sera 
le  produit  pjrdx  de  la  densité  p  et  de  son  volume  ^"^ilr. 
Si  elle  était  libre,  sa  vitesse  augmenterait  de  g(k^ 
pendant  l'instant  dt\  elle  augmente  réellement  de 
d»  ;  la  vitesse  perdue  est  donc  gdt'-^dp  ;  et  Ton  a 

pour  la  force  perdue ,  c'est-à-dirë ,  pour  la  partie 
du  poids  gpjdx  détruite  par  la  pression  des  autres 
tranches.  D'après  le  principe  de  D'Alembert ,  il  y 
aura  donc  équilibre  dans  le  fluide,  si  Fou  suppose 
touicB  aee  tranches  sollicitées  par  de  semblables 
forces;  àam  cet  état,  la  pression  pjr  qui  a  lieu  sur  la 
base  supérieure  MN  de  la  tranche  pjrdcc,  se  transmet- 
tra, en  niîsoci  des  sur&ces  (  n**  577),  sur  la  base  în- 
férieuve  M'N',  et  deviendra ,  coaséquemment ,  py\  en 
désignant  par  j'  Taire  de  M'N'  j  par  conséquent ,  s^ 
Ton  ajmte  à  cette  pression  transmise,  la  force  motrice 
précédente ,  en  aura  la  pression  totale  exercée  sur 

46,. 
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M'N'î  et  en  représentant  par  p'  cette  pression ,  >ap- 

!portëe  à  Tunité  de  surface ,  il  en  résultera 


py  =  /!/  +  (g  -  ^)pj^- 

Or,  les  quantités  p'  et  y  sont  ce  que  deviennent  p 
et  j,  quand  on  y  met  x  +  djcBn  lieu  de  x  ;  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on 
aura,  donc 

et^  conséquemment, 

ce  qui  réduit  l'équation  précédente  à  celle-ci  : 

que  Ton  obtient  aussi  en  mettant  g  "^  ^  ^  l^  place 

de   X  dans    la  troisième  équation  d*équilibr6  du 

n^  583. 

669.  La  seconde  équation  nécessaire  pour  déter^ 
miner  les  deux  inconnues  p  ttVf  sera  fonrjiie'par  la 
considération  de  Tincompressibilitédu  fluide.  lien  ré- 
sulte que  le  volume  du  fluide  qui  passe,  pendant  Tins- 
tant  dt ,  par  chaque  section  hori^ntale  du  vase ,  doit 
être  le  même  pour  toutes  les  sections  ;  par  conséquent, 
les  vitesses  du  fluide  qui  répondent ,  en  même  temps^  k 
deux  sections  différentes  du  vase,  doivent  être  réci- 
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proqaement  proportionnelles  aux  aires  de  ces  sec- 
tions. Si  donc  on  appelle  u,  au  bout  du  temps  /  ^  la 
vitesse  qui  a  lieu  à  Torifice  horizontal  AB  ;  que  Ton 
représente  par  cl  1  aire  de  cet  orifice ,  et  que  Ton  com- 
pare, cette^yitesse  à  celle  qui  répond  à  la  section  quel- 
conque MN ,  on  aura 

u  :  u  ::  a  i  jr; 

d'où  Ton  tire 

P    ='    — .    ^-  (2) 

Dans  cette  valeur  de  <^^  li  est  une  fonction  de  ^^  et 
j  une  fonction  de  ^  ;  on  peut  donc  en  prendre  la 
dijQTérentieUe  par  rapport  à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces 
deux  variables  :  la  dilSerentielle  relative  à  x  expri- 
.  merait  la  di£fërence  entre  les  vitesses  de  deux  tran- 
ches consécutives  y  qui  ont  lieu  au  même  instant  ;  en 
différentiant  par  rapport  à  ^ ,  on  aurait  la  différence 
entre  les  vitesses  de  deux  tranches  du  fluide^  qui  ré- 
pondent successivement  à  la  même  section  du  vase  ; 
ipais  pour  avoir  la  différence  entre  les  vitesses  succes- 
sives d'une  même  tranche  ^  qui  se  déplace  pendant 
l'instant  dt^  il  faut  '  différentier  à  la  fois  la  valeur 
de  9  par  rapport  aux  deux  variables  t^XXy  en  con- 
sidérant la  seconde  comme  une  fonction  de  la  pre« 
mière  \  ce  qui  donne 

dv  .         A  du    '  '    AU  djr  dx 
dT     .     j  dû  '^  jr^  âx  di* 

dx 

On  a  d'ailleurs^  H^^^*'  ®*^"  ayant  égard  à  l'équa- 
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tion  (il),  il  ea  résulte 

dv   ^^^   (t  du  «t*u*  dx 

dî    '^  y  di  '^   dx* 

C'est  cettt  valeur  de  ^  qu'A  faut  eni|Jojer  dans 
l'équation  (i),  qui  devient,  en  conséquence , 

àp  dp    du  ct*«»   ^ 

Tbc  —  ^^'^JH'^y^dx 

Je  multiplie  ses  deux  membres  par  dx  ;  j'intègre  en* 
suite  par  rapport  à  j?  ;  et  en  observant  qu'alors  les 

quantités  ^^^27  ^^^"^^^^  ^^  regardées  comme  des 
constantes,  il  vient 

é  étant  la  constante  arbitraire  qui  peut  être  une  fonc- 
tion  de  t.  Pour  la  déterminer,  je  représjsnte  par  ^tt  la 
pression  atmosphérique ,  et  je  suppose  que  ce  soit 
celle  qui  a  lieu  à  la  surface  supérieure  EF  du  liquide. 
Avant  que  le  mouvement  commence,  cette  surface 
est  horizontale;  et  comme  on  admet  que  chaque 
tranche  horizontale  se  compose  constamment  des 
mêmes  points  du  fluide,  il  s'ensuit  que  la  surface 
EF  demeurera  horizontale  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Au  bout  du  temps  t ,  je  désigne 
par  8  la  distance  de  EF  au  point  0 ,  et  par  g^  l'aire 
de  cette  section  variable  du  vase,  de  sorte  que  œ 
soit  la  même  fonction  de  G  que  /  est  de  or  ;  on 
aura  à  la  fois 
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«tti  l'oti  rappodé  que  rîMégrald  T^  cùminetice  a 
a:  s±5  d  ^  rëqaatîon  précédente  donnera 


•  —  ^  +'ÎS-  —  ffpflj 


au  moyen  de  quoi ,  cette  équation  deviendra 
,».+g,(.-^-^t/^_f(^_l>  (5) 

Les  équations  (a)  et  (3)  ferofit  Muoâltre  immédîtt-' 
tement  les  valeurs  des  deux  inconnues  p  et  p,  lors- 
qu'on aura  déterminé  la  valeur  de  u» 

670.  Pour  ce]a^  j'observe  que  la  pression  qui  a 
lieu  à  Torifice  AB  sîera  donnée  :  si  le  liquide  s'écoale 
dans  l'air  libre ,  elle  sera  la  pression  atmosphérique^ 
comme  h.  son  niveau  EF  ;  s'il  s'écoule  dans  le  vide , 
elle  sera  zéro;  pour  plus  de  généralité  »  je  supposerai 
que  l'éconlement  a  lieu  dans  un  air  dont  la  force 
élastique  est  égale  à  la  pression  4r,  diminuée  de  là 
pression  gpc  correspondante  h  une  hauteur  donnée  c 
du  liquide  ;  en  sorte  qu'en  appelant  /  la  distance  de 
Torifice  AB  au  point  0 ,  6n  aura  constamment 

pottt  Xi:^  L  J'appelle  ausâî  h  la  hauteur  du  niveau  ËF 
du  liquidé  âU-Hlessu^  de  cet  orifice^  ou  ta  différence 

2  -^  6  y  et  je  représente  par  ^.  la  valeur  de  l'intégmle 


/ 


^>  étendue att  volume  eùtieif  du  liquide;  demu^ 
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nière  que  A  soit  une  ligne,. doat  la  jongaeur  sera  une 
fonction  de  h ,  dépendante  de  la.  figure  du  vase ,  et 
donnée  dans  chaque  exemple.  A  l'orifice ,  on  aura 
donc  ,  en  même  temps ,  la  valeur  précédente  d&/?j  et 

jr^a,     x^l=.Q  +  h,    j  ^        -  =  -; 

par  conséquent,  l'équation  (5),  appliquée  à  cette  sec« 
tion  du  vase ,  deviendra 

en  faisant ,  pour  abréger ,  '  < 


On  peut  remarquer  que  cette  quantité  numérique 
ff*  sera  toujours  une  quantité  positive  et.  mgindre 
que  l'unité  ;  car,  pour  qu'elle  devînt  négative,  il  fan- 
drait  que  Faire  de  la  plus  petite  section  du  vase 
surpassât  celle  de  l'orifice,  et  le  liquide  se  détacbe- 
rait  du  vase  à  l'endroit  de  cette  section  minimay  qui 
deviendrait  le  véritable  orifice  par  lequel  l'écoule- 
ment  aurait  lieu. 

Lorsque  le  niveau  du  liquide  sera  entretenu  à  une 
hauteur  constante  au-dessus  de  l'orifice,  les  trois 
quantités  A,  fl.  A,  seront  des  constantes  données,  et 
l'équation  (4)  suffira  pour  déterminer  la  valeur  de  u 
en  fonction  de  t.  Quand  le,niveau  £F  s'abaissera  pen- 
dant l'écoulement  du  liquide,  h  sera  une  variable 
qu'il  faudra  aussi  déterminer  en  fonction  de  t.  Or,  à  ce 

niveau,   on  a^=o  et  t^  =  Tr;  et  à  cause  que  t 
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somme  fl+Â  est  une  œnstante  Z,  on  a  aussi  jps — -^z 
en  yejtu  de  l'ëqualion  (2)  on  aura  donc 

7.+"="»  (5) 

et  lesyaleurs  de  1^  et  A  dépendront  des  deux  équations 
difierentielles  (4)  et  (5),  qui  sont  du  premier  ordre. 
On  détennînera  les  deux  constantes  arbitraires  que 
leurs  intégrales  contiendront  ^  au  moyen  de  la  hau-« 
teur  initiale  du  liquide ,  et  en  observant  qu'on  a 
i^  i=:  o ,  à  Tongine  du  mouvement. 

Soit  que  le  niveau  s'abaisse  ou  qu  il  ne  varie  pas^ 
si  l'on  appelle  q  le  volume  du  liquide  sorti  du  vascf     . 
au  bout  du  temps  ^ ,  sa  différentielle  sera  égale  au 
volume  euidù  de  la  tranche  qui  traverse  Torifice  AB 
pendant  l'instant  dt;  on  aura  donc 

dq  =?  audt,     q  =3  afudt; 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse 
quand  ^=:o.  .        -  -     » 

Nous  allons  appliquer  successivement  ces  différentes 
formules  aux  deux  cas  du  niveau  constant  et  du  ni- 
veau variable. 

671.  Dans  le  premier  cas  ^  l'équation  (4)  donne 

d'où  l'on  tire  ^  en  mettant  h  au  lieu  de  A-f-c,,  et 
intégrant      '  .  j 

.  A<  =        '—  log  ^g+^: 
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on  n'ajoute  pas  'de  constante  arbitraire ,  paite  qu'on 
doit  avoir  u:=so,  quand  t=so.  On  pourra,  sans  chan- 
ger cette  formule ,  regarder,  à  volonté,  Ç  et  v/agA , 
comme  des  quantités  positives  ou  négatives  ;  nous  les 
supposerons  positives.  L'on  aura  réciproquement , 

y/^^eu^{^/2gh^eu)e  *       ,    (6) 

en  désignant ,  comme  à  Tordinaire ,  par  e  la  base  des 
logarithmes  népériens.  A  mesure  que  t  augmentera, 
le  second  membre  de  cette  équation  diminuera;  au 
bout  d'un  certain  temps ,  il  sera  sensiblement  nul  ; 
et  à  partir  de  cette  époque,  la  vitesse  u  aura  une 
Valeur  à  peu  près  constante ,  savoir  : 

En  chaque  point  du  vase,  la  pression  ^  et  la  vitesse  u 
varieront  avec  la  vitesse  i^,  et  deviendront  sensi- 
blemenl  constantes  en  même  temps  que  u.  Si  Ton 

fait  ^  s=s  o ,  dans  la  formule  (5) ,  et  qu'on  y  mette 

pour  u  sa  valeur  précédente,  on  aura 

pour  la  valeur  finale  àt  p,  relative  au  point  quel- 
conque  M. 

Dans  l'état  d'équilibi^^  la  pression  en  w  point 
serait  ^H-gpC^*—  6)  ;  elle  est  donc  augmentée  on  di«- 
minuée  par  le  mouvement  du  liquide ,  selon  que  le 
dernier  tenue  de  cette  formule  est  positif  ou  négatif. 
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c'est-à-dire  p  selon  que  k  secdpn  horiaontale  UN  on 
j^  est  plias  gnode  ou  plus  petite  que  la  section  EF 

ou  Où. 

Jj'équation  (6)  donne 


àcausede^ss^^iftiir^  etde^cso  quandf  ao,  on 
aura  donc 

pour  le  volume  de  liquide  sord  du  vase  pendant  le 
temps  /•  Au  bout  d'un  certain  temps,  on  pourra  né- 
gliger la  seconde  exponentielle,  par  rapport  à  la 
première ,  et  Ton  aura  simplement 

9=  — c — -ej*^s^- 

Le  premier  terme  est  le  volivne  correspondant  à  la 

vitesse  constante  -s  \/:igA  de  Tëcoulement;  le  volume 

total  est  plus  petit ,  parce  qu'au  commencement  la 
valeur  variable  de  tt  est  moindre  que  cette  vitesse 
finale. 

673.  Dans  le  cas  du  niveau  variable^  je  considère 
u  comme  une  fonction  de  A,  et  j'élimine  dt  entre  lea 
équations  (4)  et  (5);  ce  qui  donne 
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en  comprenant  toujours  la  constante  c  dans  h.  J'ap-» 

pelle  z  la  hauteur  due  à  la  yîtesse  u^  de  sorte  <{u*on  ait 

li*   s=:   2g2^      udu  =  gdz. 

L'ëquatipn  précédente  se  change  en  une  équation 
linéaire,  savoir  : 

5ft---ir^  +  -^.=  o,  (7) 

dont  rintégrale  s'obtiendra ,  comme  on  sait,  sous 
forme  finie. 

Connaissant  s  et  <i  en  fonctions  de  A,  l'équa- 
tion (5)  donnera  t  en  fonction  de  A ,  par  une  in- 
tégration immédiate  ;  en  sorte  que  Ton  connaîtra  le 
temps  écoulé/  quand  le  niveau  du  liquide  sera  à  une 
hauteur  h  au-dessus  de  l'orifice ,  et ,  réciproquement^ 
la  hauteur  h  du  niveau  EF  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque U  On  aura  le  temps  entier  de  l'écoulement 
de  tout  le  liquide,  en  intégrant  la  valeur  de dt  depuis 
la  valeur  initiale  de  h  jusqu'à  A  =  o.  Quant  au  vo- 
lume q  du  fluide  écoulé,  il  sera,  à  chaque. instant, 
égal  au  volume  du  vase  compris  entre  le  niveau  va- 
riable et  le  niveau  initial. 

673.  Supposons ,  par  exemple ,  que  le  vase  soit  un 
cylindre  vertical ,  temiiné  par  un  segment  de  surface 
dont  la  flèche  est  très  petite  et  dans  lequel  est  percé 
l'orifice  horizontal  AB.  Soient  a  l'aire  constante  de 
la  section  horizontale  du  cylindre ,  et  n  le  rapport  de 
ak  a,  de  sorte  qu'on  ait 

«  s=s  -,     b*  =  — p-. 

71  '  H* 
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En  faisant  abstraction  du  segment  inférieur  du  yàse 
qu'on  suppose  très  petite  on  pourra  prendre 

I         h 

i 

dans  réquation  (7),  qui  deviendra  alors 

5j-i-^  +  n'  =  o. 
Son  intégrale  complète  est 

zz:zCh' 


n*— 1  n*A 


a—  n»' 


en  désignant  par  C  la  constante  arbitraire.  Si  on  ap« 
pelle  H  la  valeur  initiale  de  A,  il  faudra  que  is  s'éva- 
nouisse pour  A  =  H  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

d'où  il  r&ultera ,  à  un  instant  quelconque , 
^  =  _^^  (H"-"'*"*-'  -  h). 


On  aura ^  en  même  temps, 


«  =B  n  V^ghV ^zur* — 


(8) 


et,  en  vertu  de  l'équation  (5), 


^  =  -  -^  \/-^^^^ 


C'est  donc  cette  formule  qu'il  faudra  intégrer  pour 
obtenir  t  en  fonction  de  h.  Dans  le  cas  de  n  as  i  ^  on 
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aura 

J!.  «f* 

d'oit  l'on  tire 

et,  par  conséquent^ 

comme  cela  doit  être ,  puisque  Torifice  étant  alon 
égal  à  la  base  du  cylindre ,  le  mooyement  du  fluide 
doit  être  le  même  que  celui  d'un  corps  solide  pesant 
qui  tombe  dans  le  ride.  La  formule  (9)  s'intègre 
encore  soos  forme  finie,  lorsqu'on  a  /i*=:  5  ;  et  œh 
n'a  lieu  que  pour  cette  valeur  et  pourn^s=s  t.  Mais 
son  intégrale  définie ,  prise  depuis  As  H  jusqu'à 
hzrzOf  qui  exprime  le  temps  de  Técoulement  entier 
du  liquide  I  pourra  toujours  se  réduire  à  des  trans- 
cendantes que  M.  Legendre  a  nommées  intégrales 
Euleriennes  de  la  seconde  espèce,  et  dont  il  a  donné 
des  tables  numériques.  «Tai  efiectué  ai}leQrs  cette 
réduction  (^)  ;  ici  je  me  bornerai  à  appliquer  la  for- 
mule (g)  au  cas  de  n'  =  a ,  où  elle  se  présente  sous 
la  forme  ^. 

D  après  la  règle  ordinaire ,  sa  véritable  valeur  est 


-^ = -  ï^.  ('»«•  ?)■* 


<*)  Correspondance  sûr  FÈcôle  Pofyiechni^ue ,  tome  III 1 
page  afi4^ 
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Or ,  si  Ton  fait 


h  =  He-*»%     d%  as  ~  4a€r'^*xdxi 
il  en  résultera 

Les  limites  relatives  à  or ,  qui  répondent  à  A  =  R 
et  A  =:=:  o ,  seront  j?ss=oetx  =  ob;si  donc  on 
appelle  T  le  temps  de  Téconlement  total ,  on  aura 

en  observant  ^e  riolégrale  /     er'^dx  est  la  moi-* 

tîé  de   f     e^^dxj  cjuî  a  \/5ir  pour  valeur,  comme  on 

Ta  vu  dans  le  n^  5i:>,  Il  s'ensuit  que  le  temps  T  est 
celui  des  petites  oscillations  d'un  pendule  simple  ;i 

dont  la  longueur  serait  -  H« 

674*  Lorsque  Forifice  AB  est  très  petit  par  rap- 
port aux  sections  horiflontales  du  vase^  on  pettt  n^ 
gUger  le  terme  multiplie  par  it  dans  l'équation  (4)9 

à  moioa  que  le  £u:tear  ^  ne  soit  très  grand }  co 

qui  a  lieu,  en  effet,  au  commencement  dn  natoa- 
vement ,  ou  la  vitesse  u  varie  ayec  une  grande  ra^ 
pidité»  On  peut  aussi  y  mettre  l'unité  k  la  place 
de  C;  et  alors,  soit  que  le  niveau  EF  s'abaisse  ou 
qu'il  ne  varie  pas ,  l'équation  (4)  se  réduit  à 

g(h  +  c)  —  \u-  ==  o,- 
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d'où  l'on  tire  

n=:V/âg(A  +  c). 

U  en  résulte  ce  théorème  :  que  la  vitesse  d'un  liquide 
qui  sort  d'un  vase  par  un  très  pelît  orifice ,  est  égale  à 
celle  qu'un  corps  pesant:àcquerrait  en  tombant  dans 
le  vide ,  d'une  hauteur  égalé  à  celle  du  niveau  da 
liquide  au-dessus  de  cet  orifice ,  quand  les  pressions 
supérieure  et  inférieure  sont  égales,  ou,  plus  géné- 
ralement, de  la  hauteur  du  niveau,  augmentée  de  la 
constante  c,  quand  ces  deux  pressions  sont  inégales. 
Dans  le  cas  du  niveau  constant ,  ce  théorème  ré- 
sulte de  la  valeur  finale  de  u ,  trouvée  dans  le  n*»  671, 
en  y  faisant  €  =  1.  Il  résulte  aussi  de  la  formule  (8), 
appliquée  au  cas  où  ti  est  un  très  grand  nombre,  afia 
que  l'orifice  a  soit  une  très  petite  partie  de  la  section 
horizontale  a  du  cylindre.  On  peut  alors  mettre  n*  à 
la  place  de  n'  —  a  ;  ce  qui  change  d'abord  la  for- 
mule (8)  en  celle-ci  :  ' 

»  •  - 

Or ,  dès  que  h  sera  notablement .  moindre  que  H , 
k  puissance  n*  du  rapport  jj  sera  une  très   petite 

fraction ,  et  cette  valeur  de  u  se  réduira,  à  très  peu 

près,  à  w=V/2gA.  », 

-  L'orifice  AB>  étant  très  petit,  si  la  section  MN 

n'est  pas  très  voisine  de  cette  ouvmtare,  le  rap- 

pQrt  —,  qui  entre  dans  la  formule  (5),  sera  très 
•/ 

petit  ;  le  rapport  —  l'est  également  ;  on  pourra  donc 
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supprimer  le  dernier  terme  de  cette  formule;  et  si 
l'on  néglige  aussi  le  terme  multiplié  par  a,  elle  se 
réduira  à 

/)  =  oar  +  gp(x  —  fl); 

d'où  l'on  conclut  que ,  dans  le  cas  d'un  très  pelit 
orifice  9  la  pression  en  tous  les  points  du  vase  éloi- 
gnés de  cette  ouverture,  est  sensiblement  la  même 
pendant  le  mouvement  que  dans  l'état  d'équilibre. 
675.  L^hypothèse  du  parallélisme  des  tranches 
exige,  en  général,  que  l'orifice  soit  horizontal;  mais, 
dans  le  cas  d'un  très  petit  orifice ,  00  l'admet  encore 
lorsque  le  liquide  s'écoule  par  une  ouverture  laté<- 
raie,  dont  le  plan  a  une  inclinaison  quelconque,  et 
peut  même  être  vertical.  L'observation  fait  voir  quV 
lors  le  liquide  situé  à  peu  de  distance  au-dessùus  de 
cette  petite  ouverture ,  demeure  stagnant,  et  que  les 
tranches  horizontales  situées  à  une  pareille  distance 
au-dessus  de  cette  même  ouverture ,  descendent  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes;  en  sorte  que  le  parallé«» 
lisme  des  tranches  n'est  troublé ,  comme  dans  le  cas 
d'un  petit  orifice  horizontal^  que  pour  la  partie  du 
liquide  très  voisine  de  l'orifice.   On  pourra  donc 

prendre  \/2g  {h  -H  c) ,  pour  la  vitesse  d'un  liquide 
qui  s'écoule  par  une  très  petite  ouverture,  quelle  que 
soit  l'inclinaison  de  cet  orifice;  h  étant  la  hauteur  va- 
riable ou.coQstante  du  niveau  du  liquide  au-dessus 
du  centime  de  l'orifice,  et  c  la  constante  provenant  de 
la  différence  des  pressions  extérieures  qui  répondent 
à  ce  niveau  et  à  cette  ouverture.  Si  le  vase  est  place 
dans  le  vide,  de  sorte  que  les  deux  pressions  et  celte 
2.  ^  47 
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constante  soient  nulles^  las  molécules  du  liquide  an-- 

ronty  en  sortant  du  vase,  la  vitesse  S/^gk  due  à  la 
hauteur  h,  qui  est  aussi  la  vitesse  nécessaire  pour 
s'élever,  dans  le  vide ,  à  celte  hauteur  (  n"*  1 5o  ).  Par 
conséquent,  si  Ion  donne  au  fluide,  au  moyen  d*un 
tuyau ,  une  direction  verticale,  il  remontera,  au  de* 
hors,  à  la  hauteur  de  son  niveau  intérieur;  ce  qui 
est>  en  effet  »  conforme  à  l'expérience.  Géné^lement, 
les  molécules  du  fluide  décriront  dans  le  tide,  après 
un  très  court  intervalle  de  temps ,  des  paraboles  dont 
la  tangente  à  leur  point  de  départ  dépendra  de  la 
direction  du  jet,  et  le  paramètre  ,  de  la  hauteur  h  ou 
A  -f-  c,  si  la  constante  c  n'est  pas  nulle. 

La  pression  p  sera  sensiblement  la  même  que  dans 
letat  d'équilibre,  excepté  à  l'oriflce,  où  elle  sera 
égale  à  ^-^gfc,  au  lieu  de  ^-^gfh.  Or,  si  elle 
était  aussi  égale  à  ^  '+'  gfh  sur  cette  partie  du 
vase ,  les  pressions  horizontales  se  détruiraient , 
les  pressions  verticales  se  réduiraient  au  poids  du 
liquide ,  augoienté  de  la  pression  ntœ  qui  a  lieu 
sur  la  surface  du  niveau  ;  d'où  Ton  peut  conclure 
que,  dans  l'état  de  mouvement,  la  charge  totale 
que  le  vase  aura  à  supporter  se  composera  de  la 
pression  verticale  qui  aurait  lieu  dans  l'état  deqvi*^ 
libre ,  et  d'une  force  normale  au  plan  de  Torifioe , 
dirigée  de  dehors  en  dedans  du  vase,  et  égale  à 
l'excès  de  la  pression  (<^ "+* gfk)  a  sur  la  pression 
(<rr  —  gfc)  a  ,  ou  à  gf(h'i-c)a  ,  en  désignant  tou- 
jours par  et  l'aire  très  petite  de  cet  orifice. 

676.  Dans  le  cas  d'un  niveau  constant  et  d'un  ori- 
fice très  petit,  horizontal  ou  incliné,  la  dépense  peu* 


HYDUODYNAMIQUE.  ^Sy 

dant  le  temps  t ,  c'est-4i*dire,  le  volume  ^«du  liquide 
qui  sort  du  vase  avec  la  vitesse  \/:tgh ,  sera 


q  =z  at  \/2gh  ;  ' 

ce  qui  résulte  aussi  de  la  valeur  finale  de  q  trouvée 
dans  le  n*  671,  en  y  négligeant  le  carré  de  cl.  Maïs  on 
ne  doit  pas  oublier  que  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches ,  sur  laquelle  cette  valeur  de  q  est  fon- 
dée,  n'est  qu'une  approximation  dont  le  degré  d'exac- 
titude ne  peut  pas  être  évalué  à  priori,  et  dont  les 
résultats  ne  doivent  pas  être  employés  sans  restric- 
tion. Or^  l'expérience  ne  s'accorde  pas  toujours  avec 
cette  valeur  théorique  de  la  dépense. 

Si  la  paroi  du  vase  n'est  pas  très  mince,  et  que 
l'ouverture  pratiquée  dans  son  épaisseur  soit  évasée 
intérieurement,  de  telle  sorte  que  le  fluide  qui  s'é- 
coule hors  du  vase  soit  un  cylindre  vertical ,  ou  un 
cylindre  recourbé  dont  les  sections  normales  soient 
constantes  et  égales  à  l'aire  a,  de  l'orifice ,  prise  sur 
la  sur&ce  extérieure  du  vase;  dans  ce  cas,  disons- 
nous  ,  la  dépense  observée  s'accorde  avec  la  valeur 
précédente  de  q.  Mais  dans  le  cas  d'un  orifice  en 
mince  paroi,  la  dépense  observée  est  toujours  pro- 
portionnelle à  l'aire  de  l'orifice ,  et  à  la  racine  carrée 
de  rélévation  du  niveau ,  comme  dans  la  formule 
théorique  ;  mais  elle  s'écarte  de  cette  formule  (fans 
sa  valeur  absolue,  qui  en  diffère  par  un  facteur  à  peu 
près  constant  et  moindre  que  l'unité.  D'après  les 
expériences  qui  méritent  le  plus  de  confiance  »  ce 
£atcteur  est  0,62;  en  sorte  que  la  valeur  de  q^  dont  on 
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fait  dsage  dans  la  pratique ,  est 

q  =  (  0,62  )  At  s/^gh, 

pour  UD  très  petit  orifice  en  mince  paroi ,  et  une 
hauteur  du  niveau  assez  grande  par  rapport  aux^  di- 
mensions de  cette  ouverture ,  horizontale  ou  inclinée. 
On  attribue  cette  différence  aux  directions  incli- 
nées que  prennent  les  molécules  du  liquide  en  ap- 
prochant de  Torifice,  que  je  suppose  horizontal,  pour 
lixer  les  idées; ^directions  quelles  conservent  après 
avoir  traversé  la  mince  paroi  du  vase.  Il  en  résulte 
que  la  veine  fluide  extérieure  se  rétrecit,  jusqu'à  une 
petite  distance  du  vase,  où  la  section  transversale 
est  à  son  minimum  ,  pour  devenir  ensuite  constante. 
Ce  phénomène  est  ce  qu'on  appelle  la  contraction 
de  la  veine  fluide.  L'écoulement  du  fluide  est  le 
même  que  si  l'orifice  était  la  section  de  la  veine  à 
l'endroit  de  sa  plus  grrnde  contraction ,  de  manière 
que  si  Ton  désigne  par  ai!  l'aire  de  cette  section ,  et 
par  h'  sa  distance  constante  au  niveau  du  liquide ,  la, 

dépense   sera  exprimée   par  ct!t\/:tgh' ^  ou,  à  très 

peu  près,  par  a/t  \/2gh ,  à  cause  du  peu  de  différence 
de  K  et  h;  or,  en  effet,  par  des  mesures  directes  de 
la  section  cl'  comparée  à  l'orifice  a,  on  trouve  que 
ces  deux  quantités  sont  dans  un  rapport  à  peu  près 
indépendant  de  // ,  et  que  Ion  a  constamment 
a!  =  (0,62)  et. 

Si  l'on  adapte  à  l'orifice  en  mince  paroi,  un  aju- 
tage cyY\xïAv\t\ne  en  dehors  du  vase,  per'pendiculaii^e  au 
plan  de  l'orifice,  et  par  lequel  l'écoulement  aura  lieu. 
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rexpérlence  montre  que  la  dépense  est  augmentée,  et 
peut  s  élever  aux  quatre  cinquièmes  du  résultat  de  la 
théorie*  Si  cet  ajutage  est  enfoncé  dans  l'intérieur 
du  vase,  la  dépense  est,  au  contraire,  diminuée,  et 
réduite  à  moitié  de  la  dépense  théorique  ;  en  sorte 
que,  dans  la  valeur  précédente  de  </,  le  facteur  0,62 
doit  être  remplacé  par  0,80  dans  le  premier  cas ,  et 
par  o,5o  dans  le  second.  Je  me  borne  à  citer  succinc- 
tement ces  résultats  de  l'observation ,  qui  n'ont  été 
ramenés,  jusqu'à  présent,  a  aucune  théorie/ 

677.  On  admet  aussi  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches  dans  le  mouvement  d'un  fluide  élasti- 
que  qui  sort  d'un  vase  par  un  orifice  quelconque  ;  et 
elle  s'écarte  peu  de  la  vérité ,  quand  les  sections  du 
vase,  parallèles  au  plan  de  l'orifice,  ne  difierentpas 
beaucoup  l'une  de  l'autre,  et  que  la  longueur  du  vase 
est  assez  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions. 

Dans  ce  cas ,  on  peut  faire  abstraction  de  la  pesan- 
teur, et  supposer  que  le  mouvement  soit  uniquement 
dû  à  la  force  élastique  du  fluide ,  plus  grande  ou  plus 
petite  à  l'intérieur  du  vase  qu'en  dehors.  On  suppri- 
mera donc  le  terme  dépendant  de  g  dans  l'équa- 
tion (1),  qui  convient  aux  liquides  et  aux  fluides 
élastiques.  De  plus,  la  différentielle  de  p,  qu'elle 
ixîuferme ,  devant  être  prise  par  rapport  à  f  et  à  la 
variable  x  considérée  comme  fonction  de  ^,  on  aura 

et,  comme  on  a  aussi  -j  =  (^^  cette  équation  de- 
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viendra 

£+  P-S  +  P«'5i  =  o.  (a) 

Le  fluide  étant  compresible  ^  il  n'en  passera  pins 
un  même  volume,  à  chaque  instant,  par  tontes  les 
sections  do  vase ,  et  Téquation  (2)  n'anra  pas  lieu.  La 
masse  de  fluide  qui  passe  pendant  l'instant  dt  par  la 
seetion  MN,  sera  égale  k  pjrudti  ce  sera  cette  même 
masse  qui  passera ,  l'instant  d'après ,  en  changeant  de 
volume,  parla  section  M'N';  et  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  ^  sa  grandeur  ne  variera  pas«  La  dif- 
férentielle du  produit  pjri^,  prise  par  rapport  à  ^  et 
à  la  variable  a:  considérée  comme  une  fonction  de  /, 
sera  donc  nulle  ;  et  à  cause  que  j^  n'est  fonction  que 

de  jc,  et  qu'on  a  2- =  i',  on  en  conclura 

Enfin ,  si  l'on  suppose  que  la  température  demeure 
constante  pendant  le  mouvement,  dans  toute  la 
masse  du  fluide ,  on  aura 

k  étant  tfû  coefficient  constant  et  donné. 

Cela  posé ,  en  mettant  y  au  lieu  de    p  dans  les 

équations  (a)  et  (b) ,  on  aura  deux  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  ,  pour  déter- 
miner ,  en  fonctions  de  x  et  ^ ,  les  deux  inconnues  ^ 
et  p  du  problème.  Elles  ne  sont  pas  intégrables  sous 
forme  finie  j  et  les  valeurs  de  i^  et/?  ne  pourmnt  s'ob- 
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tenir  que  par  approxinialîon.  Ces  valeurs  renferme- 
ront deux  fonctions  arbitraires ,  que  Ton  détermi- 
nera d'après  deux  conditions  particulières;  pour  cela, 
je  supposerai ,  d'une  part ,  que  l'écoulement  ait  lieu 
a  l'air  libre,  en  sorte  qu'en  désignant  par  ^  la  près-* 
sion  atmosphérique,  rapportée  à  l'unité  de  surface, 
on  ait  constamment  p  3=  <tr,  à  l'orifice  AB.  D'un  autre 
côté,  je  supposerai  aussi  que  le  vase  soit  en  commu- 
nication avec  un  gazomètre  d'une  grande  capacité , 
au  moyen  duquel  on  entretienne  une  pression  cons- 
tante et  donnée ,  sur  ime  section  EF  du  fluide ,  paral- 
lèle à  ÂB  et  de  position  fixe,  de  manière  qu'en 
désignant  par  ^  cette  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surface ,  on  ait  aussi  pssz^'^  en  cet  endroit  du  vase , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Si  dpnc  on 
compte  la  distance  a:  k  partir  du  plan  EF,  et  qu'on 
appelle  l  la  distance  comprise  entre  AB  et  EF,  on 
aura  ,  quelque  soit  /,  ^5=csr'  pour  j:  =  o,  et  p^=:^ 
pour  a:  =  /  ;  ce  qui  servira  à  déterminer  les  deux 
fonctions  arbitraires ,  et  à  compléter  la  solution  du 
problème^  Mais  cette  solution  est  trop  compliquée 
pour  qu'on  en  puisse  déduire  aucun  résultat  utile  ;  et, 
dans  la  pratique,  il  suffit  de  connaître  la  vitesse 
constante  de  l'écoulement  du  fluide  par  l'orifice  AB, 
lorsque  la  pression  p  et  la  vitesse  f^  sont  deve- 
nues constantes  en  chaque  point  du  vase  ;  ce  qui 
arrive,  en  général,  après  un  très  ^ourt  intervalle 
de  temps. 

678.  Faisons  donc  -5;  =  o  et  2^  =  o ,   dans   les 

équations  {a)  et  {b)  ;  elles  se  réduiront  à  deux  équa- 
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lions  différentielles ,  savoir  : 

h  dp        ■    dif  dr     .  d,w  ,  ^ 

a  cause  de  /?  =  A:/» . 

L'intégrale  de  la  seconde  de  ces  équations  est 

c  étant  la  constante  arbitraire*  En  désignant  tonjouis 
par  a  ForiBce  AB ,  et  par  u  la  vitesse  du  fluide  k  cet 
orifice,  de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois^=:a.y  p=iiy 
pzrzfsr^  et,  par  conséquent,  cz=s,euarUy  il  en  résul- 
tera ,  en  un  point  quelconque  du  vase , 

« 

rp  ^  ^ 

£n  substituant  cette  valeur  de  k>  dans  la  première 
équation  (c) ,  il  vient 

d  — 

p  dx  ^^    py       dx  ' 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  et  désignant  par  d  la 
constante  arbitraire;, 


•Vw' 


Je  désigne  par  a  l'aire  de  la  section  EF ,  de  sorte 
qu'on  ait,  en  même  temps,  ^  =  a  etpzsz^;  on 
aura  donc 

et ,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente^ 
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Les  équations  (d)  et  (e)  feront  connaître  la  vitesse 
et  la  pression  en  un  point  quelconque  du  vase»  dès 
que  Ton  connaîtra  la  vitesse  u  relative  à  Torifice. 
Or ,  en  faisant  p=i^  etjr  =  a ,  dans  l'équation  (e)  , 
on  en  conclut 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  u.  On  fera ,  dans  cette 
formule , 

k  =  grh, 

en  appelant  g  la  gravité ,  et  r  le  rapport  de  la  densité 
du  mercure  à  celle  du  fluide  intérieur,  sous  une 
pression  barométrique  dont  la  hauteur  est  \h,  le  vo- 
lume du  fluide  qui  sortira  du  vase  pendant  le  temps  t 
aura  pour  valeur  euU. 

Quand  l'orifice  sera  très  petit,  on  remarquera, 
comme  dans  le  n*  6j5 ,  qu'il  ne  sera  plus  nécessaire 
qu'il  soit  parallèle  à  la  section  EF ,  c'est-à-dire ,  qu'il 
pourra  être  pratiqué  à  la  partie  latérale  du  vase,  et 
avoir  une  inclinaison  quelconque  sur  le  plan  de  cette 
section.  On  pourra  alors  négliger  le  terme  dépendant 

de  —,  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (/)  qui 


a 
deviendra 


!!•  =-2grA.log  —  ; 


par  conséquent,  la  vitesse  de  l'écoulement  du  fluide 
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par  un  très  petit  orifice,  sera  celle  qui  serait  dae  à  une 

hauteur  rii,  multipliée  par  le  logarithme  népérien  du 

rapport  — •  La  supposition  qu'on  a  faite  d'une  tempé- 
rature invariable  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment exige  que  la  vitesse  u  ne  soit  pas  très  considé- 
rable^ sans  quoi  la  température  varierait  comme  dans 
la  propagation  du  son» 
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Relative  à  T usage  du  principe  des  forces  vii^es,  dans 
le  calcul  des  machines  en  mous^ement. 


679.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  doone  im- 
médiatement les  conditions  d'équilibre  des  forces 
appliquées  aux  machines  ;  celui  des  forces  vives  ren- 
ferme de  même  la  théorie  de  leur  mouvement,  et 
fournit  le  moyen  le  plus  direct  de  calculer  les  effets 
des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Cet  usage  du 
principe  des  forces  vives  forme ,  pour  ainsi  dire ,  le 
point  de  jonction  de  la  Mécanique  rationnelle  et  de 
la  Mécanique  industrielle.  C'est  pourquoi  j'ai  cru 
devoir  donner  succinctement ,  dans  cette  addition j]es 
notions  les  plus  générales  sur  cette  matière.  Pour  de 
plus  grands  développemens ,  j'indiquerai  les  leçons 
de  M.  Navier,  à  l'École  des  Ponts-et-Chaussées ,  et 
de  M.  Poncelet,  à  l'École  de  TÂrtillerie  et  du  Génie , 
qui  ont  été  seulement  lithographiées ,  mais  auxquelles 
ces  savans  professeurs  donneront  sans  doute  plus  de 
publicité.  • 

680.  Les  machines  sont  des  instrumens  ou  des  sys-- 
tentes  de  corps  solides ,  propres  à  transporter  l'action 
des  forces,  d'une  partie  à  une  autre  de  ces  assera-' 
blages. 

Quand  une  machine  est  en  mouvement,  certains 
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points  sont  donc  soumis  h  des  forces  données,  et  d'an- 
'  très  parties  exercent  des  pressions  sur  les  corps  exté- 
rieurs,  ou  sont  pressées  réciproquement  par  ces 
corps  que  la  machine  est  destinée  à  déplacer  ou  à 
déformer.  Les  premières  forces  s'appellent^brce^  mou- 
liantes;  leurs  points  d'application  se  meuvent  sui- 
vant leurs  directions,  ou,  plus  généralement,  les 
directions  des  mou  vemens  de  ces  points  font  desangles 
aigus  avec  celles  de  ces  forces.  Par  opposition ,  on 
nomme  forces  résistantes^  les  pressions  exercées  par 
les  corps  extérieurs;  et  les  directions  des  mou  vemens 
de  leurs  points  d'application  sont  contraires  à  celles 
de  ces  forces,  ou^  du  moins,  elles  font  avec  celles-ci 
des  angles  obtus. 

La  liaison  des  parties  d'une  machine  est .  telle , 
qu'elle  ne  peut  prendre ,  en  général ,  que  deux  mou- 
vemens  directement  opposés  l'un  à  l'autre;  il  s  ensuit 
donc  que ,  quand  le  sens  du  mouvement  qu'elle  prend 
effectivement  est  connu ^  il  sufKt  d'une  seule  équation 
pour  déterminer  ce  mouvement  d'une  manière  com- 
plète. Cette  équation  est  celle  que  l'on  obtient  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  l'équation  (a)  du  n*  564^ 
savoir  : 

i  d.  7.mv'  =  ^mÇUx + Y^+  Zdz).     {a) 

Au  bout  d'un  temps  quelconque  t  ^  compté  depuis 
l'origine  du  mouvement,  f^  représente  la  vitesse  da 
point  dont  x  yjTf  z,  sont  les  trois  coordonnées  rap- 
portées à  des  axes  fixes  et  rectangulaires  ;  m  est  la 
masse  de  ce  point;  dx,  djr^  dz,  sont  les  projectioDS, 
sur  ces  axes,  de  l'espace  qu'il  parcourt  pendant  Tins- 
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t^ni  dt}  OQ  dcsigne  par  ttïX^  m\,  mZ  ,  les  compo- 
santes de  sa  force  motrice  parallèles  à  ces  mêmes 
axes ,  et  les  sommes  Z  s^étendenbà  tous  les  points  m 
du  système. 

681.  Avant  d  aller  plus  loin ,  il  importe  de  distin- 
guer, dans  le  second  membre  de  Téquation  (a),  les 
termes  qui  proviennent  des  forces  mouvantes  et  ceux 
qui  résultent  des  forces  résistantes,  et  de  leur  donner 
une  autre  forme. 

Pour  cela ,  soient  P  une  des  forces  mouvantes ,  eiet, 
Q  f  >^  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  des  paral- 
lèles aux  axes  des  Jt:,^,  zj  relativement  à  cette  force, 
on  aura 

77iX=Pcos6s,     mY  =  PcosÇ,     wZ  =  Pcos7^. 

Soient  aussi  ds  l'espace  décrit  par  son  point  d  appli- 
cation pendant  Tinstant  dl ,  et  X,  ^jl,  v ,  les  angles 
que  fait  la  direction  de  ds  avec  ses  projections  dûc , 
dj-,  dz,  de  sorte  qn'on  ait 

dx ^=z ds cos  ?i ,     dj- :=  ds cos /A ,     dzz=:ds  cosv. 

Désignons  enfin  par  dp  la  projection  de  ds  sur  la  di- 
rection de  la  force  P ,  et  par  a  Tangle  compris  entre 
dp  et  ds  ;  nous  aurons 

dp=dscosa',  cos(t=^cosci  cosX+cosf cos/t-f-cos^^cos v  ; 

et ,  de  ces  di  veines  équations ,  on  déduira 
m(S.djc  +  \dx  +  Zdz)  =  Fdp , 

pour  le  terme  du  second  membre  de  l'équation  (a) , 
qui  répond  à  la  force  P. 

En  désignant  par  Q  une  des  forces  résistantes  ,  et 
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par  ^  la  projection  sur  le  prdbagémeiit  âe  sa  dbec* 
tion  f  de  lespace  parcouru  pendant  l'instant  dt  par 
son  point  d  application ,  on  troayera.de  même  «-— Qd^ç 
pour  le  terme  de  ce  second  membre  qui  provient  de 
la  force  Q.  De  cette  manière,  Téquation  (a)  prendra 
la  forme 

Tune  des  sommes  2  contenues  dans  son  second 
membre  s'étendaùt  à  toutes  les  forces  mouvantes  de 
la  machine ,  et  l'autre  à  toutes  les  forces  résistantes. 
D'après  les  hypothèses  qu'on  a  faites  sur  les  directions 
de  ces  deux  sortes  de  forces  j  eu  égard  au  sens  des 
mouvemens  des  points  où  elles  agissent ,  les  quan- 
tités dp  et  dq  sont  positives ,  ainsi  que  P  et  Q,  et  con- 
séquemment,  les  sommes  2  ne  se  composent  que  de 
termes  positifs. 

6&3.  En  désignant  par  k  la  vitesse  initiale  du  point 
quelconque  m^  ou  la  valeur  de  v  qui  répond  à  tz=zo^ 
et  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  [b),  on 
aura 

4  S772(;*  —  i  2  mk"^  =/  SPrf/?  —  fS,(ldq  ;     (c) 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'éva* 
nouissent  à  l'origine  du  mouvement. 

C'est  sous  cette  forme  qu'on  emploie  Téqua- 
tion  des  forces  vives ,  pour  calculer  les  effets  des 
machines  en  mouvement;  elle  coïncide  avec  l'équa- 
tion {h)  du  n*  564  9  lorsqu'on  peut  effectuer  les  inté- 
grations indiquées  dans  son  second  membre. 

Les  produits  Vdp  et  (^dq^  dont  les  sommes  sont 
soumises  à  ces  intégrations,  ont  reçu  différentes  dé- 
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nomtaatioQS  :  ou  les  appelle  quaniiiés  cTaction ,  mo^ 
mens  iVactwité,  effets  dynamiques,  des  forces  P  et  Q4 
Il  serait  a  désirer  qu'on  les  désignât  toujours  par  nn 
même  nom.  M*  Coriolis  a  propose  de  les  nommer 
quantités  de  travail  élémentaire  ;  nous  adopterons 
cette  dénomination.  Les  sommes  ^Vdp  et  ^Qdq  se-* 
ront  donc  les  quantités  de  travail  élémentaire ,  pro- 
duites pendant  un  même  instant  par  toutes  les  forces 
mouvantes  et  toutes  les  forces  résistantes  ;  et  leurs 
intégrales  flVdp  et  flQûIq  exprimeront  le  tras^ail 
moteur  et  le  travail  résistant  qui  ont  eu  lieu  dans  la 
machine^  depuis  Torigine  du  mouvement  jusqu^à 
rinstant  que  l'on  considère. 

Ainsi  ^  l'équation  \c)  signifiera  que,  dans  une  ma- 
chine en  mouvement,  l'accroissement,  pendant  un 
temps  quelconque,  de  la  demi-somme  des  forces 
vives  de  toutes  ses  parties,  est  toujours  égal  à  l'excès 
du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant ,  pendant  le 
même  temps. 

683.  Si  la  force  mouvante  P,  on  la  force  résis- 
tante Q,  est  un  poids  II,  qui  descende,  dans  le  premier 
cas,  dune  hauteur  verticale  h,  on  qui  monte,  dans 
le  second  cas,  à  la  même  hauteur,  le  travail  nu>teur 
ou  résistant.qui  en  résultera,  aura  pour  valeur  le  pro- 
duit P/i,  quel  que  soit  le  chemin  parcouru  par  ce 
poids,  de  manière  que  h  soit  toujours  la  projection 
verticale  de  la  ligne  droite  ou  courbe  que  son  centre 
de  gravité  a  suivie.  Si  cette  ligne  esl  fermée  ou  pré- 
sente des  sinuosités,  il  y  aura  eu  alternativement 
travail  moteur  et  travail  résistant;  et  h  étant  la  diffé- 
rence de  niveau  du  point  de  départ  et  du  point  d  ar- 
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livée  f  nA  sera  l'excès  du  premier  travail  sur  le  second; 
Dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  d'alternatÎYes ,  la  quantité 
de  travail  correspondante  à  un  poids  II  élevé  à  une 
hauteur  A,  équivaut  à  la  quantité  de  travail  qui 
répond  à  un  autre  poids  II'  élevé  à  une  hauteur  h'^ 

telle  que  l'on  ait  A'  =  -7 . 

Quelle  que  soit  la  force  P  ou  Q,  l'intégrale yT^^  ou 
fQdq  est  toujours  équivalente  au  produit  d'un  poids 
n  et  d'une  hauteur  A  ;  et  pour  comparer  entre  eux  et 
exprimer  en  nombres  des  travaux  de  diflerente  na- 
ture, on  peut  ainsi  les  assimiler  a  des  poids  donna, 
élevés  à  des  hauteurs  données.  On  prend  alors  pour 
unité  de  travail,  que  l'on  appelle  communément 
unité  dynamique ,  le  travail  correspondant  à  un  poids 
de  looo  kilogrammes,  qu'on  élève  à  la  hauteur  d'un 
mètre ,  ou  qui  descend  d'un  mètre  de  hauteur  ver- 
ticale. Cela  étant,  si  l'on  calcule  les  valeurs  nu- 
mériques des  intégrales  fPdp  et  /Qdq,  en  prenant 
1000  kilogrammes  pour  unité  de  force,  et  le  niètrc 
pour  unité  linéaire,  les  nombres  que  l'on  obtiendra 
de  celfe  manière  exprimeront ,  en  unités  dynami- 
ques, les  quantités  de  travail  représentées  par  ces  in- 
tégrales. Une  somme  quelconque  de  force  vive,  telle 
que  5  2/721^* ,  par  exemple ,  pourra  aussi  être  expri- 
mée en  unités  dynamiques  ;  car  si  l'on  appelle  /  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  t',  ^la  gravité,  et  p  le  poids 
de  m,  on  aura 

V»*  =  2gl,     p  =  gm,     ^S/nt'*  =  2^/; 

et  cette  somme  est  de  la  même  nature  que  les  inté- 
grales fPdp  et  fQdq,  ou  que  le  produit  Wi. 
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684*  Lorsque  la  machine  part  du  repos ,  Tëqua- 
tiou  (c)  se  réduit  à 

SoQ  premier  membre  étant  une  quantité  essentielle- 
ment positive  ;  il  faut  que  dans  les  premiers  momens 
le  travail  moteur  l'emporte  sur  le  travail  résistant.  ^ 
Mais  les  vitesses  des  points  de  la  machine  ne  pouvant 
pas  croîtra  indéfiniment,  ce  premier  membre  at- 
teint son  maximum  au  bout  d'un  certain  temps ,  qui 
est  généralement  peu  considérable*  Par  un  moyen 
qui  sera  indiqué  tout-à-rheure ,  on  fait  en  sorte  qu'à 
partir  de  cet  instant  du  maximum,  la  demi-somme 
"1 2mp*  des  forces  vives  demeure  constante ,  ou  n'é- 
prouve plus  que  de  très  petites  variations;  et  l'oà 
dit  alors  que  la  machine  est  parvenue  à  son  état 
permanent.  Dans  cet  état  constant,  on  a,  en  diffé- 
rent iant  l'équation  précéden  te , 

^dp  =  ^EQdq; 

de  manière  que  la  machine  n'a  plus  d'autre  effet  que 
de  changer,  à  chaque  instant,  le  travail  moteur  élé<" 
mentaire  en  une  quantité  égale  de  travail  résistant. 
Mais  il  importe  d'^server  que  la  quantîtéyzQdS^  de 
travail  résistant  dans  lequel  se  change  le  travail  mo- 
teur p£2dp ,  pendant  un  temps  quelconque ,  ne 
comprend  pas  seulement  le  travail  qu'on  veut  exécu- 
ter au  moyen  de  cet  instrument;  l'intégrale  f'SX^dq 
eomprena  aussi  le  travail  résistant  qui  provient  du 
frottement  des  parties  de  la  machiné,  entre  elles  ou 
a.  48 
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contre  des  corps  étrangers ,  et  de  la  résistance  du 

milieu  dans  lequel  la  machine  est  en  mouvement. 

Pour  avoir  égard ,  par  exemple ,  aux  frottemens , 
il  faut,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  568,  ajouter 
à  rinfégrale/SQ^,  provenant  du  travail  résistant 
proprement  dit,  une  autre  intégrale /Efl^ds ,  dans 
laquelle  /  est  le  coefficient  du  frottement ,  N  la 
pi'ession  mutuelle  des  parties  frottantes,  et  ds  Vêlé- 
ment  de  la  courbe  décrite  par  leur  point  de  con- 
tact/ Cette  addition  changera  réquatîon  {d)  en 
celle-ci  : 

i  ^mv^  ^flVdp  —fEQdq  —  fSfVids.      (e) 

Il  suit  de  là  que  quand  une  machine  a  atteint  son 
état  permanent,  la  quantité  de  travail  J^Vdp,  pro- 
duite pendant  un  temps  donné ,  par  les  forces  mou- 
vantes, n'est  pas  représentée  en  totalité  par  la  partie 
utile  f^Qdq  du  travail  résistant,  laquelle  partie  est 
toujours  moindre  que  le  travail  moteur  fUPdp ,  de 
toute  la  quantité  de  travail  correspondante  aux  frot^ 
temens  et  aux  autres  résktances.  Une  machine  est 
d'autant  meilleure  que  le  travail  utile  fXQdq  appro- 
che davantage  d'être  égal  au  travail  moteur /S,Vdpi 
mais  la  première  intégrale  ne  peut ,  quelle  que  soit 
la  combinaison  des  parties  de  la  machine ,  être  égale 
à  la  seconde,  ni,  à  plus  forte  raison,  la  surpasser. 
Parmi  les  machines  imparfaites ,  où  le  travail  utile 
n'était  qu'une  très  petite  fraction  du  travail  motenr, 
et  où  la  plus  grande  partie  de  celui-^ci  se  trouvait 
absorbée  par  les  (rottemens,  on  peut  citer,  pour 
exemple,  l'ancienne  machine  de  Marly:  le  travail 
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moteur  consistait  en  une  chute  d'une  partie  consi- 
dérable des  eaux  de  la  Seine,  et  le  travail  utile 
était  réléTatM|  d'une  quantité  d'eau  à  une  hauteur 
qui  était  bieMoin  de  compenser  Texiguité  de  son 
volume. 

685.  Les  quantités  qui  constituent  essentiellemeat 
une  machine  sont  la  partie  à  laquelle  sont  appli^ 
quées  les  forces  mouvantes,  celle. qui  est  en  contact 
avec  le  corps  que  Ton  a  pour  objet  de  mouvoir  ou 
de  déformer,  et  la  partie  intermédiaire  qui  transmet 
l'action  des  forces  mouvantes.'  Quand  on  a  satisfait 
aux  conditions  de  Ja  solidité  ;  il  importe,  pour  l'éco- 
nomie des  frais  de  construction  et  pour  la  diminu- 
tion des  frottemens,  que  la  masse  totale  de  la  ma- 
chine soh  la  plus  petite  possible  ;  mais  il  j  a  une 
autre  considération,  qui  exige  que  Ton  augmente  cette 
masse ,  et  qu'on  ajoute  aux  trois  parties  essentielles 
dont  elle  se  compose,  une  autre  pièce  qu'on  appelle 
an  volant,  eX  qui  consiste ,  en  général ,  en  un  coi|)s 
solide  tournant  autour  d'un  axe  fixe  horizontal. 

Les  mouvemens  des  trois  premières  parties  d'une 
machine  étant  alternatifs  ou  révoluti^p  la  demi- 
somme  -j  2mi^  des  forces  vives  qui  s'y  rapportent , 
après  qu'elle  a  atteint  son  maœimuTn,^  devient  une 
quantité  périodique;  il  en  est  de  même,  par  consé- 
quent, à  l'égard  du  second  membre  de  l'équation  (e); 
en  sorte  que  si  la  machine  était  '  réduite  à  ses  trois 
parties  essentielles ,  le  travail  moteur  et  le  travail  ré- 
sistant, en  comprenant  dans  celui^i  les  effets  des 
frottemens,  l'emporteraient  alternativement  l'un  sur 
l'autre  ;  et  si  les  variations  alternatives  du  travail  mo- 

48;- 


•    * 
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teur  flVdp^  et  de  la  partie  f^SLf^ds  du  travail  résis- 
tant, n  étaient  pas  réglées  exactement  sur  les  périodes 
de  la  machine ,  la  quantité  /l>Qdq  de  |||vaii  utile  ya- 
rierait  continuellement*  Or,  pour  la^Kmne  exécu-* 
tion  des  ouvrages  que  rou  veut  èflFectuer  au  mojren 
4'une  machine^  il  est  indispensable ,  le  plus  sou- 
vent ,  que  le  travail  utile  approcha ,  autant  que  pos^ 
sible  f  de  runifonnitë  ;  et  c'est  &  remplir  cette  coih 
dition  que  le  volant  est  destiné. 

En  effet,  soient  dm  an  élément  de  U  masse  du 
volant ,  et  r  ^  distance  à  l'axe  de  rotation  ;  appe* 
Ions  û)  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe,  com- 
mune à  tous  les  élémens  dm,  et  qui  peut  varier 
dVn  instant  à  un  autre  ;  ns>  sera  la  vitesse  absolue 
de  dm  ;  par  conséquent,  la  somme  des  forces  vives 
de  toute  la  masse  du  volant  aura  pour  valenryr*fi>*£ivi, 
ou ,  ce  qui  est  la  m*ème  chose ,  le  jH^duit  ft^,  en  dé- 
signant par  /»  le  moment  d'inertie  du  volant  par  r«p« 
port  à  «on.  axe ,  c'est-à-dire ,  l'intégrale  ft^dm  étendoe 
à  sa  -masse  entière.  Si  donc  on  ajoute  \  jjm^  au  pre-* 
mier  membre  de  l'élpiation  (e),  et  si  Ton  suppose 
que  la  demi  -*  somme  \  2mi^  se  rapporte  aux  trois 
auilres  parties  de  la  machine ,  on  aara 

■ 
d'où  l'on  tire 

en  faisant,  pour  abréger, 
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Or  y  00  conçoit  que  U»  Yftriatîons  de  or  peuvent 
étra  rQgla^s  sw  celles  de  cette  quantité  R^  de  ma* 
QÎèri^  que  la  yariation  totale  de  R  ~>  ificû^  soit  ré- 
duite à  de  très  petites  amplitudes,  et  que,  par  oon« 
séqiient,  le  travail  résistant  soit  à  peu  près  invariable 
dans  l'état  permanent  de  la  marine  :  on  conçoit 
aussi  que  9  toutes  choses  <f  ailleurs  ég^es,  les  variai 
tioiM  de  la  vitesse  €$  du  v<)lant  sermit  d'autant 
moindres,  que  son  moment  d'inertie  ft  sera  plus 
grand. 

686.  far  l'addition  d'un  volant ,  la  dépense  de 
travail  moteur  nécessaire  pour  mettre  la.  machine  en 
mouvement  et  pour  accroître  la  force  vive  totale 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parvenue  an  maarimunij  se 
trouve  augmentée }  mais  quand  la  machine  est  arri<« 
vée  a  son  état .  permanent ,  les  oiasses  de  ses  diffë*» 
rentes  parties  n^ont  plus  dlnfluence  sur  son  travail ,, 
si  ce  n'est  celle  de  leur  poids  sur  les  frottemens. 

Pendant  le  mouvement  de  la  machine,  s'il  sur-* 
vient  un  choc  de  ses  parties  entre  elles  ou  contre  des 
corps  étrangers,:  et  qu'après  le  choc  les  points  de 
contact  nient  une  vitesse  commune  dans  le  sens  nor^ 
mal  aux  surfaces,  il  y  aura  diminution  de  forée  vive 
dans  le  système  ;  si  les  parties  qui  se  sont  ehoquées 
se  séparent,  en  vertu  de  lenr  élasticité,  il  y  aura  en^ 
core  perte  de  force  vive ,  quand  ces  parties  ne  seront 
pas  parfaitement  élastiques;  et  quand  elles  le  seront, 
il  y  aura  perte  de  force  vive  dans  la  première  partie 
du  choc ,  puis  une  augmentatien  précisément  égale  k 
cette  perte  dans  la  seconde  partie  (n*  572).  Par  consé* 
<|uent,  pour  ramener  la  machine  à  son  état  perma*^ 
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nent ,  sans  qu'il  y  ait  dimiantion  dans  la  ipiantité  de 
travail  résistant ,  il  faudra  que  les  forces  mouvantes 
fassent  une  nouvelle  dépense  de  travail  moteur,. sem- 
blable à  celle  qni  a  eu  lieu  à  l'origine  du  mouve- 
ment, et  égale  à  la  moitié  de  la  force  vive  perdue 
dans  le  choc.  C'est  pourquoi ,  indépendamment  du 
dommage  que  les  chocs  produisent  dans  les  ma- 
chines, il  est  encore  nécessaire  de  les  éviter,  pour 
l'économie  des  forces  mouvantes. 

687.  En  général,  le  travail  résistant  qui  provient 
des  frottemens  et  de  l'action  du  milieu ,  est  une  quan- 
tité continuellement  croissante  ;  pour  qu'il  y  ait  un 
travail  utile ,  ou ,  seulement^  pour  que  le  mouvement 
de  la  machine  soit  entretenu,  il  est  donc  nécessaire 
que.  la  quantité  de  travail  moteur  croisse  également 
avec  le  temps,  dans  un  rapport  au  moins  égal  à  ce- 
lui de  l'accroissement  du  travail  résistant.  Si  cela  n'a 
pas  lieu,  le  travail  résistant  finira  par  être  égal  au 
travail  moteur  :  h  cet  instant ,  la  demi-somme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  du  système  sera  nulle  ; 
les  vitesses  de  tous  ces  points  seront  zéro ,  et  la  ma- 
chine s'arrêtera  et  se  trouvera  réduite  au  repos. 

.  Aux  frottemens  et  aux  résistances  des  milieux  qui 
produisent  cet  épuisement  graduel  de  la  force  vive , 
on  peut  encore  ajouter  la  communication  d'une  par- 
tie du  mouvement  de  la  machine  à  ses  supports,  la- 
quelle partie  va  ensuite  se  perdre  dans  le  sol  sur  le- 
quel la  machine  est  établie.  Cette  communication  ne 
provient  pas  seulement  du  défaut  de  solidité  des  sup- 
ports ;  elle  a  aussi  lieu  en  vertu  de  leur  élasticité , 
qui  permet  au  mouvement  de  sy  propager  de  la 
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inème  maniera  cpie  le  son  ;  et  il  peut  résulter  de  cette 
propagation  une  diminution  de  vitesse  des  parties  de 
la  machine  y  semblable  à  celle  qui  serait  produite  par 
la  résistance  d*un  milieu.  J'ai  donné  un  exemple  de 
cet  effet  singulier,  dans  le  mouvement  d'un  pendule 
suspendu  à  lextrémité  d'une  verge  élastique  et  hori- 
zontale ,  d'une  longueur  indéfinie  (^). 

Quand  on,  supprime  l'action  des  forces  mouvai\tes^ 
et  que  le  travail  utile  de  la  machine  a  aussi  cessé , 
l'équation  des  forces  vives  se  change  en  celle-ci  : 

Xm/^  étant  la  somme  des  forces  vîves  de  tous  les 
points  du  système  à  cet  instant  y  Zmf^*  cette  somme 
à  une  époque  subséquente,  et  fX/Nds  comprenant 
le  travail  qui  provient  des  frottemens,  de  la  résis- 
tance du  milieu  et  de  la  perte  du  mouvement  parles 
supports.  Or,  ce  dernier  terme  sera  bientôt  égal  k 
^Zm/:*;  la  force  vive  de  la  machine  se  trouvera 
con^plètement  épuisée,  et  la  machine  cessera  de  se 
mouvoi»,  comme  on  l'a  déjà  dit  dans  le  n°  568. 

688.  Quand  un  homme  transporte  son  propre 
poids ,  que  j'appellerai  FI ,  à  une  liauteur  verticale  k 
au-dessus  de.  son  point  de  départ,  la  quantité  de  tra- 
vail produite  est  exprimée  par  Uh,  d'après  la  règle 
du  n®  68S;  mais  cette  quantité  donnerait  une  idée 
très  imparfaite  des  efforts  mnusculaires  qui  ont  été 
faits,  et  de  la  force  totale  que  cet  homme  a  déve- 

(*)  additions  à  la  Connaissance  des  Tems  pouv  rau<^ 
née  1833 ,  page  a6. 
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loppee.  Il  serait  difficile  d^en  obteniv  «ae  mcsniv 
exacte  ;  on  peut  salement  faire  Toir  qu'elle  doit  sor- 
passer,  souvent  de  beaucoup ,  la  quantité  précédente, 
qui  serait  nulle  si  la  hauteur  h  était  zéro,  quoiqoe , 
certainement ,  il  y  ait  une  quantité  de  travail  méca- 
nique correspondante  h  la  marche  dW  homme  aur 
un  plan  horizontal. 

-  Da  ns  cette  marche ,  je  suppose  que  lliomme  ait 
d'abord  le  pied  gauche  en  avant  du  pied  droit  ;  ton 
centre  de  gravité  est  alors  abaissé,  au-dessous  de  sa 
position  naturelle,  d'une  quantité  que  je  désignerai 
par  £.  En  s'appuyant  sur  son  pied  gauche,  et  s  aidant 
du  frottement  de  ce  pied  contre  le  sol ,  Thomme  ra- 
mène son  pied  droit  au  niveau  du  pied  gauche,  puis 
le  pied  droit  devance  le  pied  gauche ,  et  va  se  poser 
sur  le  sol;  ce  qui  fait  un  pas  entier,  composé  de 
deux  parties.  Or,  dans  la  première  partie.  Homme 
soulève  son  centre  de  gravité  de  la  hauteur  €,  et 
produit  par  là  une  quantité  de  travail  égale  à  fié;  il 
imprime,  au  même  instant,  à  ce  point  une  vitesse 
horizontale ,  que  je  désignerai  par  a ,  à  la  fin  du 
premier  demi-pas;  ce  qui  repond  à  une  autre  quan- 
tité de  travail  équivalente  à  la  demi  -  force   vive 

r,  en  désignant  par  g  la  gravité.   On  devmit 

2      ff 

encore  ajouter  à ,  la  partie  de  la  d^mi-somme 

des  forces  vives  provenant  des  vitesses  relatives  de 
tous  les  autres  points  du  corps  (n""  569)  ;  mais  j*en 
ferai  abstraction  dans  cette  évaluation,  qui  ne  p^ut 
être  qu'un  aperçu.  Je  supposerai  aussi  que  te   se- 


ADI»!IICUI.  Tfii 

cond  46mi  -  fias  â  lieu  en  veita  de  la  vitesse  aè^ 
quise  à  la  fia  du  premcr,  et  d[^  poida  ^^  CQrp» 
qui  retombe  sur  le  sol  y  de  manière,  que  ^  pen- 
dant le  second  demi  -  pas>  l'homme  p'exerce  plus 
aucun  effort^  et  que  les  vitesses  verticale  et  hori- 
zontale ^  dont  son  centre  de  gravité  se  troave  en^ 
core  animé  à  la  fin  du  pas  entier,  soient  détruites 
par  le  choc  et  le  firottement  de  son  pied  droit  contre 
le  sol.  Dans  cette  hypothèse ,  la  quantité  de  trà-* 
vail.  de  lliomme  pendant  le  pas  entier  sera  la  somme 

Tïi^ ,  ou  n(^-|-û>),  en  appelant  «  la  lum^ 

teur  due  à  la  vitesse  a,  de  sorte  qu'ba  ait  é^  as  igm» 

j 

Il  suit  de  lit  que  dans  un  nombre  n  de  pas  légaux 
et  semblables  ^  la  quantité  de  travail  d'un  hi^omie  on 
d'un  aniiual ,  portant  un  fardeau  et  marchant  sur  une 
route  horizontale j  am^a,  pour  vs^leui:  ?iK($rff  a)^fn 
désignant  par  V;  son  poids  n  «lugmenté  4«  Q^lui  .4^ 
fardeau.  Si  le  poids  toÂal  a  èt(é  ^^vé  verticalçineYit  k 
une  hauteur  h  au-dessus  du  point  de  départ ,  il.  &u<r 
dra  ajouter  K^  à  la  quantité  nK  (é  ^cc)  ;  et  si  le  far- 
deau est  traîné  sur  une  route,  au  il  éprouva  un  frot- 
tement qui  soit  représenté  par  une  partie  F  de  son 
poids,  il  en  résultera  ^ne  autre,  augme^ntation  de 
travail  égale  k  FI,  en  appelant  l  la  longueur  du 
trajet. 

68g.  Dans  le  calçi^  deç  effets  des  machines  en 
mouvement,  il  est  souvent  utile  de  distinguer  les 
vitesses  communes  et  les  vitesses  relatives  de  leurs 
différens  points.  Pour  cela,  soient  toujours.  Xf^p 
Zj  au  bout  du  temps  ty  les  coordonnées  du  point 


7fia  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

quelconque  dont  la  màsae  .est  m;  à  cet  instaat^  le§ 

composantes  de  sa  vitesse  absolue*  seront-^  y  -^^  —  ; 

et ,  au  l|out  du  temps  t  +  dt,  les  coordonnées  de 
ce  même  point  deviendront  x+cbc,  J^'hdjr, 
z  +  dz.  Or^  on  peut  décomposer  le  mouvement  da 
système,  pendant  l'instant  ^,  en  un  mouvement  de 
translation  et  de  rotation  commun  à  tous  ses  points, 
dans  leqael  leurs  distances  soient  invariables,  et  en 
des  mouvemens  particaliers  où  ces  distances  varient 
convenablement.  J'appellerai  dfx,  dj,  dz,  les  ac- 
croissemens  àià  x^y,  z,  qui  proviennent  du  mouve- 
ment commun,  eid^,  djr^^dji^  ceux  qui  résultent 
du  mouvement  relatif  de  m,  de  sorte  qu'on  ait 

dx^=^dx-\-dpc ^  dj^^dj^yd^j ,  dz^^dz-^/è. 

« 

Pour  ce  point  m,  j'appellerai  aussi  z^,  i^,  u^,  les 
trois  coniposantes  de  la  vitesse  commune  qu*on  re- 
gardera comme  des  fonctions  données  ie  tfXjj-,  z, 
et  qui  seront 

m.  4 

—   dl  *     ^  di*     ^    —  lu* 

* 

celles  de  sa  vitesse  relative  seront  aussi  -^ ,  ^^ .  ^• 

ai  '     iit  *   dl' 

on  aura 

.di—'^^dt'    di  —  ^+'dû'dt^^^^* 

pour  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue;  et  en 
différentiant,  il  en  résultera 
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du      ,     dd/t 

de 

di/  ddj 
~~    dt    "^      df   ' 

d-z 
di^ 

dw'  dd^ 
"~    dl     T'    *>    ' 
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pour  les  forces  accélératrices  de  ce  point  n»,  suivant 
]es  axes  des  coordonnées  ;  les  différentielles  relatives 
à  t  qui  sont  indiquées ,  étant  prises  par  rapport  à 
cette  variable  et  aux  coordonnées  x^y^  z,  regardées 
comme  des  fonctions  de  U 

Si  ce  point  m  est  astreint  à  se  mouvoir  sur  iine  sur' 
face  qui  peut  être  fixe  ou  mobile  y  mais  dont  la 
forme  est  invariable,  il  devra  demeurer  consfam* 
ment  surcettesurGftce,  en  vertu  de  sa  vitesse  absolue, 
et  l'on  pourra  aussi  supposer  qu'il  y  resterait  cons-- 
tamment ,  en  vertu  du  mouvement  commun  du  sys- 
tème. En  représentant  par  L  =  o ,  l'équation  de  la 
surface ,  L  sera  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  m  y  rapportées  à  des  axes  mobiles  qui  participent 
au  mouvement  commun ,  et  cette  quantité  'pourra 
être  changée  en  une  fonction  du  temps  et  des  coor* 
données  de  m  rapportées  à  des  axes  fixes,  c est-à* 
dire^  en  une  fonction  de  t^  œ^jr^z.  L'équation 
Lrs^o  devra  subsister,  lorsqu'on  y  remplacera  ces 
quatre  variables ,  soit  par  t+^dt  ^  x  --^  dx ^  y  '^  dy  ^ 
z  +  dz,  dans  le  mouvement  absolu  de  m ,  soit  par 
t^di,  x  +  ctx,  jr-^dy,  j5  +  rf'jz,  dans  le  mou- 
vement commun  du  système.  En  négligeant  les  infi- 
niment petits  du  second  ordre ,  on  aura  donc  simul-* 
tanément 
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et,  (MIT  conséquent, 

^rf^-H|rf,^+^rf^«o.       (g) 

Cela  posé,  nous  allons  cbetcher  la  toodme  de» 
forces  Tiyes  dues  aiuc  vitesses  relatites  de  tous  les 
pointa  du  système  p  et  la  comparer  à  la  somme  des 
{qvq9b  vives  qui  résnltent  de' leurs  vitesses  abscdues. 

690*  Reprenons,  pour  cela,  la  formule  ijénérale 
du  n*  S$i,  de  laquelle  on  a  déduit  Véquation  (a)  du 
n^  680 ,  et  formoas  successivement  les  termes  de  cette 
formule,  relatifs  aux  différentes  sortes  da  forces  qui 
peuvent  agir  sur  le  système  que  Tou  considère* 

Pésignons  d'abord^par  P. une  des  forées  extérieures 
et  doifhéesj  J'p  étant  la  projection  du  déplacement 
de  son  point  d'application,  sur  sa  direction,  et  en 
regardant  cette  projection  comme  une  quantité  po* 
Mtive  ou  négative,  selon  qu'elle  tombe  sur  la  diroor 
tion  môme  de  P  ou  sur  son  prolongement  »  on  anra, 
comme  dans  le  n'  681  ^ 

pour  la  pertie  de  la  formule  citée ,  qui  résulte  de  cette 
force  P. 

Soit  aussi  R  Faction  mutuelle  de  deux  pmats  d» 
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système  dont  les  masses  sont  m  et  m'}  sppelotis  r  la 
distance  mm',  dont  R  est  une  certaine  fimction  |  x  ,*y, 
^i  ^^  ff  9  ^9  ^*a^*  l^s  coordonnées  de  iti  et  m\  on 

etsi  JVexprinm  la  variation  de  rqm  résnltede  lem^ 
accroissetnens  cTor^  jy  #  i^^  «Tâ/^  jy ,  <}^V^  oo  Mvà 


ri^r  =fc  (jc  — or')  (/'aï  —  efx') 

Les  composante  de  k  force  R  appliquée  a«  point  m, 
seront 

mX  «=  =t:  îl=i^, 

r         ' 
r  ' 


r        ' 

même  force  appliquée 

r         ' 

wl^  S3X»  db      '  '^       f 


r 

d'où  Ton  condut 


mCXcTar  +  Yjy  +  ZJz) 

ir  la  partie  de  1§  formule  géaérale ,  provenatiC 
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de  ia  folrce  R  ;  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 

i:ielir  ayant  lieu ,  selon  que  celle  forcé  est  répulsive 

ou  attractive. 

Si  le  point  m  est  astreint  à  demeurer-  sur  la  surface 
dont  on  a  représenté  l'équation  par  L  =  o,  dans  le 
numéro  précédent,  et  que  Ton  appelle  «  l'élément 
de  cette  surface  auquel  le  point  m  répond  au  bout 
du  temps  f,  et  gA3  la  résistan<^  qull  en  éprouve, 
cette  force  sera  normale  à  la  position  actuelle  de  m  ; 
on  aura  donc  pour  s^es  composantes 

en  faisant,  pour  abréger, 
et  si  Ton  fait  aussi 

il  en  résultera  cûXiS'u ,  pour  \%  terme  de  la  for- 
mule générale  qui  provient  de  h  résistance  a>U. 
Le  facteur  U  exprimera  cette  résistance  rappor- 
tée à  l'unité  de  surfacel^i^  sera  la  projection  du 
déplaceinent  de  m  sur  la  normale  à  l'élément  œ; 
elle  aura  un  signe  ambigu,  à  cause  du  radical  V,  et  l'on 
regardera  ^u  comme  une  quandté  positive  on  néga- 
tive,  selon  que  la  projection  du  déplaceraient  de  m 
tombera  sur  la  direction  même  de  la  résistance  «U , 
ou  sur  son  prolongement,  ^ 
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Outre  la  résistance  normale  de  la  sarËMîe  stir>  la- 
quelle le  point  m  est  assujetti  à  se  niouToir^  il  éprou- 
vera encore  une  résistance  tangentielle  provenant  du 
frottement  contre  cette  sur&ce;  et  si  l'on  désigne 
cette  force  par  .orF,  et  par  J's  la  projection  du  dé^a- 
cement  du  pqint  matériel  m  sur  sa  trajectoire ,  il  en 
résultera  cûFJ's,  pour  le  terme  correspondant  de  la 
formule  du  n^  55i  • 

D'après  cela ,  cette  formule  pourra  s^écrire  ainsi  : 

t 

la  somme  2  du  premier  membre  répondant  a  tous 
les  ppints  du  système,  et  les  sommes  Z  du  second 
membre  s  étendant ,  la  première  atlx  points  qui  sont 
soumis  à  des  forces  motrices  extérieures,  la  seconde 
aux  actions  mutuelles  de  tous  les  poii\ts  du 'système 
pris  deux  à  deux ,  là  troisième  et  la  quatrième  a  tous 
les  élémens  des  surfaces  résistantes  et  flottantes.  Cela 
posé  f  si  l'obligation  d'une  partiedes  points  du  sys- 
tème ,  de  demeurer ,  sur  ces  sur&ces ,  est  la  seule 
condition  qui .  restreigne  les  mouvemens.du  système 
entier^  on  pourra  maintenant  considérer  tous  ces 
points  comme  entièrement  libres,  et  faire  telle  hypor 
thèse  qu'on  voudra  sur  les  variations  J^x ,  J^/,  eTz , 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque. 
.  691  •  Je  supposerai  d'abord  qu'on  prenne 

de  sorte  que  le  déplacement  du  point  quelconque  m 
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^t  celm  qura  lieu  efi«ctiireiaeiit  pendant  l'instant  dt. 
On  anra ,.  en  même  temps  ^J'rvsdr;  et  Yim  rempUh 
cem  J^,  Jii^  J's^  par  dp^  du,  ds^  ifui  représeateat 
les  projections  du  déplâeement  réel  du  point  m  sur 
les  directions  des  forœs  P  >  tM ,  cùS.  En  appelant  p, 
la  vitesse  d'ua  point  qnekonqae  ifi>  et  obsermt 
<{aOQ  a 

Toquation  (A)  deviendra 

En  intégrant ,  on  aura  donc 
t»/SP4»=fcy5lWi'+yS<»Urfi/— yï«Frfr;    J  ^'^ 

h  4 

Jt  ^tant  la  yaleur  mitiale  de  </  ^  et  les  înt^fMle^  com- 
mençant à  Tarigine  du  Aiouyement. 

Le  tenue  f%¥dp  comprendra  la  partie  du  travail 
moteui*  (pii  répond  au  poids  dn  système  ;  et  si  Ton 
appelle  II  ce  poids ,  et  Ç  la  hauteur  verticale  dont  le 
centa^  de  gravite  sera  tombé  pendant  le  temps  I, 
cette  pallie  sera  égale  \k  tl^f* 

Lorsque  les  distances  des  points  du  système  qne 
Ton  considère  demeureront  invariables  pendant  le 
mouvement  ^  on  aura  drtssOf  et  le  terme  fXKdr 
disparaîtra  de  Féquation  (£).  S'il  s'agit  d'un  fluide , 
ce  terme  comprendra  les  attractions  ou  répulsions 
mutueUes  de  ses  points  ^  qui  s'étendent  a  de  grandes 
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distances  ;  il  comprendra  aussi  les  actions  mutuelles 
qu'on  appelle  propremen  l  forces  moléculaires  (a®  588) , 
qiû  né  s'étendent  qu'à  des  distances  insensibles ,  et  qui 
produisent  les  pressions  intérieures  ^  auxqueUes  on 
n'a  point  eu  égard  en  fonhant  l'équation  (J).  La  valeur 
de  cette  intégrale /SR^r  dépendra  du  changement  de 
forme  et  des  condensations  ou  dilatations  du  fluide 
pendant  son  mouvement;  et  pour  les  très  petites  va- 
riations de  densité  qui  ont  lieu  dans  le  liquide ,  elle 
pourra  varier  dans  de  très  grands  rapports ,  à  raison 
des'  forces  moléculaires  ou.  des  pressions  intérieures 
qui  en  résultent  (n*  S^ô). 

Les  sommes  2co!\]du  et  ^œFds  comprises  sous  les 
deux  dernières  intégrales,  sont  elles-mêmes  des  in- 
t^rales  doubles  étendues  a  tous  les  élémens  c»  des 
surfaces  résistantes  et  frottatites.  Si  la  partie  du  sys- 
tème qui  frotte  contre  une  de  ces  surfaces  est  un  corps 
solide,  la  force  raF  sera  indépendante  de  la  vitesse  de 
ce  corps,  et  proportionnelle ,  pour  chaque  élément  m ,  ' 
à. la  pression  correspondante,  laquelle  est  égale  et 
contraire  à  la  résistance  aiU.  Si  4cetté  partie  frottante 
du  système  est  un  fluide ,  la  force  oêF  dépendra  de  sa 
vitesse  relative ,  et  sera  indépendante  de  la  pression 
(  n^  4^6  ).  Lorsque  la  surface  doiît  L  s=r  o  est  l'équa- 
tion ,  sera  immobile,  la  projection  du  déplacement 
de  m  sur  la  normale  à  cette  surface  sera  nulle,  puisque 
le  point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur  cette  surface  ; 
on  aura  donc  dicr  =  o  ;  ce  qui  fera  disparaître  l'inté- 
ffnlefEcûVdu;  et  si  l'on  fait,  de  plus,  abstraction  du 
frottement ,  l'équation  (£)  se  réduira  à  l'équation  or- 
dtnaive  des  forces  vives. 

49 
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692.  Prenons  actuellement 

de  manière  que  les  déplacenaens  des  points  du  sys^ 
tème  que  suppose  réquation  (Ji),  soient  leurs  dépla-* 
cenjens  relatifs.  Désignons  par  d^p;djUf  d^s,  les  pro- 
jections des  ,déplacemens  relatifs  des  points  où  sont 
appliquées  les  forces  P,  U,  F,  sur  leurs  directions. 
Les  valeurs  de  J^p ,  ^u,  ds,  qui  répondent  à  celles 
de  cT^,  c/y,  J^z,  que  nous  employons  ^  seront  dj>, 
d^u,d^s.  De  plus,  les  autres  parties  d'à:,  d'jr,  dz, 
des  différentielles  totales  dx,  djr,  dz,  n'influant  pas, 
par  hj^pothèse,  sur  les  distances  mutuelles  des  points 
du  système,  cTrse  changera  dans  la  différentielle  dr, 
comme  dans  le  numéro  précédent.   L'équation  Çi) 
deviendra  donc 

Si  l'on  appelle  v^  la  vitesse  relative  du  point  m,  dont 

•  d  X     d  y     d  z 

les  composantes  sont  -^  ,  -^- ,  -^  ,  on  aura 
'  et ,  en  différentiant , 
£a  vertu  des  équations  (/) ,  on  aura  donc 
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^-f  d^a:  +  ^  d.r  +  ^  d,z 

« 

D'ailleurs  ^  si  Ton  metd^x,  d^j^d;^,  dans  Fexpres- 
sion  de  J'u  du  n®  690 ,  pour  avoir  celle  de  d^u  ,  on 
aura 

quantité  nulle ,  en  vertu  de  l'équation  {g).  Au  moyen 
de  ces  valeurs ,  l'équation  (A:)  prendra  la  forme 

ld.-S.mv;-\--î.m(^d,x  +  ^dj+^^  d,z  ) 

et ,  en  intégrant ,  il  en  résultera  * 

i:Zmv;-^l.mk;=f^?d^[dizf2Kdr—f2a>¥dsl 

i 

kf  étai)t  la  valeur  initiale  de  v^^  et  les  intégrales  com- 
mençant à  l'origine  du  mouvement. 

693.  Cette  équation  (/)  fera  connaître  l'accroisse- 
ment ,  pendant  le  temps  ty  de  la  demi-somme  des 
forces  vives  y  dues  aux  vitesses  relatives  de  tous  les 
points  du  système. 

En  faisant  directement  dans  la  formule  générale 
du  n*  55 1 ,  l'hypothèse  qui  nous  a  conduits  à  l'équa- 
tion (i),  c'est-à-dire,  en  y  mettant  d^x^  d^jr^d^z, 
au  lieu  de  S'Xy  S^jy  Szy  on  aura 

49- 
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OU  bien  ,  d'après  ce  qui  précède  ^ 

la  somme  2  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  les  points  du  système,  excepté 
les  forces  provenant  des  résistances  normales  des  sur- 
faces fixes  ou  mobiles,  me  les  valeurs  prises  pour  «Tor, 
dy,  S'z^  ont  la  propriété  de  faire  dispar^re.  Or,  si 
Fon  appelle  H  la  force  dont  les  trois  composantes 


sont 


m(X^'f),    m(ï_^),    .(Z-^. 

et  d^h  la  projection  du  déplacement  relatif  de  son 
point  d'application  sur  sa  direction ,  on  aura 

selon  que  cette  projection  dfi^  tombera  sur  la  direc- 
tion même  de  la  force  H ,  ou  sur  son  prolongement. 
Donc,  en  conservant  H  et  dji  dans  le  premier  cas,  et 
employant  L  et  d^l  dans  le  second ,  on  en  conchtra 

la  somme  :S.VLdjh  s'étendant  à  toutes  les  fondes  moo- 
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Tantes  dtk  système,  et  la  somme  2Ld^l  à  toutes  le<^ 
Corces  résistantes* 

Cette  dernière  équation  n'est  autre  chose  que  l'é- 
quation (Z)  présentée  sous  une  forme  différente.  En 
la  comparant  à  Téquation  (d),  on  voit  que  le  principe 
des  forces  vives  a  encore  lieu  à  l'égard  des  vitesses 
relatives  des  points  du  système,  telles  qu'elles  ont 
été  déKnies  dans  le  n^  689 ,  pourvu  que  l'on  rem- 
place les  forces  données  P  et  Q ,  par  d'autres  forces  H 
et  L ,  qui  dépendent  des  premières  et  do  mouvement 
commun  du  système. 

Ce  théorème  est'dù  à  M.  Coriolis.  Il  peut  être  em- 
ployé utilement  dans  beaucoup  de  questions  étran- 
gères à  ce  traité  de  Mécanique  rationnelle,  et  pour 
lesquelles  nous  renverrons  au  mémoire  de  l'auteur 
suF  le  principe  des  forces  visses  dans  les  mouwmeîis 
relatifs  des  machines  (*).  . 

694.  Le  terme  f£f^dr,  qui  provient  des  forces 
moléculaires ,  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(i)et(/);le  plus  souvent,  le  terme  qui  répond  aux 
frottemens  est  aussi  le  même  dans  le  mouvement  ab- 
solu  et  dans  le  mouvement  relatif  du  système,  et  ne 
change  pas,  par  conséquent,  en  passant  d'une  équa- 
tion à  l'autre;  alors,  en  retranchant  la  seconde  de 
ces  équations  de  la  première,  on  aura 
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Si  les  forces  P  se  réduisent  aux  poids  des  différentes 
parties  du  système;  que  l'on  appelle  FI  le  poids  to^ 
tal  y  et  Ç'  la  hauteur  verticale  que.  décrit  spn  centre 
de  gravité  pendant  le  temps  t,  dans  le  mouvement 
commun  à  tous  ses  points,  il  est  aisé  de  voir  que 
Ton  aura  aussi 

/2P  (dp  -  dj,)  =  nç'. 

De  plus,  s'il  n'y  a  qu'une  seule  surÊice  résistante, 
et  que  ce  soit,  par  exemple,  un  plan  qui  se  meut 
parallèlement  à  lui-même,  on.pourra  prendi'e,  pour 
le  mouvement  commun  du  système^  le  mouvement 
donné  de  ce  plan ,  car  il  satisfait  aux  deux  conditions 
du  n""  689  :  il  ne  changera  pas  les  distances  mutuelles 
des.points  du  système,  et  il  n'empêchera  pas  les  points 
qui  sont  en  contact  avec  ce  plan  mobile,  de  demeurer 
à  sa  surface.  D'ailleurs,  il  est  évident  que  ce  mouve- 
ment étant  perpendiculaire  au  plan  mobile ,  il  n'in- 
fluera aucunement  sur  les  vitesses  relatives  des  points 
qui  glissent  sur  ce  plan ,  non  plus  que  sur  les  tra- 
jectoires qu'ils  y  décrivent;  d'où  il.  résulte  que  le 
travail  résistant  du  au  frottement  contre  ce  plan,  sera 
le  même  dans  le  mouvement  absolu  et  dans  le  mou- 
vement relatif ,  comme  le  suppose  l'équation  (m). 

Pour  simplifier  encore  cette  équation ,  je  suppose  ^ 
que  le  mouvement  du  plan  résistant  soit  uniforme  ; 
en  sorte  que  tous  ses  points  décrivent  des  perpendi- 
culaires à  sa  position  initiale,  avec  une  vitesse  com- 
mune, qui  sera  rendue,  par  un  moyen  quelconque, 
.invariable  et  indépendante  de  l'action  du  système 
sur  ce  plan.  Ses  composantes  u' ,  /,  w^ ,  seront  cons- 
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tantes^  et  Ton  aura 

/ii»(^  d^  +  %dj^  ^;î  d^)  =  O. 

En  désignant  celte  vitesse  par  n,  et  par  cl  1  angle 
que  sa  direction  fait  avec  celle  de  la  pesanteur  ^  on 
aura  aussi 

Soit 9  en  outre,  Qla  pression  exercée ,  au  bout  du 
temps  t  ;  sur  la  surface  entière  du  plan  donné,  et  dans 
le  sens  de  la  vitesse  a.  Le  travail  résistant  qui  ré- 
pond à  cette  force  prise  en  sens  contraire  de  sa  direc- 
tion, c'est-à-dire,  à  la  résistance  du  plan,  sera 
— yQarf/,  pendant  la  durée  du  temps  / ,  en  supposant 
que  l'intégrale  s'évanouisse  avec  cette  variable.  En 
faisant  passer  le  facteur  a  en  dehoi^  du  signe  y,  nous 
aurons  donc 

pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  l'équation  (m)^ 
laquelle  deviendra 

^1in(k^'^k;)—\l,m{i^—\^;)  +nrt/cosflK=:rt/Qrft.  (w) 

.  La  vitesse  v,  est  la  résultante  de  if  et  de  la  vitesse  a 
prise  en  sens  contraire  de  sa  direction;  si  donc,  on 
représente  par  e,  langle  que  fait  la  direction  de  la 
vitesse  (^  avec  celle  de  a,  on  aura 

if*  :=  i^'  —  2rr('C0S6  +  n*; 
et  si  l'on  désigne  par  cT  la  valeur  initiale  de  €,  on 
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aura  de  même 

A/  =  ^*  —  nak  cos  e^  4-  û*  ; 

d'où  il  résulte 

i  2m(A:*  —  k;)  =  a  ^mk  cos  cT  —  ^a»2m  , 
^  2/n(i^»  —  i^/)  =t=  12  2m<^ cos  é  —  ^a^Hm  ; 

ce  qui  change  l'équatioii  (n)  çn  celle'Hri  ^ 

SmÂrcoscT  —  2m</  cos  6  -f-  n^cos  £»  =  ff^dt^    (o) 

après  qu'on  a  supprimé  le  facteur  a  commun  à  tons 
ses  termes. 

Les  sommes  ^mk  cos  i"  et  Zmc^cos  €  expriment,  an 
commencement  et  à  la  fin  du  temps  t ,  les  quantités 
de  mouvement  de  tous  les  points  du  système ,  dans 
le  sens  perpendiculaire  au  plan  donné;  le  produit 
n^  cos  a  est  la  quantité  de  mouvement  produite  sui- 
vant la  même  direction  par  le  poids  H  du  système, 
pendant  la  durée  du  temps  ^;  et  l'intégrale /Q^ft 
est  la  quantité  de  mouvement  détruite  pendant  ce 
temps  par  la  résistance  du  plan  donné.  Or,  il  est 
évident  que  cette  dernière  quantité  doit  être  égaie  à 
Texcès  de  la  première  somme  sur  la  seconde,  aug- 
menté de  la  quantité  n^  cos  ce;  en  sorte  que  l'équa- 
tion précédente,  qui  exprime  cette  égalité ,  peut  être 
regardée  comme  une  vérification  de  notre  analyse. 

695.  Lorsque  la  vitesse  k  de  chaque  point  du  sys- 
tème se  changera  brusquement  dans  la  vitesse  v , 
l'action  du  système  sur  le  plan  donné  s.ei;a  une  per- 
cussion ;  pendant  sa  durée  très  courte  ^  on  pourra 
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négliger  l'effet  n^  cos  a  de  la  pesanteur;  et  là  quantité 
de  mouvement  détruite  par  le  plan  sera  Texcès  de 
Smk  cos  iT  sur  Xmu  cos  i. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  situé  au-dessus 
du  plan ,  et  qui  demeure  juxta*posé  à  sa  sur&ce  après 
le  choc,  la  composante  (^cos  e  de  la  vitesse  (^sera  la 
même,  à  cet  instant,  pour  tons  les  points  du  corps, 
et  égale  à  la  constante  a;  en  différentiant  Téqua* 
tion  (o)  par  rapport  à  ^,  on  aura  donc 

Ilcostt  ==  Q;  ^ 

et,  en  effet,  la  vitesse  du*  plan  étant  invariable ,  par 
hypothèse  ,  il  faut  que  sa  résistance  détruise  inces- 
samment les  accélérations  de  la  gravité,  qui  auraient 
lieu  perpendiculairement  à  sa  surface  ;  il  faut  donc 
que  cette  force  soit  égale  et  contraire  à  la  compo- 
sante du  poids  n  suivant  cette  direction,  et  que  la 
pression  Q  soit  égale  à  cette  composante. 

0  u  peut  remarquer  que,  quand  langle  en  est  obtus,  la 
valeur  précédente  de  Q  a  le  signe— -•  Mais  on  a  supposé 
plus  haut  que  la  pression  exercée  sur  ce  plan  était 
dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  a;  et ,  si  le  coo* 
traire  avait  lieu,  il  faudrait  changer  le  signe  de  Q 
dans  toutes  les  équations  précédentes.  Or,  la  pres- 
sion Q  s'exerce  effectivement  en  sens  contraire  de  la 
vitesse  a,  lorsque  l'angle  a  est  obtus; -la  valeur 
de  Q  est  donc  alors  —  Il  cos  « ,  ou ,  autrement  dit , 
cette  valeur  est  toujours  II  cos  a,  abstraction  faite  du 
signe. 

696.  L'équation  (0),  évidente  en  elle-même,  peut 
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servir  à  déterminer  la  pression  d'une  veine  fluide  en 
mouvenient  sur  un  plan  •  AB  (  fig»  67  ) ,  animé  de  la 
vitesse  a  perpendiculaire  à  ce  plan^  et  dont  la  dU 
rjectioa  fait,  avec  celle  de  la  pesanteur,  un  angle. et. 

Four  fixer  les  idées,  supposons  que  le  liquide  sorte 
d'unyase  par  un  orifice  horizontal ,.  et  qu'il  forme, 
aurdessous  de  la  contraction  de  la  yeine  (n""  676) ,  un 
cylindre  vertical  dont  tous ,  les  points  ont  une  yi- 
tesse  commune  et  verticale,  que  nous  désigaeroos 
par  y.  Supposons  aussi  que  le  niveau  du  liquide 
soit  entretenu  à  une  hauteur  constante  dans  le 
vase;  ce  qui  rendra  la  vitesse  y  indépendante  du 
temps. 

Jusqu'à  une  section  horizontale  CD,  faite  à  une 
petite  distance  au-dessus  du  plan  AB ,  la  veine  con- 
servera 3a  forme  cylindrique  et  sa  vitesse  y;  elle 
s'étendra  ensuite  sur  ce  plan ,  et  finira  par  le  débor- 
der. Au  bout  d'un  certain  temps,  le  fluide  parvien- 
dra à  un  état  permanent ,  dans  lequel  la  vitesse  de 
chaque  molécule  ne  dépendra  plus  que  du  lieu 
qu'elle  occupe  ^  et  où  la  pression  en  un  point  quel- 
conque du  plan  AB  sera  aussi  indépendante  du 
temps'.  C'est  dans  cet  état  qu'il  s'agiril  de  déterminer 
la  pression  totale  Q,  exercée  sur  la  surface  entière 
du  plan. 

La  partie  de  cette  pression  due  au  poids  du  li- 
quide ,  sera  la  composante  de  ce  poids ,  perpendicu- 
laire au  plan  AB ,  défalcation  faite  de  la  partie  de  ce 
même  poids,  qui  est  soutenue  par  les  parois  du  vase 
d'où  le  liquide  s'écoule.  Comme  il  sera  toujours  fa- 
cile d'y  avoir  égard,  dans  chaque  cas  particulier. 
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nous  en  ferons  abstraction^,  et  nous  ferons,  en  con- 
séquence, n  £=  o,  dans  l'équation  (o).  IL  est  évident' 
qu'on  pourra  aussi  p  dans  les  sommes  Xmk  cos  cT  et 
Xmv  cos  £ ,  ne  pas  tenir  compte  des  molécules,  du  li- 
quide situées  au-dessus  de  CD,  puisqu'elles  conser- 
vent toujours  la  même  vitesse,  ce  qui  fait  dispa- 
raître la  différence  de  ces  deux  somrae^.  Enfin,  si  le 
diamètre  de  la  veine  fluide  est  très  petit,  Tépaisseur 
de  là  couche  liquide  sera  aussi  très  petite ,  à  une 
petite  distance  autour  de  Taxe  de  la  veine.  A  cette 
distance ,  les  vitesses  relatives  des  points  de  la  cou- 
che seront  sensiblement  parallèles  au  plan  AB ,  dans 
toute  l'épaisseur  de  la  couché,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  leurs  composantes  perpendiculaires 
à  ce  plan  seront  égales  à  a.  De  plus,  cette  partie 
du  fluide  comprise  entre  AB  et  CD  sera  bei^ucoup 
plus  considérable  que  la  partie  voisine  de  Taxe  de  la 
veine,  si  la  surface  du  plan  .AB  est  très  grande  par 
rapport  à  la  section  CD  ;  on  pourra  donc  alors  pren- 
dre a,  sans  erreur  sensible,  pour  la  composante 
i^  cos  e  de  la  vitesse  i^  de  chaque  point  du  fluide  con- 
tenu entre  AB  et  CD. 

Cela  posé,  soit  C'D^  une  autre» section  de  la  veine 
fluide,  faite  au-dessus  de  CD,  et  telle  que  le  volume 
compris  entre  CD  et  CD'  soit  équivalent  au  volume 
de  fluide  compris  entre  AB  et  CD.  Appelons  0  le  temps 
que  le  premier  volume  du  liquide  emploie  à  travei^ser 
'.la  section  CD  et  à  se  changer  dans  le  second  volume. 
Supposons  que  les  sommes  Xmkcos  S"  et  Smi^cos  €,  de 
l'équation  (o),  étendues  à  tous  les  points  du.second 
volume,  se  rapportent  au  commencement  et  à  la  fin 
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da  temps  d.  Au  commencement^  tous  ces  points 
étaient  situés  au-dessus  de  CD ,  et  avaient  ^  consé- 
quemment ,  une  vitesse  y ,  faisant  un  angle  a  avec 
la  vitesse  a  ;  pour  un  ppint  quelconque  m  ^  on  a 
donc 

k  ss  y  ,     J^  zss  a,     k  cofi  «T  c=s  ^  00s  et. 

A  la  fin  du  tempâ  € ,  on  a ,  comme  on  vient  de  le 
dire^ 

pcos€  =  a, 

m 

pour  un  point  quelconque  m  du  liquide  contenu 
entre  AB  et  CD.  Si  donc  on  appelle  fi  la  masse  de  ce 
liquide^  il  en  résultera 

^mkcosj^  —  27?l(^  cos  €  s:  jM  (^  cos  a— -a). 

D'ailleurs,  la  pression  Q  étant  constante,  Finté- 
gvale/Qdt  est  égale  au  produit  QO,  pour  la  do- 
rée du  temps  d;  d  après  Téquation  (o) ,  nous  au- 
rons donc 

ft(>'  cos  fit  —  a)  =  Q6. 

Soit  71  le  nombre  de  fois  que  le  temps  6  est  om- 
tenu  dans  un  temps  t  quelconque  ;  nfjt^  sera  la  masse 
du  liquide  qui  traversera  la  section  CD  pendant  le 
temps  t.  Mais  cette  masse  sera  aussi  pcyt,  en  ap- 
pelant p  la  densité  du  liquide ,  c  l'aire  de  la  sec- 
tion CD ,  et  observant  que  ^  est  la  vitesse  coostanie 
de  l'écoulement  à  travers  cette  section  ;  ou  aura  > 
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p^r  conaéqnent  9 

k 

si  Ton  multiplie  l'équation  précédente  par  n,  que 
Ton  y  substitue  cette  valeur  de  n^u ,  et  qu'on  sup-- 
prime  ensuite  le  facteur;^ ,  commun  à  tous  ses  ternies^ 
on  a  finalement  • 

Q  ss  pcy  (  y  cos  a  —  a) , 

pour  la  valeur  de  la  pression  qu^on  se  proposait  de 
déterminer. 

On  devra  se  rappeler  que  cette  formule  suppose 
Fangle  a  aigu;  quand  il  sera  obtus,  il'faudra^  comme 
on  l'a  dit  plus  haut ,  changer  le  signe  de  Q;  en  sorte 
que  Ton  aura  alors 

Q  =  pcyÇycosA  -f-  a). 

» 

Ces  deux  expressions  d^  Q  supposent  aussi  que  le 
plan  AB  est  entièrement  recouvert  par  la  veine  fluide 
épanouie  sur  sa  surface;  ce  qui  exige  que  «  ne  soit 
pas  un  angle  droit,  et,  qu'en  général,  il  s'écarte 
sensiblement  de  go*.  Quand  le  mouvement  du  plan 
est  vertical,  on  a  «=o,  ou  «=  iSo"",  et,  consé- 
quemment , 

Q  =  fc>{y  =F  ^); 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  le  plan  se  meut 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  le  signe  inférieur 
dans  le  cas  contraire.  Si  l'on  ^  a  =  o,  et  que  y  soit 
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la  vitesse  duc  à  la  hauteur  h,  et  g  la  gravité,  on 
aura 

Q  s=  agfch  ; 

en  sorte  que  la  pression-  Q  sera ,  clans  ce  cas ,  le  poids 
d'une  portion  de  la  veine  .cylitidrique  égale  en  lon- 
gueur à  h. 


FIN. 
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